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Über die Koeffizientendarstellungsformel in der 
Theorie der Dirichletschen Reihen. 


Von 
Walter Schnee, Berlin. 


Vorgelegt in der Sitzung am 15. Januar 1910 von D. Hilbert. 


Einleitung.- 

Bekanntlich lassen sich analog zu den Potenzreihen und 
Fourierschen Reiïhen auch die Koeffizienten einer Dirichlet- 
schen Reïhe mit Hilfe eines bestimmten Integrals eindeutig aus 
der Funktion bestimmen, und zwar gilt diese Darstelluig allge- 
mein für jede Dirichletsche Reïhe der Form 


fo) = Sac", 


wo die Exponenten 4, eine beliebige Folge monoton (4, <4,<1,<...) 
ins Unendliche wachsender Grôfen bezeichnen. Ist nämJich die 
Reïhe f(s) für R(s)—« konvergent, so konvergiert für jede von 
Null verschiedene Zahl a « und jedes reelle w das Integral 


a + Ti ws 
(1) _. {! CREER 
T=o ® g— Ti s 
und hat bei positivem a « einen von &« unabhängigen Wert 
2xip(w), der folgendermaBen definiert ist: 


0 für w<1,, 


r—1 
(2) p(w) —, Ÿ' a — 2 4+4a für & — 1, (r — Lies) 
n=1 n n = 


r 
S a, für 4, <w< 4, 
n=1 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 1. 1 
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Im Falle «<0 hat bei negativem «a = « das Integral (1) den Wert 
2xi(p(w)—S), wo S — f(0) die Summe der alsdann konvergenten 
Reïhe Ÿ a, bezeichnet. 5 

1 


Diese Formel, die schon von Kronecker und Herrn Cahen 
mit unzureichendem Beweise aufgestellt war, ist erst jüngst unter 
gewissen Einschränkungen von Herrn Hadamar d !) und mit voller 
Allgemeinheit von Herrn Perron?) bewiesen worden. Übrigens 
ergeben sich aus dem Integral (1) mittelst der Gleichung (2) nicht 
nur eindeutig die Koeffizienten a, der betreffenden Reïhe f(s), 
sondern auch die Exponenten 4, sind eindeutig durch dasselbe be- 
stimmt; sie sind nämlich die Unstetigkeitsstellen des Integrales 
(1), in welchen dasselbe, wie aus (2) hervorgeht, den arithmetischen 
Mittelwert zwischen links und rechts annimmt. 

Herr Cahen hielt diesen Satz fälschlicherweise auch für um- 
kehrbar, d. h. er behauptete, daB aus der Giltigkeit der obigen 
Formel für jedès a, wo a Z0 ist, umgekehrt die Konvergenz 
der Reïhe f(s) in der Halbebene R(s) —4« folgt. Seinen dahin 
zielenden Beweis hat Herr Perron an der zitierten Stelle durch 
ein passend konstruiertes Beispiel widerlegt. Allgemeiner kann 
man sogar mittels des Cauchyschen Integralsatzes leicht nach- 
weisen, daf die aufgestellte Formel für jedes von Null verschie- 
dene aa, gilt, wenn nur «, die untere Grenze aller derjenigen 
reellen Zahlen « bedeutet, welche die Eigenschaft haben, da8 die 
durch die Reïhe dargestellte Funktion f(s) in der Halbebene 
R(S)Z « regulär ist und daB nach Annahme irgend einer beliebig 
groBen Zahl na für alle o des Intervalles «a=6=n gleich- 
mäfig 

lim CE 20 
t= © 


st; «, ist also die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, daf sich 


1) Sur les séries de Dirichlet, Rendiconti del Circolo Matematico di Pa- 
lermo, Bd. 25, 1908, S. 326—330. Rectification à la Note ,Sur les séries de 
Dirichlet“, 1 c., S. 395—396. 

2) Zur Theorie der Dirichletschen Reïhen, Journal für die reine und ange- 
wandte Mathematik, Bd. 134, 1908, S. 95—143 (vergl. S. 114—131). In etwas 
kürzerer Behandlung sind die Perronschen Entwickelungen von Herrn Landau 
im 6. Buche seines soeben erschienenen Werkes ,Handbuch der Lehre von der 
Verteilung der Primzahlen“ (Teubner, 1909; vergl. Bd. II, S. 820—837) darge- 
stellt worden. Dieses Werk, in welchem zum ersten Mal die modernen Ergeb- 
nisse der Theorie der Dirichletschen Reiïhen im Zusammenhang dargestellt 
werden, soll im folgenden einfach mit ,Handbuch“ zitiert werden. 
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nach Annahme zweïer beliebig kleinen Zahlen 50 und 0 0 und 
einer beliebig grofen Zahl n=4«,+e immer eine (von &, y und Ô 
abhängige) positive Zahl 7, angeben läft, sodaf für jedes s — 6 +#i, 
das den Bedingungen &,+s=6=, |t| ZT, genügt, die Beziehung 


Is) < dé] 
stattfindet. Die so definierte Zahl «,, welche natürlich — —co 
sein darf, kann niemals grôfer als die Konvergenzabszisse & der 
Reïhe sein !); es kann aber sehr wohl a, <& sein, wie das von 
Herrn Perron an der zitierten Stelle auf eine briefliche Mittei- 
lung von Herrn Landau hin angeführte Beïspiel 


fo = 2-0 = $ CP 


zeigt, in welchem 4, — log n, & — 1 und nach der Theorie der 
Zetafunktion (Folgerung aus der Riemannschen Funktionalglei- 
chung) «, — }ist?) Hier gilt also die Koeffizientendarstellungs- 
formel für jedes a+}, während die betreffende Reiïhe erst für 
6=— 1 konvergiert. 

Die folgenden Untersuchungen, die von diesen Resultaten nichts 
voraussetzen, beschäftigen sich zwar nicht mit dem allgemeinsten 
Typus der Dirichletschen Reïhen; aber es soll über das mono- 
tone Wachsen der Exponenten 4, nur die folgende Einschränkung 
gemacht werden, durch die ausgeschlossen wird, da die 4, allzu 
dicht auf einander folgen. Versteht man nach Annahme irgend 
eimer -positiven Zahl d=—0 unter v, — v,(0) die grôfite ganze 
Zahl Z0, für welche noch 
Cape x 
(3) RL 
ist, so soll, wie klein auch Ô gewählt sein môüge, für alle x von 
einer gewissen Stelle an 


(4) ne eo 
sein‘). Diese Voraussetzung ist insbesondere dann erfüllt, wenn 
für alle n von einer gewissen Stelle an », — O0 ist, d. h. wenn 


1) Vergl. ,Handbuch“, Bd. II, S. 821—825 (vergl. besonders Satz 44). 
2) Vergl. ,Handbuch“, Bd. II, S. 833—835. 
3) Zur Orientierung bemerke ich, daB bei festem n die rechte Seite von 
(3) und damit eventuell die Zahl », um so grüBer wird, je kleiner d gewählt 
wird; bei festem & konvergiert die rechte Seite von (3) mit wachsendem » sehr 
stark gegen Null. 
1* 


4 Walter Schnee, 


bei beliebig kleinem à von einer gewissen Stelle an schon 


ul 


(6) 1,4 EE À, > €. 


ist; dies ist in dem für die analytische Zahlentheorie so wichtigen 
Spezialfall 4, — log n, d. h. in dem Spezialfall der Reïhen 


f() OR HE “de > 


reichlich erfüllt, da ja dann gewiB bei beliebig kleinem 0 von 
einer gewissen Stelle an 


a, 
1 n° 


| Du es De + 
lu—d = Lg (1+5)> = 6 log(2n) _, ERA a 


ist. Ich bemerke noch, daf bei den bisher behandelten tieferen 
Problemen der Theorie der Dirichletschen Reïhen sogar noch 
weitergehendere Einschränkungen als (4) gemacht werden muften. 
So wird bei den Mittelwertsproblemen vorausgesetzt, daB von 
einer gewissen Stelle an v, — 0, d. h. daB bei beliebig kleinem 
8 0 von einer gewissen Stelle an die Beziehung (5) erfüllt ist t), 
und bei dem sogenannten Konvergenzproblem müssen sogar noch 
bedeutend weitergehendere Einschränkungen gemacht werden ?), 
die aber in dem Spezialfall 4, — logn auch erfüllt sind. 

Ich werde nun zeigen, daf unter der Voraussetzung (4) die 
in (1) und (2) enthaltene Koeffizientendarstellungsformel, welche 
nach Division durch €” die Gestalt 


PET ICE # 
@ lim a+ Ti fe» 2mi bei positivem a, 
— © - ds == 
sr : 2mi Lite Lo negativem a 


annimmt, nicht nur für jedes reelle w erfüllt ist, sondern daB die 
Gleichang (6) sogar gleichmäBig für alle Zahlen w — 4, und auch, 


ATbe pit, Alge- 


mein werde ich nachweiïsen: Ist irgend eine Folge positiver GrôBen 
&, gegeben, für welche 


daB sie gleichmäBig für alle Zahlen w — 


Â,+e,<l,—-s,<2,+6, <,—6s,<:::, 


1) Vergl. ,Handbuch*, Bd. II, S. 782. 
2) Vergl. ,Handbuch“, Bd. II, S. 839. 
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d. h. allgemein 

À, en En = At — ÊËnt1 (n Ps 1) 
ist!) so gilt (6), wenn nur a —« und a +0 ist, gleichmäBig 
für alle reellen w, für welche entweder w — À,(n — 1,2,...) 


oder w< À, —&, oder À,+6,=w<1,,,—6,,,(n — 1,2,...) ist. Aus- 
geschlossen ist also nur ein gewisses Intervall zu beiden Seiten 
eines jeden Exponenten 1,. Um dies nachzuweïisen, muB ich ganz 
andere Wege einschlagen, als diejenigen, welche von den Herren 
Hadamard und Perron zum blofien Nachweis von (6) bei kon- 
stantem w betreten worden sind. 

Wesentlich ist, daf dieser Satz nun in der Tat umkehrbar 
ist. Ich werde nämlich nachweisen: Besitzt die Reïhe f(s) ein 
Konvergenzgebiet, ist ferner die durch die Reïhe dargestellte 
Funktion f(s) für R(s)—« regulär, wo « eine beliebige reelle 
Zahl bedeutet, und existiert zu jedem von Null verschiedenen 
aa eine Folge von Zahlen w,, wo für jedes v > 1 die Beziehung 
À,<w,<1,,, gilt und bei positivem a auBerdem w,—2,<1, bei 
eventuellem negativen a dagegen 4,,,—4w, <1 ist?), derart, daf die 
Gleichung (6) gleichmäfig für alle diese w — w, gilt, so ist die 
Reïhe f(s) für R(s)—« konvergent. Bedeutet weiter «’ die untere 
Grenze aller derjenigen reellen Zahlen «, welche erstens die Eigen- 
schaft haben, daf die durch die Reïhe dargestellte Fanktion f(s) 
für R(s) > « regulär ist und welche zweitens der Bedingung ge- 
nügen, da zu jedem von Null verschiedenen a « ein System 
von unendlith vielen Zahlen w, mit den obigen Eigenschaften 
existiert, so ist «’ die genaue Konvergenzabszisse der Reïhe f(s); 
natürlich kann &’ — —©co sein. Damit ist auf ein schon lange in 
der Literatur vorhandenes Problem eine Antwort gegeben, nämlich 
auf das Problem, die genaue Konvergenzabszisse einer Dirichlet- 
schen Reïhe aus den analytischen Eigenschaften der durch sie 
dargestellten Funktion zu bestimmen. 

Am Schlusse meiner Arbeit stelle ich endlich unter Benutzung 
der bisher erzielten Resultate ein System notwendiger und hin- 
reichender Bedingungen dafür auf, daf eine in einer gewissen 
Halbebene reguläre Funktion in eine in dieser Halbebene konver- 
gente Dirichletsche Reïhe entwickelt werden kann. Dasselbe 
Problem hat schon Herr Hadamard an der zitierten Stelle be- 
handelt, jedoch mit einer wesentlichen Einschränkung. Er unter- 


1) Die s, dürfen also mit wachsendem x beliebig stark gegen Null konver- 
gieren. 
.2) Anstatt 1 kôünnte auch jede andere positive Konstante auftreten. 
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sucht nämlich nur, ob eine gegebene analytische Funktion in eine 
solche Dirichletsche Reïhe entwickelt werden kann, deren Ex- 
ponentensystem 1, der Bedingung genügt, daf 

() lim sup es 

endlich ist; diese Bedingung hat z. B. zur Folge, daf die betref- 
fende Dirichletsche Reïhe, wenn sie überhaupt ein Konvergenz- 
gebiet besitzt, auch ein Gebiet absoluter Konvergenz besitzen 
muf. Anstatt dessen mache ich nur die Voraussetzung (4) und 
bin auch in der Lage, die von Herrn Hadamard mit V. bezeich- 
nete Bedingung zu entbehren, infolge deren Herr Perron im 
Schlufwort der zitierten Arbeit sagen konnte, daB das Hada- 
mardsche Resultat fast auf eine Tautologie hinauslaufe. 


$ 1. Hilfssätze. 

Ich beginne mit der Mitteilung einiger für die Theorie der 
Dirichletschen Reiïhen grundlegenden Tatsachen, die unter An- 
wendung des Hilfsmittels der partiellen Sammation leicht beweisbar 
sind. 

Es sei die Dirichletsche Reiïhe 


[ee] _ 
fs = Sac”, 
n=1l 


wo die À, eine beliebige Folge monoton ins Unendliche wachsender 
Zahlen bedeuten, für R(s) «x, wo «0 ist, konvergent, und es 
werde für ganzzahliges mZ1 


gesetzt; dann ist nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl 0 —0 
stets eine ganze Zahl m, —m, (8) angebbar, so daB für alle mZ=m, 


(8) FSUÇRE ee ERA 


ist. Ist umgekehrt die Gleichung (8) bei jedem 80 von einer 
gewissen Stelle an erfüllt und ist « 0, so folgt daraus, daB die 
Reïhe f(s) für R(s)=>« konvergiert Wenn dagegen die Reihe 
f(s) für R(s)> «, wo «a <0 ist, konvergiert und wenn 


f(0) CE DE ii Ë 


gesetzt wird, so ist bei jedem à 0 für alle » von einer gewissen 
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Stelle an 
(9) | S,, Lt S mt (œ + F4 


und umgekehrt folgt hieraus die Konvergenz der Reihe für 
R(s) > «!). 

Die Beziehung (8) und ihre Umkehrung wird z. B. in Herrn 
Landaus ,Handbuch“, Bd. II, S. 732—734 bewiesen; der Nach- 
weis der Formel (9) nebst Umkehrung, die ich in der Folge brauche, 
soll indessen näher ausgeführt werden, da, wie mir scheint, der 
Fall «<O bisher noch nicht in der Literatur ausdrücklich be- 
handelt worden ist ?). 

Es sei also die Reïhe f(s) für R(s) => « konvergent, wo « <0 
ist. Setzt man dann nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl 
0 


a Ô 
Fm 4 en (e 14 % 
so liegen nach Voraussetzung alle Partialsummen s,,(m — 1, 2, ...) 


absolut genommen unterhalb einer endlichen Schranke C. Nun 
ergibt die partielle Summation für ganzzahliges p = m+1 


Ô Ô C) 
P EE = —1,(—4—— P = D 
An — > a, € in (e+ Le «( pi dE >> (s,—5,.)e tn ( 
n=m+#+1 


Co) (] () : ô 
p NE PE PR RE # LL Tnt Er 
»à al: | É DE et | \ her Fm | # der ra il 


1) Man kann diese Resultate auch in folgender Form aussprechen: Die 
genaue Konvergenzabszisse der Reïihe f(s) wird, falls sie positiv ist, durch die 
Formel 


(D) & — lim sup À 
falls sie negativ ist, durch die Formel 


(ID) & — lim sup dog | Sn - 7 nor 

m— m1 
bestimmt. Ist & — 0, s0 gilt, wenn die Reiïhe f(s) im Punkte s — 0 divergiert, 
die Formel (I); konvergiert diese Reïhe gegen einen von Null verschiedenen Wert, 
so gelten beide Formeln (1) und (Il); ist endlich & — 0, $ = 0, so gilt (Il), 
während dann die rechte Seite von (I) negativ sein kann. 

2) Herr Pincherle gibt die Formel (II) in seinem Vortrag ,Alcune spigo- 
lature nel campo delle funzioni determinanti“ (Atti del IV congresso interna- 
zionale dei matematici, Vol. II, Sezione I—Analisi, Rom 1909, S. 44—48) ohne 
Beweis an; doch steht hier irrtümlicherweise im Nenner 4,, statt 1,1. 
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Ist Ô so klein gewählt, daB noch a > 0 ist, so folgt hieraus 


durch Grenzübergang ;p — co, da ja gewiB die Reiïhe f(s) im 
Punkte s — 0 konvergiert, 


D Mel € «à EE see re Ce 


n=m+ 1 n=m+l ë 


hieraus aber ergibt sich für hinlänglich groBes m 


€ ser Pl — Anti tr — Ans oR 
IS-S1I<C Ÿ ( # 5). PH à ce lm( a 7) 


n=m+1 


E) 
= 2 vente es) < e 


womit (9) bewiesen ist. 
Wird umgekehrt vorausgesetzt, daB (9) bei beliebigem Ô = 0 
von einer gewissen Stelle an erfüllt ist, so benutzen wir zunächst 


für beliebige ganze Zahlen m + 1 und p = m+1 die Formel der 
partiellen Summation 


— Ami (— & — 8) 
u 


D a e 7 n(a + 28) — D (S EN je tee) 
10) Er: n nent n n—1 
— D S, (e —1,, (œ + 20) Eu ds Co + 28} a S., = Am41(@ + 20) ne $, e 7 h+i(a+ 28 

n=m+1l 

Hieraus folgt für jede beliebige GrôBe S, also insbesondere für 

die oben definierte Grôfe S — f(0) 

P ts 1, (œ + 20) 
n=m+i1 
— D Sr — S) (e— menée priantere ) —(S,—S) em (a+ 28) 
n=Mm+ 

(1) 


+ (S,— 8) ep (œ + 28) 


Ati 
— (a+ 28) ÿ (S,—S) f + e—2(a«+ 28) de —(S,,— 5) € tm (e +28) 
n=m à 


+1 


as (S, Le” S) 2.4 Ap+1 (@ + 20) 


Ist à s0 klein gewählt, daB noch «+0 <0 ist, und ist » hin- 
länglich groB, so ergibt sich weiter nach (9) 
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a, € 
n=m+#1 de 


À 
<< |æ+20| S REC ET | en nd PR EP TEE UTP ee à 
n=m+1 


£ — 1, (a+ 28) | 
| 


A6 
< |a+20| D Lys De 7 Ja+ 2e 7m Ô 
n—=m+#I1l 


— = a + 20e m0 4 9 6 — mt 


Die rechte Seite konvergiert, wenn » unendlich groB wird, gegen 
Nall. Damit ist die Konvergenz der Reiïhe f(s) für s — «+20 
und also, da à beliebig klein sein durfte, in der ganzen Halbebene 
R(s) > « bewiesen. 

Es sei nun wieder die Reïhe f(s) für R(s) > «, wo « = 0 ist, 
konvergent. Dann ergibt sich, wenn in (10) statt «+20 ein 
beliebiger Wert s der Halbebene R(s) > & eingesetzt wird, aus (10) 


sets luts _ 6 — nt ”_ 

) a, e mis S ss f Te das, e. au S,e Ap+1S 
n=m+l n=m+l 2: 

Nan konvergiert für p = © die linke Seite; ferner hat das letzte 

Glied der rechten Seite für p — © den Grenzwert Null, da infolge 


der Beziehung (8), in der etwa Ô — Un = = zu setzen ist, 


D o—œ@ 
SE bp (e + nn — 1,40 re NET 
| Se Pr | ET Pr = € 


ist. Es ergibt sich daher 


=. Anti = 
(12) Ÿ a, e D 5 Ÿ on j' CP ren Am 8, 
1 n = m +1 2 


n=Mm+ : 


Konvergiert dagegen die Reïhe f(s) für R(s) > «, wo «a < 0 
ist, so setzen wir in (11) anstatt « + 20 einen beliebigen Wert s 
der Halbebene À (s) — « ein und erhalten, da auch in diesem Falle 
das letzte Glied der rechten Seite infolge (9) für p — co den 
Grenzwert Null hat, aus (11) durch den Grenzübergang p — co 


as, Sa es Ë (8-9 sf" Te “ar—(S—8)e 7m 
n=m+#+l n=m+#+ 


Endlich gebrauche ich noch den folgenden Satz: 
Hilfssatz 1. Es sei OZ, <1,<:.., und es sei die 
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Reihe f(s) für R(s) > «, wo « eine beliebige reelle Zahl 
bedeutet, konvergent. Dann läBt sich nach Annahme 
zweier beliebig kleiner Zahlen s — 0 und à —0 eine 
Konstante R — Rs, Ô) so bestimmen, da8 für alle der 
Halbebene R(s) = «++ angehôrende Werte s, deren ab- 
soluter Betrag = R ist, die Beziehung 


IF(s)l < ds] 
gilt!). 
Beweis: Setzen wir im Falle « = 0 die Samme S, = S,, 
im Falle « < 0 die Summe S, = S,—S, 80 ergibt sich aus (12) 
bezw. (13) für jedes s der Halbebene R(s) = « durch Hinzufügang 
der Anfangsçlieder 


fO= Sac t+s À SE f À ego Tue tant, 
n =1 À 


n=m +1 
Es sei im Falle « < 0 die Zahl & so klein gewählt, daB noch 
a+s <O0ist. Dann folgt bei hinlänglich gro$fem m für alle s, 
deren reeller Teil 6 = «+ ist, infolge 0 = 4, < À, < --: und 
€ 


infolge der Beziehungen (8) bezw. (9), in denen à — 5 


zu setzen ist, 


€ € 

— 1 aœ+— 

Ans (+ à L mi ;) 2 

ia e Re ne e + 
4 


FOI< Ë late + sl À 


=m+i 


PR Am 

m a SAS ee 1 

= À, late me +9 41e] f e 2 de +e 2 
n = ñ 


m+1 


£ 
= Anti 2 


22- 2 
= À tale CT si +1)e 


Wir wählen nun » so groB, daB die obigen Abschätzungen gelten 
und daf 


€ 
“+2 An+s D Ô 
€ RES ne 


Ge) 


1) Dieser Satz nebst Beweis ist nicht als neu zu betrachten; etwas Âhn- 
liches sagt z. B. Satz 45 des 6. Buches von Herrn Landaus ,,Handbuch‘ aus 
(vergl. Bd. II, S. 821—825). 
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ist, sodann R so groB, daf erstens R = 1 und zweitens 
RE 5 [a nl € — À, (a + &) 


ist. Dann ergibt sich für alle s, deren reeller Teil = «++ und 
deren absoluter Betrag = R ist, 


RÔLES He [= ôfs|, 


gs 
womit der Satz bewiesen ist. 

Ich stelle nun noch eine Reïhe von Hilfssätzen auf, die sich 
nicht ‘unmittelbar auf die Theorie der Dirichletschen Reïhen 
beziehen und sich durch die Kklassischen Hilfsmittel der Integral- 
rechnung und Funktivnentheorie beweisen lassen. 

Hilfssatz 2 Es seien a, v, T reelle Zahlen, a + 0, 
T>0. Dannist im Falle v +0 


+ Ti ,vs e" 
" “_ds-QmiE, M 0 
a— Ti : | IT 
und im Falle v — 0 
TEE na 
s lg 
a— Ti 


Hierbei hat im Falle a —0 die Zahl E, für v —0 den 
Wert 1, für v<O0 den Wert 0, undes ist E, — 4; da- 
gegen hat im Falle a<0O die Zahl E, für v—0 den 
Wert 0, für v<0 den Wert —-1,undesist E, = —4 

Der Beweïis dieses Satzes, der für die tiefere Theorie der 
Dirichletschen Reïhen und für ïhre Anwendungen in der ana- 
lytischen Zahlentheorie von grofer Wichtigkeit ist, ist für den 
Fall a > 0 z.B. in Herrn Landaus ,Handbuch* (Bd. I, S. 342 
bis 346) genau durchgeführt; man hat nur die dort auftretenden 
Konstanten U — T und y — €” zu setzen. Der Fall a O0 kann 
aber ganz analog behandelt werden, so daB wir uns hier die 
Übertragung der dort angewendeten Schlüsse auf diesen Fall 
ersparen kônnen. 

Aus dem bewiesenen Satze folgt, daB für a + 0 und belie- 
biges v 
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ist; dagegen folgt nicht aus ihm, daB diese Beziehung gleichmäfig 
gilt für alle v eines bestimmten Intervalls, wenn dieses Intervall 
im Innern oder als Begrenzungspunkt den Punkt v — 0 enthält. 
Man kann indessen wenigstens folgenden Satz aufstellen : 

Hilfssatz 8 Es sei a eine beliebige reelle Zahl 
+ 0, undes sei T0. Dann ist für jedes beliebige 
reelle v 


< eT 


a+ Ti ,vs 
| L 19 — ds —E, 


2 mi : dé 
a— Ti 


Hier tritt auf der rechten Seite nicht mebr eine Diskontinuität 
im Punkte v — 0 auf. 

Beweis: Es sei zunächst v + 0. Dann beschreiben wir um 
den Nullpunkt den Kreis mit dem Radius R — a+ T*, auf 
welchem die beiden Punkte a + Ti und a— Ti liegen, und wenden 


den Cauchyschen Satz auf den Integranden und auf das 


Grebiet an, das einerseits von der vertikalen Geraden a— Ti bis 
a+ Ti, andererseits von einem der beiden durch diese beiden 
Pankte begrenzten Bôgen des oben konstruierten Kreises gebildet 
wird, und zwar soll als krumme Begrenzungslinie im Falle v = 0 
der links von der Geraden gelegene Bogen, im Falle v < 0 da- 
gegen der rechts von der Geraden gelegene Bogen gewählt werden. 
Dann hat der Integrand in den Fällen v => 0, «a = 0 und v <0, 
a < O0 im Integrationsgebiet den Pol erster Ordnung s = O0 mit 
dem Residuum 1 und ist sonst überall regulär, während er in den 
Fällen v > 0, a < 0 und v < 0, a 0 im Integrationsgebiet durch- 
gängig regulär ist. Man erhält daher in allen Fällen 


a + Ti e”® es 
il ds+ [ <-&s wie 
nTi a B£ 


wo E, wie in Hilfssatz 2 im Falle a = 0, v — 0 den Wert 1, im 
Falle a < 0, v < 0 den Wert —1 und in den beiden Fällen a = 0, 
v << 0 sowie a < 0, v > 0 den Wert 0 hat und wo der Integra- 
tionsbogen B von a+ Ti bis a— Ti durchlaufen wird. Nun ist, 
wenn der reelle Teil von s mit 6 bezeichnet wird, in beiden Füällen 
v > 0 und v < 0 für alle Punkte s des Bogens B 


Le® | — €! = €" 


und infolgedessen, da der Bogen B gewiB eine Länge < 2xR hat, 
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Ti vs 
af ACFTER E, 1 (lee 
s 2 mi s 
a B 


2m J . 
womit die Behauptung für alle reellen v + 0 schon bewiesen ist. 


Im Falle v — O0 wenden wir den Cauchyschen Satz nach 
einander auf beide Teiïle der durch die Sehne von a— Ti bis a+ Ti 
durchschnittenen Kreisfläche an und erhalten genau wie oben 


a + Ti + Ti 
x J +1 "1, fs. £ 
_ a— Ti Bai 


1 e” LA 
<gs'?2rhk = er, 


wo sich in der ersten Formel das Minuszeichen auf den Fall a = 0, 
das Pluszeichen auf den Fall a 0 bezieht. Nun ist aber, wenn 
x eine beliebige reelle oder komplexe Zahl bezeichnet, 


Is Fil = |t@+1)+4zl<{lzF1|+31lzl, 
so daf sich aus den beiden erhaltenen Formeln ergibt: 


ET 1 
2m Jr 


wo sich das Minuszeichen auf den Fall a — 0, das Pluszeichen 
auf den Fall a < 0 bezieht. Dies ist aber genau die Behauptung 
für den Wert v — 0, so daf nunmebr der Hilfssatz 3 im vollen 
Umfang bewiesen ist. 


Hilfssatz 4 Es sei —1 < 9, < #8, = 1 und entweder 
a>0oder a <0, ferner T=—0. Dannist 


<i+i = 


d: ra+ Ti jal 
1 f e" ds dv | < 12e . 
9, “a—Ti 
Beweis: Wir setzen v, — 2 und nehmen vorläufig an, dañ 


T > 1 sowie #, < —v, und #, = v, ist. Dann ist 


a a+ Ti a+ Ti — V 
11e 1 e” dsdv —= 1 e* dv ds 
Ÿ a— Ti — Ti 


1 a 


+ % +T 2 
+f fa edrao+ [TT " e" dv ds. 
— % a—T 


Nan ist nach Hilfssatz 2, mag a = 0 oder a < 0 sein, 


(14) 


2 
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a+ Ti h—% a+ Ti —%s + Ti #,s | 
ÎL e” dv ds f : ds— pe ÉRegrs 
a—TD*# a Ti 5 a Ti % | 
— Vo Ÿ,4 
RD SO SE on Pie lal, 
2 AT + er <2( +e ) < 4e : 
genau derselben Abschätzung genügt auch das dritte Integral auf 
der rechten Seite von (14). Ferner ist 


+ vo pa+ Ti 
Î [ e”° ds dv 
—v% *a— Ti 
Durch Addition der für alle drei Doppelintegrale auf der rechten 
Seite von (14) erhaltenen Abschätzungen ergibt sich die Behaup- 
tung. Ist nicht zugleich T > 1, 9, <—v,, 9, => v,, so erhält 
man auf demselben Wege sogar schärfere Abschätzungsformeln 
als die behauptete, da man dann das gegebene Doppelintegral an- 
statt in drei Doppelintegrale nur in zwei oder eines zu zerlegen 
braucht. 

Hilfssatz 5 Es seien 0, d, und 0, beliebig kleine 
positive Zahlen, und zwar sei à, < 0, 0, <0—0, Dann 
lät sich eine positive Konstante 4 so bestimmen, daB 
für jedes 4 = 4 und jedes beliebige reelle w 


—20 


œ! 
{ mme à pe 
D Tw=sl 


< 20,278 = qumlal L'alal 


ist, wobei der Strich am Integral bedeutet, da im 


Falle w — 1—1 zu beiden Seiten der Zahl w ein Inter- 
200 
vall von der Länge &,, = € ‘ von der Integration 


auszuschlieBen ist, so weit es dem Integrationswege 
1... angehôürt'). 

Zur Orientierung sei bemerkt, daf die GrôBe &,, bei festem 
um s0 grôBer wird, je kleiner à, ist; da d,  Ô sein soll, so müssen 
also die beiden um w eventuell auszuschliefenden Intervalle um so 
grüBer sein, je kleiner © gewäbhlt ist, was auch von vornherein 
einleuchtet. Dagegen nähert sich bei festem d, die GrüBe &,, für 
w = oo sehr stark der Grenze Null. 

Beweis: ÆEs sei vorläufig w —24+1. Dann ist wegen 
< 1 


1) Ein äbhnlicher Hilfssatz steht z. B. in Herrn Landaus ,Handbuch‘ 
Bd. II, S. 782—788. 


2 
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Ex ei #0 D — £y Pa es — £0 
[ Po = JF de + de 
: w — : Ww—2 Sr Ted 
—1 7 (w—v)8 en (010 
= je —— + [ ———— dv 
v v 
Ep Ew 
î a 1 20 2w0—1 ,vÔ 1 vÔ ss vÔ 
à Ai ppt Éogr il joe a 
v 
E Er 1 
: vw — À (eo) 
< e n (+1) f sur GE Ho 
s Hiteri 1 
= p 2 — Ô 
ea (+ 1) (-1og 6) + + e°° He | 


SES PRE ROSE > (4 1}en 1070 psg 


Dieser Ausdruck liegt nun aber wegen d, < 8 — 0, für alle À > 4’ 


‘unterhalb pe 1 wenn nur die Konstante 4’, die zwar von 6, à, 
und Ô,, nicht aber von w abhängt, hinreichend groB gewählt ist. 
Damit ist die Behauptung im Falle w = 1+1 bewiesen. 

Ist w < +1, aber immerhin noch w = 4—1, so tritt von 
den vier Integralen in der dritten Zeile der obigen Rechnung das 
zweite nicht mehr auf und das vierte bleibt ungeändert, während 
das erste im Falle w—<1+1, w = 1+e, teilweise, im Falle 
w = 1+6, ganz verschwindet und das dritte im Falle w  1—:,, 
w > À—1 teilweise, im Falle w — 4—1 ganz verschwindet. In 
allen diesen Fällen erhalten wir analog zur vierten und den fol- 
genden Zeiïlen der obigen Rechnung für alle 12 4", wenn nur 
A'' hinreichend gro gewählt ist: 


— œ 
J e NT nn [e43) [+ ea] 
À 1 


Ew 


2 rate Tin 


< (a 1) A à lg 4-2 cm 10 


Ist endlich w —<1—1, so wird, da dann gewiB gar kein Teil- 
intervall abzutrennen ist, für alle 4 = 4” wegen 


[w—z|=2-wZ= 1-0 > 1 
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’ — 
dE LL | dr HA LT he 
a |w—a4l 1 A Le E 


Die Ungleichung der Behauptung gilt daher bei beliebigem 
reellen # für alle 42 4, wenn nur À die grôBte der drei Kon- 
stanten 4”, 4”, 4" bedeutet, d. h. 4 — 4" ist. Da die so def- 
nierte Konstante À von w unabhängig ist, so ist damit die Be- 
hauptang bewiesen. 


$ 2. Der Hauptsatz. 


Satz I. Es seien die 4, (n = 1, 2,...) eine beliebige 
Folge monotonins Unendliche wachsender GrôBen, für 
welche die Voraussetzung (4) erfüllt ist, und es sei 
die Reihe 


F6 = ae”? 


für R(s)>« konvergent, wo für die reelle Zahl & auch 
der Wert « — —co zugelassen wird. Es seien ferner 
die &,(n = 1,2,...) beliebig kleine positive Zahlen, für 
welche jedenfalls 4,+6,<4,,, —6,,, ist, und es bezeichne 
W den Bereich aller derjenigen reellenZahlen w, für 
welche entweder w< 4, —6, oder 4,+8,=w=1,,,—6,,, oder 
w = À,ist. Dannist, wenn nur a—« und a + Oist, für 
jedes beliebige reelle w 


pb) ere 
a+ Ti (5) 0" — 0) 2xi-a bei positivem a, 
(6) lim ——— ds = 


=o — 1? S — . : 
One Php Mo beinegativem a, 


wo p(w) und S die in der Einleitung angegebene Be- 
deutung haben, und diese Beziehung besteht sogar 
gleichmäBig für alle w des Bereiches W. 


Beweis: A) Es sei zunächst die Reiïhe f(s) auf der Geraden 
R(s) — a sogar absolut konvergent. Dann konvergiert sie für 
alle s dieser Geraden gleichmäBig, darf daher über jedes endliche 
Stück dieser Geraden gliedweise integriert werden, auch nach 

w(8— a) 


Moltiplikation mit 


Dies ergibt: 
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a+ Ti w (8 — a) S a + Ti (2 — Àn)s 
(15) RE jbl 2,7 = Be JE ds. 


a — 


Wir zerlegen nun die rechte Seite in zwei durch den Index 
n —= m getrennte Teile, wo » eine beliebig groBe positive ganze 
Zahl bezeichnet, die im folgenden noch näher bestimmt werden 
wird; ferner sei W, diejenige Punktmenge, welche alle reellen 
Zahlen wÆ=À,—Ee, sowie alle reellen Zahlen wZ=4,+6,, dann 
aber auch die # Punkte w —= 1,,4,,...,24, nebst den Intervallen 
1,+8 =0=du en = 1, 2,...,m—1)enthält. Ausgeschlossen 
ist also nur ein gewisses Intervall zu beiden Seiten eines jeden 
der Punkte 4,,4,,...,2,, und es ist klar, daB für jedes m der 
Punktbereich W,, den gegebenen Bereich W in sich enthält. End- 
lich werde für jedes w 1, die positive ganze Zahl r durch die 
Gleichung 1,=w<4,,, definiert. Dann ergibt sich, wenn für 
jedes n — 1,2,..., m der Hilfssatz 2 auf den Exponenten 
w—À, — v angewendet wird, bei beliebigem reellen w, wenn nur 
a + O0 ist, 


Fe a + Ti el — An)s 
> a —- di à Ey—a, 
1 


n— a— Ti 


(6) 


(a —13)a 
fe e 2}a| 
Se) EE . : 
SF Dia + al 


wo im Falle w — 1,(r = 1, 2,...,m) die Zahl E — 1, sonst = 0 
zu setzen ist und wo der Strich an der Summe rechts bedeutet, 
daf im Falle w = 4,(r — 1,2,...,m) das Glied mit dem Index 
n —= 7 von der Summation auszuschlieBen ist. Hieraus folgt nach 
Division durch €” 


1 U a+ Ti (w—1,)s 4 
ne Sa, / —_—— ds—2mi DE, _ 1 .a, 
_ RTE Ts s + n 
( : A0 a 1,a 9 | . | 1 
FE — +E TT. | a, | ea “ 
Wir bezeichnen nun mit , die kleinste der Zahlen 


|a LICE RCE | Em 
Dann ist jede Zahl w der Punktmenge W,, von jedem von w ver- 
schiedenen Exponenten 4,,4,,...,4, mindestens um #, entfernt, 
so daB also für jedes der auf der rechten Seite von (17) auftre- 
tenden Glieder 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1910. Heft 1. 2 


2+ 
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ist, wenn nur w dem Punktbereich W,, angehôürt. Da ferner nach 
Annahme auch 


las 
Nm 


ist, so folgt aus (17) für jedes w der Punktmenge W,, 


1 pr. a+ Ti (o—1)s ü 
a Eh ue ne on ds—2m ZE, _,,.0, 
(18) 2, 1: = 1 C 
ET 7, 2% de «2 


wo C, eine zwar von m, aber nicht von w oder T abhängige 
Konstante bedeutet, die übrigens im allgemeinen wegen des Fak- 
tors n, im Nenner mit wachsendem "” beliebig groB wird. 

Andererseits erhält man nach dem Hilfssatz 3 für jedes be- 
liebige reelle w: 


+ Ti (w—1,)s 
1 æ e pe 
n DRE | FO, HU TRE Fo, 01 


n=m +1 a— Ti =m+1 


Ti (W—A4)s 
2m 1 var 
ND mer) sd Er) 


19 == 
=m+ a— Ti 
< S paf lg D faje ne 
€ n=m+1 n=m+Il 


Durch Addition von (18) und (19) ergibt sich infolge (15) 


a + d 10 HAVE ‘2 
S Car 


2ni 2 
— > Es, a, 
n=1 


a— Ti 


20 
ee <R+2 S jale 
Hierin ist zunächst, wenn im Falle a => 0 die Funktion æ(w) = y (w), 
im Falle a <0 dagegen 

pu) = p(u)—8 = pu) Ÿ a, 
gesetzt wird, infolge der Bedeutung der Faktoren E à für 


jedes beliebige reelle w 
2% 
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RE PE M FF p (w), 


mag nun a>0 oder a<0 sein. Andererseits läBt sich, wenn 
eine beliebig kleine Zahl 0 gegeben ist, infolge der absoluten 
Konvergenz der Reïhe f(a) die Zahl "» so grof annehmen, da in 


(20) das zweite Glied der rechten Seite a wird. Setzen wir 


hiernach 7, — _. , 80 ist 7, eine nur von à, nicht aber von w 


abhängige Konstante, und es ergibt sich für alle T= T, aus (20) 


a + Ti F0 LE a) 


a— Ti 


wenn nur # dem Punktbereich W,, angehôrt. Da nun aber der 
gegebene Bereich W in dem zugleich mit »m von Ô abhängigen Be- 
reich W,, enthalten ist, wie klein auch 0, d. h. wie groB auch m 
sein môüge, so gilt diese Beziehung a fortiori für alle w des Be- 
reiches W, womit der behauptete Satz I im Falle absoluter Kon- 
vergenz der Reïhe f(a) schon bewiesenist. Ich bemerke ausdrücklich, 
daB in diesem Falle die Voraussetzung (4) über das Exponenten- 
system 1, entbehrlich ist: Die Formel (6) gilt gleichmäfig für alle 
w des Bereiches W, wenn nur a + O ist und die Reiïhe f{a) ab- 
solut konvergiert. 

B). Aber es kommt gerade darauf an, den Satz I auch dann 
zu beweisen, wenn die Reïhe f(s) auf der Geraden R(s) — a, wo 
a + Oist, und darüber links hinaus nur bedingt konvergiert. 
Hierbei kann ohne Einschränkung der Allgemeinheiïit, wenn a po- 
sitiv ist, auch « = 0 angenommen werden. 

Wird wie in $ 1 


gesetzt und ist im Falle a—0, «Æ=O0 die Summe S, = $,, im 
Falle a<0, « <0 dagegen S, — S,—S — S,—f(0), so folgt aus 
(12) bezw. (13) durch Hinzufügung der Anfangsglieder für jedes s 
der Geraden R(s) = a>« 


m a mi 180 87 
fo = DaeTmt+s À s, f. ed Brent, 
n=1 Va 
Da die unendliche Summe auf der rechten Seite für jedes s mit 
dem reellen Teil a=>« absolut konvergiert und daher, wie un- 
2* 
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mittelbar einleuchtet, auf der ganzen Geraden R(s) — a gleich- 
mäBig konvergiert, so kann sie auf jedem endlichen Stück dieser 
Geraden gliedweise integriert werden, auch nach Multiplikation mit 


VE 
—. Das ergibt für jedes T0 


a + Ti 108 a+ Ti NE 1,)s 
J fe = Sa. f” Lo 


(21) a— Ti s Ti 


1 +7 (w—1 )s 
Ba ff Te -Dnde 8, [* de vs 
4, ess 


Wir behandeln nach einander alle drei Glieder rechts. 

1. Für das erste Glied rechts, welches auch in der rechten 
Seite von (15) enthalten ist, benutzen wir die unter A) gefundene 
für alle w des Bereiches W geltende Abschätzung 


a+ Ti (w—1,)s ä 
LE Î —— ds 2i À LEREA <£© 


mm 
el Laits 


(18) 


— 


wo auch hier C, eine zwar von m, aber nicht von w oder T' ab- 
hängige Konstante bedeutet, die mit » zugleich unendlich groB wird. 

Zur Abschätzung des dritten Gliedes auf der rechten Seite 
von (21) wählen wir die Zahl m so grof, daB, wenn & — a—« 
gesetzt wird, für alle nZm im Falle «=0 


.: A (et 
(2) pepe pop ml ) 


? 


im Falle « <0 dagegen 
€ 
22 Anpi(a + 
(23) AI = 18,-81< 2e (+3) 


ist; dies ist wegen 0 nach (8) bezw. (9) môglich. Dann ist 
speziell, mag «0 oder «<0 sein, 


[SI < ee Pa (+3) 


Also ist nach dem Hilfssatz 3 für beliebiges reelles w 


| 
| 
| 
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her (0 — Am1)8 Al | 
— ds+?2niE,, PTER TC 
D s. 1 D ft 
(24) — se Er nee uni) 
tft) | “Hisns 
oran à 24 2 — m4) 4 = 1 ba 
3 ee nr 


Nan hat der bei der Addition der linken Sr von (18) und 
(24) auftretende Ausdruck 


Z Eng 0n — En On 


Fa An+ 


in beiden Fällen a—0 oder a <0 den Wert m(w), wenn w<4,: 


ist, den Wert 45,, wenn w — 1,,, ist, und den Wert 0, wenn 
w>À,, ist. Denn bei positivem a ist er 


De va, => a, = q(w) für w<1,,,, 
_ DOSTRE LS, für w = 4) 
Le —10 für w=—2,,,; 
bei negativem a dagegen ist er 


2 G+E-1)n 8 = as in p(w)—S für D ny 3 


0—0 — 0 für WA 


Also ist in beiden Füällen a=—0 oder a<0 


ZE, rt, ue S,—®(w) 
0 Ur AS, 
Fe Sn pu) = —# Sue für w—4,,,, 
— p(w) für w> 2; 


der Wert für w — 1,,.,, ist der arithmetische Mittelwert zwischen 
Links und rechts. 
Zur Abschätzung der Ausdrücke auf der rechten Seite der 


29 Walter Schnee, 


soeben erhaltenen Formel benutzen wir wiederum (22) bezw. (23) 
sowie die hieraus in beiden Fällen aZ=0, a>0 oder æ« <0, 
a = a+e<0 für alle rZm+1 sich ergebende Formel 


ST ARS ea 2 t ir (e++) 
la — HS 8. I<H1S1+4181< 7 € s 


Dann wird zunächst für w — 4,,, in beiden Füällen «0 oder 
æ<0 


) 3 Anti + — À _ 
ETES <$e “| 1),-uu+0 = ÿe "PIE 


Ferner wird, wenn a > 0 ist und w einen beliebigen Wert >4,,,, 
hat oder wenn a -<0 und w = 1,(r= m+2) ist: 


€ 


2ri À 5 (u) ge 3 (e HR) net ge pet, 


ist dagegen a <0, w = 1,,, und 4,< w <1,,,, so folgt 


Ori r+1 (+) —w(œ + &) —À41 . — Ami . 
2 (| <se e < }e <}e - 


Fassen wir alles zusammmen, so ergibt sich, wenn nur " hin- 
länglich grof ist, in beiden Fällen a 0 oder a <0 für jeden be- 
liebigen reellen Wert von w 


(25) EE Eos, FE à TT DCI) EE lmir 
Durch Addition von (18), (24) und (25) folgt: 
ee put + Ti (0 — Am#1)8 
(26) E à 2 a ds—$S ER ——— ds — 2ni p Go] 
a— Ti 
—Ù se 


diese Beziehang gilt bei hinreichend grofem m für jedes T0 
und jedes w des Bereiches W,. 


2. Um endlich das zweite Glied 


n+H + Ti re 
(27) Si sf. d ie A 
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auf der rechten Seite von (21) abzuschätzen, trennen wir zunächst 
eine gewisse Anzahl von Gliedern ab, die wir besonders behandeln 
müssen. Es soll nämlich nicht nur zu jeder Zahl w =, ein Index 
r durch die Beziehung 4,=w—<1,,, bestimmt werden, sondern es 
soll noch für hinlänglich groBes r die Zahl r, als die grôBte posi- 
tive ganze Zahl definiert werden, für welche 


2, E 
es 


1, <À,—e 


ist, und es soll r, als die kleinste positive ganze Zahl definiert 
werden, für welche 
2 - 
4, >44 +e 


ist; es wird dann r,<r—1,r,Z=r+2. Die bei jedem w abzu- 
trennenden Glieder seien nun diejenigen Glieder mit den Indices 
n=r,in=1r+1l,...,n — r,—1, für welche aufer n=m+i 
noch 4,<w+1 sowie 1, >w—1 ist. Von diesen Gliedern kann 
hôchstens für das erste, welches den Index # — r! haben müge, 
hyZ=w—1 sein; im Falle 4, <w—1 zerlegen wir es in zwei 
Teile 


= ra 1 Ari+1 pa+Ti 
S,1 Î 1 AD je de+S,s 1! fe du), 
£ 1,4 a— Ti ° Jwp—1 a— Ti 


von denen hier nur der zweite Teil berücksichtigt wird, wäh- 
rend der erste Teil bei der Abschätzung des Restes von (27) in 
Betracht zu ziehen ist. Ebenso kann hôchstens für das letzte der 
abgetrennten Glieder, welches den Index # — r; haben môge, 
11412 w+1 sein; ist 4: j1=>w+1, s0 zerlegen wir es eben- 
falls in zwei Teile 


+1 pa+Ti +1 pa+Ti 
sf î dt Sa | Î et —9)8 Gs de, 
ue a— Ti pti Va— Ti 


von denen hier nur der erste Teil berücksichtigt wird, während 
der zweite Teil ebenfalls bei der Abschätzung des Restes von (27) 
in Betracht zu ziehen ist. Sollte zugleich 4,<w—1 und 4,,, >#+1 
sein, so ist natürlich nur ein Glied mit dem Index n — r abzu- 
spalten, welches in drei Teile mit den; Integralgrenzen 4,... w—1, 
w—1...w+1, w+1...2,, zerfällt, von denen hier nur der mitt- 
lere berücksichtigt wird. 
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Es kann vorkommen, da gar kein abzutrennendes Glied vor- 
handen ist; dies ist wegen der oben für jedes abzutrennende Glied 
mit dem Index n geforderten Beziehang w+1=4,2=1,, immer 
dann der Fall, wenn w=<1,,,—1 ist, so daB vorläufig w = 4,,, —1 
angenommen werden darf. Andererseits ist die Anzahl dieser 
Glieder für den Fall, da8 4, =w+1 ist, hôchstens r—r,+1, da 
dann das letzte in Betracht kommende Glied den Index # = r 
hat. In jedem Falle ist die Anzahl der ausgesonderten Glieder 
hôchstens r,—7r,. Nun sind die Definitionen von r, und r, so ge- 
wäbhlt, daf die Gleichung (3) der Einleitung für n+v, = r, 


n = r,+1, à — F sowie für n+v, = r,—-1,n—=r+1, =+ 
erfüllt ist; also ergibt die Voraussetzung (4) eine obere Ab- 
schätzung für v, — r—7r,—1, d. h. für r—7r,, was im Falle 


1,,,=%+ 1 ausreicht, sowie eine obere Abechstang fr v,=Tr,—r—2, 
d.h. für r,—r und infolgedessen auch für (r,—r)+(r—7,) = r,—r,, 
was im Falle 1,,, <w+1 zu verwerten ist. Wir erhalten, daf 
die Anzahl der abgetrennten Glieder für jedes reelle w stets 


€ 
2 — 


ee Li ist, wenn nur die Zahl m hinlänglich gro gewählt ist. 
Es soll nun jedes einzelne der abgetrennten Glieder besonders 
abgeschätzt werden. Jedes dieser Glieder hat die Form 


Au ra+ Ti a a+ Ti 
vi fie-€ 67 Pas de 5. a es | "ds db, 


w—Aa—T 

wo bei LR vorkommenden # die Zahl 4/ die grôBere der beiden 
Zahlen 1, und w—1 sowie 1/,, die kleinere der beiden Zahlen 4,,, 
und w+1 bedeutet, wo also —-1=w—1,,, <w—4<+1 ist Wir 
wenden nun auf die rechte Seite der obigen Gleichung die Formel 
(8) bezw. (9) mit d — _ und den Hilfssatz 4 an; dann ergibt 
sich, daB jedes dieser Glieder, dessen Index n gewiB =m+1 ist, 
für hinlänglich grofes m absolut genommen im Falle x =0 


< pe ( k 5) 12e°< PES ne fs 3) af US ie D à) 
und im Falle «0, «+e<0 


< Jn(e+ à) 3122 dsl. 15 un à (+ D = sa (ol 


ist. Folglich ist der durch e* dividierte ganze Komplex der ab- 
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getrennten Glieder, deren Anzahl wie bewiesen für hinlänglich 


€ 


D — 
groBes m hôchstens e # ist, absolut genommen 


wo C entweder die Konstante C, oder die Konstante C, bedeutet. 
Da ferner dieser Komplex gewiB nur im Falle w=—1,,,—1 auf- 
tritt, so ist sein durch e“* dividierter absoluter Betrag für hin- 
länglich grofes m 


De £ 
— (Anti — 1) Lo A Ami D 
<Ce Me 


3. Eine ganz andere Behandlung erfordert der übrig bleibende 
Teil der Summe (27). Definiert man für alle 24, eine Funktion 
Y(2) dadurch, da für À,<z<1,,, konstant #(:) — $, sein soll, 
so geht dieser übrig bleibende Teil in die Form über 


œ! a+ Ti 
(28) 1 Ÿ (2) ÎL dus dz, 
1 a— 


Hit Ti 


wo der Strich am Integral bedeutet, daf eventuell ein gewisses 
Intervall 4,<z:<2z, um den Pankt w herum von der Integration 
ausgeschlossen ist; dieses entspricht natürlich den oben abgeson- 
derten Gliedern. Hierbei ist gewiB, daf nur im Falle w=—1,,,—1 
überhaupt ein Teilintervall abzutrennen ist; ist ein solches vor- 
handen, so ist sicher z die gréfite der Zahlen 4,.,, À, und 
w—1, z, die kleinere der beiden Zahlen 4, und w+1. In jedem 
Falle erhält man unter Benutzung der Definitionen von r, und r., 
daf in dem Integrale (28) auf dem ganzen Integrationswege die 
€ 
Are 
Variable z von der Grôfe w mindestens ume ‘*  entfernt ist, 
welches auch die reelle Zahl w sein môüge, wenn nur die Zahl "” 
hinreichend gro gewählt ist. 


Nan ist 
| T — 
| @—Ds y, _ (u—9a fr a y en pa 8) Ti —(o— 2) Ti 
€ Fr . LT W—Z ] 
a+ Ti — £Q 
Le AC LE A < 2e 
€ a— Ti [w— 2 
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und es ist bei hinlänglich grofem n nach der Formel (8) bezw. 
(9), in der Ô — à zu setzen ist, für jedes z des Intervalls 
A, Z=2< 
€ 
vor= meet 5) 
Daher ist für hinlänglich grofes m 


ae Of DOUTE 
€ REA 


Auf dem ganzen Integrationswege ist wie bewiesen die Variable 


z von w mindestens um e *  entfernt. Wir He ES auf 
unser Integral den Hilfssatz 5 mit d — ê, d, = _. = LI Sn md 
anwenden und erhalten für jedes reelle w bei hinlänglich grofem m 


= J of. D a qe 


Kombinieren wir dieses Resultat mit dem unter 2. erzielten, 
so folgt: 


1 tata tes CARE + Ti w—2s 
29 TR $, [ a ds F 
@°) | € vs 4, va—Ti 


Mit den Beziehungen (26) und (29) sind alle drei Glieder auf 
der rechten Seite von (21) abgeschätzt; es ergibt sich, daf bei 
hinlänglich groBem m für jedes w der Punktmenge W, und jedes 
T=>0 die Beziehung 


© e" (8— a) Li: 
s 


#,a— Ti 


€ 
— nt 2 


<2e 


— Into 
<3e 


€ 
p PQ | — ni D 


Qui ——" 2 nat 


gilt. Ist nun eine beliebig kleine Zahl 00 gegeben, so wählen 
wir m 80 gro, daB erstens alle bisherigen Rechnungen gelten und 
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4 Anti _ E) 
zweitens € <-- wird; ferner setzen wir, nachdem m auf 


8 
diese Weise festgelegt ist, wie unter A) die Zahl T, — _ à 


Dann ist mit » und C,, auch 7, nur von Ô und s, nicht aber 
von w abhängig, und es wird für TZ T, und jedes w des Be- 
reiches W, 


+ Ti Ce 
F()e _ AE UE 
en = — 2mri RSR = d, 


also insbesondere für jedes w des Hpiches W. Damit ist aber 
die Behauptung bewiesen. 

Für das folgende ist es vorteilhaft, den bewiesenen Satz I 
noch in einer etwas anderen Formulierung auszusprechen : 


Satz II. Es seien die Voraussetzungen von Satz I 
erfüllt, und es werde f,(s) = f(s) sowie für jede posi- 


tive ganze Zahl » die Funktion f,(s) — f(s)—a,e—}$ ge- 


setzt. Dann besteht die Beziehung) 


v—1 


2x El 

€ 

ds = s 0 
io) bei negat. a « 


FÉES A pt) bei positiv. au, 


Go ïn 


© Va— Ti S 


im Falle » = 0 gleichmäBig für alle w<1,—e,, im Falle 
v=1 gleichmäBig für allew<1,—e,, im Falle v —2,38,... 
gleichmäfig für alle w des Intervalls 

ME MAT 1: 


V1 —= 


welches gewif den Punkt w — 4, in seinem Innern 
enthält,unddiese Gleichungen bestehen weiter gleich- 
mäbig für alle ganzen Zahlen »=0. 

Beweis: Daf die Formel (30) im Falle » — 0 gleichmäfig 
für alle w<A,—s, gilt, folgt schon aus Satz I, da ja dann 
f,(s) = f(s) ist; ebenso folgt schon aus I, daf (30) im Falle »—1 


1) Hierbei ist in den Fällen » — 0 und » — 1 natürlich 5,_, — 0 und im 


ie 
Falle » — O0 natürlich S, — 0 zu setzen; allgemein ist wie bisher S, = 2 %n 
N = 
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gleichmäfig für alle w<1,—6, und im Falle »Z2 gleichmäBig 
für alle w des Intervalls 4,,+6,,=w <1,,,—6,,, gilt, da ja die 
Funktion f,(s) ebenfalls durch eine in der Halbebene R(s)—« kon- 
vergente Dirichletsche Reihe definiert ist, welche alle Expo- 
nenten der Reïhe f(s) auBer dem Exponenten 1, enthält; der Wert 
S,—f(0) bei negativem a tritt wegen S,_,—(f(0)—a,) — S,—f(0) auf. 
Zu beweisen ist nur, daB diese Beziehangen sogar gleichmäfig für 
alle ganzen Zahlen » 0 gelten oder auch, daf sie gleichmäfig für 
alle ganzen Zahlen » =2 gelten. 

Um das zu erkennen, brauchen wir im Teile B) des Beweises 
von Satz I nur überall speziell den Koeffizienten a, — 0 zu setzen, 
da ja die Funktion f(s) durch die Funktion f,(s) ersetzt werden 
mu. Unter dieser Bedingung gilt die Beziehung (21) unverändert. 
Ferner verschwinden im Falle 2= » Zm auf beiden Seiten von (16) 
die Glieder mit dem Index # = v; es tritt daher z. B. in (16) 
auf der linken Seite gewiB kein Integral mit dem Exponenten 
w— À, — v — 0 auf, da wir uns ja auf die Werte w des Intervalls 
1, +6, <w<1,,,—e&,,, beschränken. Bedeutet weiter 7, die 
kleinste der Zahlen &,, &,,...,6,, so folgt, daB alle in (16) oder 
(17) auftretenden Differenzen w—1, absolut Z#,, sind, und zwar 
gilt dies für alle w des angegebenen Intervalls, wie groB auch die 
ganze Zahl » 2 sein môüge. Wird daher in der Beziehung (18) 
auf der linken Seite das eventuell dem Index n — » entsprechende 
Glied ausgeschlossen, auf der rechten Seite dagegen nicht, so er- 


halten wir in der Grüfe NS eine von v unabhängige obere Ab- 


schätzung für die linke Seite, welche für alle w des Intervalls 
1,,+6,, <w<,,,—e6,, gilt, wie groB auch die ganze Zahl » 2 
sein môüge. 

Ferner erhält man genau wie im Teile 1 des Beweises B) 


0 für w <1,,,, 
2 Ew— 4 ad, — E, — À 4° US = p' (2) mise 4 54, für w — Au 
nFr —D'(w) fürw>À,,,; 


hierbei ist im Falle a=>0 
s,' 0: DT p'(w) — D %» 
rai deb 
e+” PEL 
wo der Strich an der Summe rechts bedeutet, daB im Falle w = 1, 


das letzte Glied mit dem Index @ = r nur 4-mal zu zählen ist, 
wenn nicht etwa r — v ist; ebenso ist im Falle a—<0 
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S'= 24-840, pu) = Z'a-S+a,, 


SE ET 
wo wie oben S$ — D a, —= f(0) ist. Also ist speziell für alle w 
n=1 


des Intervalls 4,,+6,, <w<1,,,—:,,, im Falle a 0 die Funk- 
tion q'(w) = S,,, im Falle a <0 dagegen p'(w) — $S,—$S. An- 
dererseits erkennt man, daf aus S, die Summe S,' und aus g (w) 
die Summe g'(w) hervorgeht, wenn in der Reiïhe der Koeffizienten 
a, — 0 gesetzt wird. Dadurch aber werden die Abschätzungen 
in keiner Weise in ihrer Giltigkeit beeinträchtigt, soda alle 
weiteren Schlüsse in Satz I auch hier würtlich gelten; nur muf 
natürlich anstatt S, überall $,' geschrieben werden. Es ergibt 
sich, daB sich nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl 0 — 0 
eine zwar von Ô abhängige, aber von » unabhängige Grôbe T, 
finden läft, so daf für alle TZ T, die Beziehung 


a+ Ti w(s — a) _— 
l One pue 
a— Ti S e 


gilt, wenn nur w dem Intervall 4,,+6,,<w<4,,,—&,,, angehôürt, 


welches auch die ganze Zahl v =2 sein môüge. Damit ist aber 
auch der Satz II bewiesen. 


$ 3 Umkebrung und Folgerungen. 
Mit dem bewiesenen Satz sind die hauptsächlichsten Schwierig- 
keiten erledigt; seine Umkehrung wird sich hiernach ziemlich 
leicht beweisen lassen. 


Satz III Es besitze die Dirichletsche Reihe 
œ 1 
f(s) _ 206 % 


in welcher die 4, eine beliebige Folge monoton ins 
Unendliche wachsender GrôBen bedeuten, ein Kon- 
vergenzgebiet. Die durch sie dargestellte Funktion 
f(s) sei für R(s) > « regulär, und es existiere zu jedem 
von Null verschiedenen a=« ein System unendlich 
vieler GrôüBen w,, wo für jede positive ganze Zahl » 
die GrôüBe w, dem Intervall 4, <w,<4,,, angehôrt und 
wo bei positivem a auBerdem w,—4,<1, bei negativem 
a dagegen 4,,,—w,<1 ist, derart, daf für alle diese 


3 
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w — w, gleichmäBig die Beziehung 


2xi ce bei positivem a, 


a + Ti w,(8 — à) y à 
lim Î 110 LABS" ai . 


T=o v g— Ti s . S,—S 


2nxi ——— bei negativem a 
w,& 


erfüllt ist; hierbei sei S, — D a,, und es sei im Falle 
n =1 

a 0 die GrôBe Seine von a und » unabhängige Kon- 

stante. Dannist die Reihe f(s) für R(s) > « konvergent. 

Beweis: Es sei & eine beliebig kleine Zahl = 0 und a+ Æ 0. 


Dann existiert nach Voraussetzung eine nur von & abhängige po- 
sitive Zahl T,, so daf für alle » 


a ax 1 + Pois 
f He À A (e 3) _. 


| FE . se) 


(31) <1 


ist, wo im Falle a=—0 die Summe $, — $,, im Falle a<0 da- 
gegen S, — S,—S gesetzt ist. Andererseits ist, wenn M(T) das 
Maximum des absoluten Betrages der Funktion f(s) auf der verti- 


kalen endlichen Geraden von a+ — Ti bis a+ + T,i bedeutet, 
wegen 
€ 
0,(8 — à —— S 

e FT = |") = 1, DÉCRET 

a+ + Toi w,(s—u——) 
(32) Die LES PAR 

+ — Toi s lat à 


wo auch C eine nur von &, nicht aber von » abhängige Konstante 
bezeichnet. Durch Addition von (31) und (32) ergibt sich 


2 ni < C+1; 


Nes 
€ 
w,| a +— 
(+3) 
also ist für alle » von einer gewissen Stelle an im Falle «0 
3 
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c41, #(«+<) son LE De PR (een 
T = T 


LS, = [S,1< 


und im Falle «<0, «+2 <0 


2 


en “(+5 so nt 3) Llero 


[5,1 = 18,81 < < 


Hiernach aber ergeben die einleitenden Bemerkungen von $ 1, 
da ja s beliebig klein sein durfte, die Konvergenz der Reïhe f(s) 
für R(s)>«a, mag «Z0 oder «<0 sein. Zugleich folgt, daB im 


letzteren Falle die Konstante S — S ant f(0)'ist. 
n=1 


Kombiniert man beide Sätze I und III, so ergibt sich fol- 
gender Satz, der eine Antwort auf das Problem liefert, die Kon- 
vergenzabzisse einer Dirichletschen Reïhe aus den analytischen 
Eigenschaften der durch sie dargestellten Funktion zu bestimmen : 


Satz IV. Es besitze die Dirichletsche Reihe 
OU 
fo = Joe ”?, 


in welcher die 4, eine beliebige Folge monoton ins Un- 
endliche wachsender GrôBen bezeichnen, für welche 
die Voraussetzung (4) erfüllt ist, ein Konvergenzge- 
biet. Es bedeute «' die untere Grenze!) aller derje- 
nigen reellen Zahlen «, welche erstens die Eigen- 
schaft haben, daB die Funktionf(s) für R(s)>« regulär 
ist und welche zweitens der Bedingung genügen, daf 
zu jedem von Null verschiedenen a « ein System un- 
endlich vieler Zahlen w, mit den in Satz III verlangten 
Eigenschaften existiert. Dann ist «’ die genaue Kon- 
vergenzabszisse der Reïhe f(s). 

Beweis: Bezeichnen wir vorläufig die genaue Konvergenz- 
abszisse der Reiïhe f(s) mit &, so ist «'Æ&, da ja gewiB die Zahl 
& die Eigenschaft hat, da die Funktion f(s) für R(s) > & regulär 
ist, und da nach Satz I auch die zweite geforderte Eigenschaft 
bei jedem von Null verschiedenen a = & erfüllt ist, welchen Wert 
auch die GrüBen w, innerhalb der Intervalle À, <w,<1À,,, haben 


1) Natürlich kann auch «& — — sein. 
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môügen. Andererseits ist <a’, da nach dem Satz III, dessen 
Voraussetzungen auch in IV auftreten, die Reïhe f(s) mindestens 
für R(s)—« konvergiert. Aus den beiden Beziehungen «= & 
und &<« folgt aber, da « — & ist. 

Durch die bewiesenen Eigenschaften im Verein mit dem Hilfs- 
satz 1 wird jede in eine Dirichletsche Reïhe entwickelbare 
Fuanktion vollkommen charakterisiert. Es gilt nämlich der fol- 
gende Satz: 


Satz V. Es sei die Funktion f(s) in der Halbebene 
R(s)=> « regulär. Dann bilden folgende vier Annahmen 
A), B), C) und D) ein System hinreichender und not- 
wendiger Bedingungen dafür, daB die Funktion f(s) 
sich in eine in der Halbebene R(s)—« konvergente 
DirichletscheReihe mit gegebenem Exponentensystem 
À4,, WO0O<1,<1,<...ist und die Voraussetzung (4) gilt, 
entwickeln läBt: 


A). Fürjedes von Nullverschiedenea=a«a und jedes 
wZ0 besteht die Gleichung 


| SR PS PA st 2ni 2 bei positivem a, 
Free 2ni bei negativem a, 


wo p(w) bei festem w von aunabhängig istund im Falle 
a<0 die Zahl S eine von a und w unabhängige Kon- 
stante bedeutet. Ferner besitzt q(w) als Funktion von 
w folgende Eigenschaften: Für 0=w<1,ist g(w) —0, in 
jedem Intervall 4, <w<1,,,(vZ 1) ist g(w) konstant und 
nimmt an den Sprungstellen w= À, den arithmetischen 
Mittelwert zwischen links und rechts an. 


Folgerung: Bedeutet für jedes ganzzahlige » 0 die Zahl 
w, eine beliebige Zahl des Intervalls 1, <w,<1,,,, wo À, — 0 
ist, und wird für jedes ganzzahlige » =1 


LS) = (9) —(p{u,)— pi,» e 


sowie f,(s) — f(s) gesetzt, so ist bei jedem von Null verschie- 
denen a > « im Falle » — O für jedes w des Intervalls 0 <w<%,, 
im Falle » =1 für jedes w des Intervalls w,,<w<w,, welches 
sicher den Punkt # — 1, in seinem Innern enthält: 
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Ti w(s— a) 2ni — Hi Cns) bei positivem a, 
1hdhiree opree 


See a— Ti s Ori SNS 
ec 
hierbei ist im Falle » — 0 einfach p(w,.) — (0) = 0. 

B). Zu jedem von Null verschiedenena=cæexistiert 
eine Folge positiver Zahlen w,(v = 1,2,...), wo 4, <w,<1,,, 
und im Falle a=—0 auBerdem w,—1,=<1,.im Falle a<0 
dagegen 2,,,—w,=1 ist, derart, da8 die Gleichung (6) 
gleichmäBig für alle diese w — w, erfüllt ist. 

C). Es existiert eine feste Konstante À =%«, die be- 
liebig gro sein darf, mit der folgenden Eigenschaft: 
Zu jedem von Null verschiedenen a= A gibt es ein 
SystemvonZahlen w,(v —0,1,2,...), wo stets 1, <w,<1,,, 
und 4, — 0 ist, derart, daf die Gleichung (30) bei 
festem v im Falle » = 0 gleichmäfig für alle w des 
Intervalls 0<w=<w,, im Falle »Z1 gleichmäBig für 
alle w des Intervalls w,,<w<w, gilt und daB diese 
Beziehungen weiter gleichmäfBig für alle ganzen Zabh- 
len 20 erfüllt sind. 

D). Es existiert eine feste Konstante Aa, die 
beliebig groB sein darf, mit der folgenden Eigen- 
schaft: Nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl 
0 —01äBt sich eine GrôBe R — R(Ô) so angeben, daf 
für alle s, deren reeller Teil Z À und deren abso- 
luter Betrag ZR ist, die Beziehung 


HOIETIE 


(80) 
bei negativ. a; 


gilt. 

Dem Beweise dieses Satzes seien einige sachliche und histo- 
rische Bemerkungen vorangestellt. Nach dem Hilfssatz 2 ist für 
jedes w bei festem » 1 und jedem von Null verschiedenen a 


a + Ti 


y 


sf) 
Fes Ge) pe us — 0 y 
T=o% q— Ti 8 
a+ Ti (w—1,)s 
p(w,)— REA, lim f. € ds 
T=o Va — Ti S 


; pG)=pte) 
= 2riE,_;: 


10a 
€ 


wo E,,_, genau die in Hilfssatz 2 angegebene Bedeutung hat. 
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Subtrahiert man diese Gleichang von (6), so ergibt sich infolge 
der unter A) gemachten Voraussetzungen über die Fanktion œ(w) 
genau die Gleichung (30) für beliebiges von Null verschiedenes 
a > « und jedes w des Intervalls w,, = w £w, Im Falle » — 0 
aber enthält die Gleichung (30) nichts mehr, als die Gleichang (6) 
für alle w des Intervalls 0 < w < w, aussagt. Hiermit ist die 
im Zusatze zu A) gemachte Bemerkung, daB die Giltigkeit von 
(30) eine blofe Folge der Bedingung A) ist, gerechtfertigt. 

Auf ähnlichem Wege wie in Satz V hat Herr Hadamard, 
wie schon in der Einleitung bemerkt, ein System notwendiger und 
hinreichender Bedingungen für die Entwickelbarkeit einer in der 
Halbebene R(s) — « regulären Funktion in eine in dieser Halb- 
ebene konvergente Dirichletsche Reihe aufgestellt. Seine Vor- 
aussetzung « = 0 ist hier überflüssig. Seine Bedingungen I bezw. 
II sind mit unserer Bedingung D) gleichartig'), verlangen aber 
wesentlich mebr als diese; notwendig sind sie nur infolge der von 
Herrn Hadamard gemachten weittragenden Einschränkung (7). 
Die Bedingung III von Herrn Hadamard ist mit unserer Be- 
dingung A) vollkommen identisch. In IV wird von Herrn Ha- 
damard anstatt B) und C) nur vorausgesetzt, daB die Gleichung 
(80) bei festem » = 0, aber jedem a > « gleichmäfig für alle 
w des Intervalls 0 = w = w, bezw. w,_, = w = x, gilt. Dafür 
wird aber eine weitere, sehr weittragende Bedingung V hinzu- 
gefügt, die hier vollkommen entbehrlich ist. Ich bemerke noch, 
daB die Annahme 0 4, keine Einschränkung bedeutet und daf 
auch die Voraussetzung (4) über die À, hätte weggelassen werden 
kônnen, wenn es sich nur darum gehandelt hätte, hinreichende 
Bedingungen aufzustellen. 

Zum Beweise unseres Satzes V übergehend, stellen wir zu- 
nächst fest, daB unsere vier Voraussetzungen A), B), C) und D) 
in der Tat notwendig erfüllt sind, wenn sich f(s) in eine in der 
Halbebene R(s) => « konvergente Dirichletsche Reïihe mit dem 
gegebenen Exponentensystem 1, entwickeln läBt. DaB dann die 
Voraussetzung A) gilt, ist zum ersten Mal, wie in der Einleitung 
bemerkt, von Herrn Perron allgemein bewiesen worden. Die 


1) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, daB selbst die bei festem a gedachte 
Beziehung 
lim /G+#) _o 
t= oo 
mit D) nur für alle 4 von einer gewissen Stelle an, d. h. für a = À voraus- 
gesetzt wird, nicht aber auch im Streifen « a << À. 


3 # 
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Voraussetzung B) ist nach Satz I erfüllt, und dieser besagt sogar 
noch mehr, als in B) verlangt wird. Die Voraussetzung C) endlich 
ist bei jeder môglichen Wahl von Zwischenpankten w, in Satz II 
sogar für jedes von Null verschiedene a > «, nicht nur für alle 
a von einer gewissen Stelle À an bewiesen worden. Da$ schlief- 
lich auch D) gilt, und zwar ebenfalls für alle s mit hinreichend 
groBem absoluten Betrage, deren reeller Teil = «+ ist, wo ë 
eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, zeigt der Hilfssatz 1; 
gefordert wird in D) nur, daB die dort aufgestellte Beziehung für 
alle s mit hinreichend grofem absoluten Betrage gilt, deren reeller 
Teil Z À ist, wo À eine passend gewählte Konstante bedeutet. 

Unsere Hauptaufgabe besteht natürlich in dem Nachweis, daf 
diese vier Voraussetzungen nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend sind. Dazu setze ich, wenn für v = 0 die Zahl w, 
eine Zahl des Intervalles 4, < w, < À,,, bezeichnet und 4, = 0 
ist, für jedes v = 1 den Koeffizienten 

ae p(w,) — p(w,.) 

und behaupte, daB die Reïhe 


(83) Sas 


für R(s) > « konvergiert und in dieser Halbebene die gegebene 
Fanktion f (s) darstellt. 

Nan ist nach der Konstruktion der Koeffizienten a, für alle 
v = 1 


pu) =8,= ja, 


so daf infolge der Voraussetzung B) zwar nicht der Satz III 
seinem Wortlaut nach, wohl aber sein Beweis, der hier würtlich 
zu wiederholen ist, uns zeigt, daB die Reihe (33) für R(s) > « 


konvergiert; im Falle «  O ergibt sich zugleich, daB $ = $ a, 


*=1 
ist. Zu beweisen ist nur noch, daB die durch diese Reïhe dar- 
gestellte Funktion, welche wir F(s) nennen wollen, mit unserer 
Fanktion f(s) identisch ist; vorläufig steht nur fest, daB, wenn 
sich überhaupt die Fanktion f(s) in eine Dirichletsche Reihe 
entwickeln läBt, dies gewiB die Reïhe (33) sein muf. Dazu aber 
brauche ich nur zu zeigen, daB für alle reellen Zahlen a von 
einer gewissen Stelle an die Gleichang F(a) = f(a) gilt. Wird 
a = à + d gesetzt, so beweisen wir dies für alle positiven Zahlen d, 


für welche « _ Z À ist, und nehmen auBerdem der Bequemlich- 
3* 
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keit halber an, da8 «+ >0, das 428 ist und da8 für alle 
vil 26. de Le 
d 
+5) 
a, € LES 


L 


ist, was wegen der Konvergenz der Reiïhe (33) für s > « und 
wegen der für alle » geltenden Beziehung 1, = 0 bei hinlänglich 
groBem d sicher eintritt. 


Die folgende Beweisanordnung läuft natürlich ebenfalls schlieB- 
lich auf den schon von Herrn Cahen und Herrn Hadamard zu 
ähnlichen Zwecken benutzten Grundgedanken hinaus. Doch handelt 
es sich gerade um die korrekte Begründung gewisser Schlüsse, die 
bei Herrn Cahen gar nicht, bei Herrn Hadamard unter anderen 
Voraussetzungen und auf anderem Wege gegeben wird; in der 
Tat versagt hier die Hadamardsche Beweisführung, da uns an- 
stelle seiner Annahmen I bezw. II eben nur die Voraussetzung 
D) zur Verfügung steht. 

Es sei also d den obigen Bedingungen entsprechend fest ge- 
geben und Ô eine beliebig kleine positive Zahl. Dann läft sich, 


da ja a. — 4 und a+ >0 sein soll, nach C) eine von 


unabhängige Konstante T — T(d, d) so angeben, daB bei jedem 
y = 0 für alle w, welche dem Intervall 0 = w = w, (v — 0) bezw. 
w,_ = w = w, (v = 1,2,...) angehôren, die Beziehung 


gilt. Ferner kann, da ja Res Z À sein soll, nach D) die Grôbe 
T so groB gewählt werden, daB für alle diejenigen Punkte s des 


Kreises mit dem Radius R — (+5) + T° um den Nullpunkt, 


deren reeller Teil = a+ ist, die Beziehung 


(88) FOI< ER 
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gilt. Endlich sei, wenn die ganze Zahl m so groB gewählt wird, 
daf 


d 
KT pe Q 
e CA 9 
ist, die Zahl 
32 m 


und es werde auferdem T so groB angenommen, daB T > 2(a«+d) ist. 
d 


De 

Wir integrieren die mite ? maltiplizierte Beziehung (34) 
nach w von w,, bis w,, wo im Falle » — 0 die alsdann sinnlose 
untere Schranke w,, sowie der Ausdruck œ(w,,) einfach Null 
bedeuten. Dann ergibt sich 


e+ + Ti f wy Uy à 
1k Le f 202 Davs-Bair(n-) | ce @+ 0 Go 
LAURE 
a+ —Ti w. w 


y—1 v—1 


Ferner ist für jedes v = 1 


d ; 
++ Ti —1,8 Vy 
: : MCE de de 
d 4 : 
e+s—ñû 20 


v—1 


d ; 
20, HT HT (w—12,)e 
= [ LS UE = : ds dw, 
w GT 


Vv—1 


und daher, wenn ÆE,,__, der Annahme a+ > 0 entsprechend 


für w < 4, den Wert 0, für w — 4, den Wert 4 und für w > 4, 
den Wert 1 hat, 
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d : 
Ro Le (8—u—à) 7 —#@L 0 
a, : e” ” ’dwds—-2nia, e dw 
a+ ST w 1 


v—1 LA 


w, ++ (w —1,)s 
— a [ Ca AE Î : = ds—2xiE,, _ ;} du. 
w a+ ST 


(88) 


y—1 


Wir setzen nun 
1 
Vo = —_—_——""; 
V2x Tm 


definieren also v, so, daB die Gleichung 


1 
FarRAr 
besteht, wo infolge (36) der gemeinsame Wert dieser beiden Aus- 
drücke 


2m  Ô 


æT 4 
ist, und nehmen vorläufig w,,— À,—v, sowie w, > À,+%, an. 
Hiernach zerlegen wir das Integral auf der rechten Seite von (38) 
in drei Integrale mit den Grenzen w,,...4,—v,, À,—v,...4,+0,, 
1,+%,...w, und wenden auf den in geschweiïfte Klammern ein- 
geschlossenen Faktor im ersten und dritten Teil des Integrals 
den Hilfssatz 2, im zweiten Teilintegral den Hilfssatz 3 an. Dann 
erhalten wir, daB die rechte Seite von (38) absolut genommen 
d' 


d 
Le, G—1,)(a +5) 1, +0 (2) (a +5 
<a f y desele Po Ce Ro 

vw 1, 


v—1 — Vo 


Ûy Gw—1)(« +5) 
ele f Li. MDI 
7 44% É 


2 | 1 («+ 5) y —0S —1,(«+5) 1, + Vo RS 
< a,re e dw+2x | a,e e 4] 
oT | 
Wy-s À, 


—%V 
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ist. Ist nicht zugleich w,, < 1,—+, und w,=— 4,+v,, so gilt 
offenbar dieselbe Abschätzung, und es darf allgemein im zweiïten 
Integral rechts anstatt der unteren Grenze 4,—v, die Zahl 1! 
geschrieben werden, wo 4! die grôBere der beiden Zahlen w,, und 
À,—v, bedeutet, während anstatt der oberen Grenze 4,+v, die 
Zahl À, zu schreiben ist, wo 4, die kleinere der beiden Zahlen 
1,+v, und w, bedeutet. Dann ergibt sich in jedem Falle 


e+L+Ti 1,8 Vy wy 
a [ - ; dE el denis, f. ete+d 
ahenTi wo, 1 


v—1 Le 


39) 
< : Î e _? du+ . =? dei 
Tes 1! 
wo der Integrationsweg im zweiten Integrale rechts sicherlich 
eine Länge = 2v, hat. 
Nan ist für jedes » = 1 
_ ak 
LO+ae 7 = f6)+@0)-p0 De "= F6); 
daher ergibt sich durch Addition von (37) und (39) für jedes » = 1 
d à 
œ+— + Ti w, 
2 
[ 1@ [ Ed go ds 
d 5 8 
a + D ch V1 
(40) _9xi 


1, y 
1 


Vy1 r 
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Wir summieren die Beziehung (40) über alle » = 1, 2,..., N, wo 
N eine beliebig grofe positive ganze Zahl sein darf. Jedoch soll 
in der Beziehung (40) im Falle des Index » — N anstatt der 
oberen Grenzen w,,, À, überall 4, geschrieben werden, was offen- 
bar auch richtig ist!), so daB also auf der linken Seite das mit 
p(w,) multiplirierte Integral ganz herausfällt; dafür aber soll 
noch die Beziehung (37) für den Fall » = 0, in welchem f,(s) = f(s) 
ist, hinzuaddiert werden. Dann ergibt sich, wenn berücksichtigt 
wird, da der Ausdruck (w,,) für » — O0 und » — 1 den 
Wert Null hat und da auch w,, im Falle » — 0 einfach Null 
bedeutet : 


d 
2 N—1 
de 2e [ EE D pds Qxi D pue) f. oo 
a+ D Ti Ne 0 Ér+ 1 


14 


(41) 


wo im Falle » — N die obere Grenze 4°, — 1, zu setzen ist. 
Nun konvergiert das Integral 


À 
il “NE SU à 
0 


beim Grenzübergang N — © gleichmäfig für alle s mit dem 


reellen Teil u+$ gegen seinen Grenzwert — da ja für 


s—a—d’ 
diese 5 


fetes A) es À à 


ist, so daf beim ersten Gliede auf der linken Seite von (41) im 
Integranden des über eine endliche Strecke erstreckten Integrals 
zur Grenze N — © übergegangen werden darf. Im ersten Gliede 


1) Man darf nämlich in (37) und (38), also auch in (39) und (40) auf beiden 
Seiten anstatt der oberen Grenze w, — w, die obere Grenze 4, — 1, schreiben, 
indem die Integrationen nur über ein kleineres Intervall erstreckt werden; dann 
fäallt auf den linken Seiten von (38) und (39) das zweite Glied, also auf der linken 
Seite von (40) das mit æ(w,) multiplizierte Glied fort, nnd es tritt in (39) und 
(40) anstatt der oberen Grenze 1% einfach 4, auf. 
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rechts konvergiert ebenfalls das Integral für N — co und zwar 
gegen den Grenzwert de das mit £ multiplizierte unendliche In- 
tegral wird also — 2 S Im zweïten Gliede rechts ist, da 
der Integrationsweg eines jeden der dort auftretenden Integrale 
eine Länge = 2v, hat, 


47 d 1" d œ@ d 
Y ACT m ie RNTT ns É 2 
e dw < Y e du + e do < 20,m+— 
v= 1 
1! 1! À 


so daf die ganze rechte Seite 20 wird. Aus dem bisherigen 


folgt, daB die Summe im zweiten Gliede der linken Seite von 
(41) beim Grenzübergang N = © absolut genommen wenigstens 
zwischen endlichen Schranken bleibt; andererseits folgt aber schon 
aus den vorangegangenen Entwickelungen (unter Benutzung ledig- 
lich von B), da8 diese Reiïihe konvergiert und zwar gegen 
F(«+ à) 
a + d 
Reïhe F(s) für R(s) > « analog zu (12) 


, da ja wegen q(w,) — $, infolge der Konvergenz der 


le 


%œ 


= ee lys — 
4) F@+D= ae T0 2 (+0 oo) fe "69 au 
V—= =] 1 


2 


ist!). Es ergibt sich daher aus (41) durch den Grenzübergang N = 


d 
c++ TT 
2 , £ \ 
(45)el = ROLE AIN PRE à) Bac 
d s(Ss—a— 4) a+d 2 


Wir wenden nun den Cauchyschen Satz auf den Integranden 
des Integrales links und auf das Gebiet an, das von der verti- 


kalen Strecke « 1e — 1. ur . + Ti links und von dem durch 


diese beiden Punkte begrenzten Bogen B des mit dem Radius 


1) Übrigens kann umgekehrt aus der Konvergenz der in (142) rechts ste- 
henden Reïhe nicht auf die Konvergenz der Reihe links geschlossen werden. 


ee 
2 
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R — V(e + 5) + T° um den Nullpunkt beschriebenen Kreiïses 


rechts begrenzt wird. Dann enthält der Integrand wegen 
LR > T > 2(«+d) im Innern dieses Gebietes den Pol erster Ordnung 


) und ist sonst regulär, da 


s = «+4 mit dem Residuum 
. d 

ja a+s > 0 ist. Ferner ist der Bogen B seiner Länge nach 
<xR. Es ergibt sich daher, wenn in dem Integral über den 
Bogen B dieser letztere von a+ Ê+ Ti bis et — Ti durch- 


laufen wird: 


d 
ets +T 
F(s) f(s) ga . («+ d) 
[ s(5—a—d) a+ [ PT rap 


und hieraus infolge (35) und infolge R—«—d => % 
d 
œ+—+T 
: FO) y49x1@+0d 
d s(s a — d) + d 
Ta 
(4) 
(] 
— R 
Le F(s) 2x qe 
es [ Gen ere) à 
B 


Durch Addition von (43) und (44) folgt 
ni 
UC G+D-FG+a |<0 
was für jede beliebig kleine Zahl à nur dann môglich ist, wenn 
f(a«+ d) = F(x+d) ist. Damit aber ist alles bewiesen. 
Berlin, Dezember 1909. 


Molekulare Eigenschwingungen. 


Nachtrag zu meiner früheren Mitteilung. 
Von 
E. Madelung. 


Vorgelegt von Eduard Riecke in der Sitzung d. Ges. vom 29. Jan. 1910. 


In einer früheren Mitteilung habe ich darauf hingewiesen, daf 
die Frequenz der ultraroten Eigenschwingungen der drei Stoffe 
Steinsalz, Sylvin und Flufspath nahe übereinstimmt mit der Fre- 
quenz stehender elastischer longitudinaler Schwingungen in diesen 
Stoffen, deren halbe Wellenlänge gleich dem Abstand benachbarter 
Moleküle ist. 

Mit diesem Hinweis, der also eine zunächst empirische Be- 
ziehung zwischen gewissen elastischen und optischen Konstanten 
dieser Materialien enthielt, hatte ich einen Versuch verbunden, 
diese Beziehung durch eine Theorie zu begründen. Dieser Versuch 
muB als miflungen bezeichnet werden. Es stehen der damals ge- 
gebenen Theorie, die auf der unrichtigen Annahme beruhte, daf 
die beiden ihrer Frequenz nach gleichen Schwingungen auch ihrer 
Form nach gleich seien, Bedenken entgegen, auf die mich auch 
Herr Geheimrat W. Voigt freundlichst aufmerksam gemacht hat. 

Ich will nun im Folgenden zunächst zeigen, daB es môglich 
ist, ein Modell anzugeben, das sowohl die elastischen wie die hier 
interessierenden optischen Eigenschaften der regulären Kristalle 
besitzt, und bei dem die früher empirisch gefundene Beziehung in 
wenig veränderter Form besteht. Die Entscheidung bis zu welchem 
Grade dieses Modell die tatsächlichen Verhältnisse darstellt, und 
wie es zu vervollkommnen wäre, um als Theorie Berechtigung zu 
haben, soll später besprochen werden. Zum Teil muf sie weiteren 
Untersuchungen vorbehalten bleiben. 
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Das gesuchte Modell ist ein kubisches Raumgittersystem be- 
stehend aus elastischen Stäben, die die in den Würfelecken lie- 
genden kleinsten materiellen Bestandteile verbinden. Solche Stäbe 
sollen sowohl in den Würfelkanten wie in den Diagonalen der 
Würfelflächen liegen. Auferdem seien elastische Elemente ein- 
geführt, die bei Aenderung des Winkels in den Ecken der Würfel- 
flächen in Tätigkeit treten. 

Um den elektrischen Kräften eintreffender Lichtwellen einen 
Angriffspunkt zu geben, führen wir elektrische Ladungen ein. 
Würden wir nun die Würfelecken als Moleküle auffassen, so müBten 
wir allen dieselbe Ladung geben. Alle würden dann, da die in 
Frage kommenden Lichtwellenlängen sehr groB sind gegen den 
Abstand der Moleküle, innerhalb eines relativ groBen Bereichs die 
gleiche Kraft erfahren. Eine gegenseitige Verschiebung benach- 
barter Teïlchen, wie wir sie hier brauchen, wäre also ausgeschlossen. 
Der einfachste Ausweg ist der, in den Würfelecken Atome anzu- 
nehmen (also zum Beïispiel beim Steinsalz teils Natrium teils Chlor- 
atome) und diesen Atomen die positive resp. negative Ladungs- 
einheit zu geben, die sie auch als Jonen eines Elektrolyten mit 
sich führen. Das Natürlichste ist dann, diese Atome gleichférmig 
zu verteilen, sodaf längs einer Geraden durch die Würfelkanten 
immer abwechselnd ein positives und ein negatives Atom liegt 
(Fig. 1). 


Fig. 2. 


Die elektrischen Kräfte, die mit der Einführung von Ladungen 
im Modell auftreten, sollen keine spezielle Berücksichtigung er- 
fahren. Sie seien entweder klein gegen die elastischen Kräfte, 
oder bilden tatsächlich einen Teil derselben. | 

Somit ist das Modell vollständig und wir gehen an die Be- 
trachtung seiner Eigenschaften. 
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Da das Modell die elastischen Eigenschaften eines regulären 
Kristalls besitzt, ist zunächst zu beweisen. Es hat, wie sofort 
ersichtlich, drei gleichwertige Symmetrieebenen. Es bleibt noch 
zu beweisen, daB es drei von einander unabhängige Elastizitäts- 
koeffizienten besitzt. Das kann in der Weïse geschehen, daf man 
die Werte dieser Koeffizienten aus den gegebenen Elementen be- 
rechnet. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir die GrôBe der für drei be- 
stimmte Deformationen erforderlichen Arbeitsleistung'), nämlich 
für allseitige Kompression, einseitige Dehnung ohne QUES 
tion und für Schiebung parallel einer Axe. 

Es sei a die Kantenlänge eines Elementarwürfels. Um einen 


der in den Kanten liegenden Stäben um É seiner Länge zu längen 


resp. zu verkürzen sei die Kraft . erforderlich, entsprechend 


für die Diagonalstäbe die Kraft Fe SchlieBlich sei die Kraft 
_ erforderlich, um einen der rechten Winkel der Würfelflächen 


um den Winkel _ in Bogenmaf zu vergrôBern. Die elastischen 


Konstanten des ganzen Systems, also des durch das Modell dar- 
gestellten Kristalles, bezeichnen wir in der bei W. Voigt üblichen 
Weise durch die Konstanten c,,, ce, und c,.. 

Die Deformationen sollen an einem Stab vom Volumen v vor- 


7 v # 
genommen werden, der sich aus —- Elementarwürfeln zusammen- 
a 


setzt. v soll groB sein gegen a, die Deformation ihrerseits klein 
gegen die deformierten Längen. 

1) Kompression durch allseitig gleichen Druck. Fig. 8. 

Alle Längen werden um einen be- 


stimmten Bruchteil - verkürzt. Die 5 F _ 
Winkel bleiben ungeändert. Die Ar- £ 
beitsleistung besteht daher in der Ver- a V2 
kürzung von . Kantenstäben und 
Fig. 8. 


Ÿ Disgonalstäben. Sie wird also gleich 


1) Die Arbeitsleistungen — Kraft >< Weg sind als ungerichtete GrüBen be- 
quemer zu berechnen und zu addieren als die Kräfte selbst. Wo es erforderlich 
ist, ist die Kraft leicht aus der Arbeit wieder zu bestimmen. 


4 
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30 a E, 1 6o. a E 1:38 
A=—.—. +, ET RARES V2 E;). 


Andrerseits berechnet sie sich aus den elastischen Koeffizienten 


Cins Ces Cax ZU 


Cut) PE Dr (on + 20) 


soda wir durch Gleichsetzen beider Ausdrücke erhalten: 
l 
(1) Ci +20 = — (E,+2-V2.E)). 


2) Längung ohne Querkontraktion. Fig. 4. 
Auch hier bleiben die Winkel in 


x A den Würfelflächenecken ungeändert. 


Verkürzt werden 5 Kantenstäbe um 


CAT 


ali ; 
£ und £ L Diagonalstäbe um ee 
n a 2n 


Die Arbeit ist daher gleich 


Vars Tr 40 a.U2 EE: I 1 
; k . V Ste PS (Es + VE: E;) 


andrerseits gleich 


Cd L: 
ces n 2 
also 
1 2 
(2) en = 5 (Et VÈE)) 
8) Schiebung parallel einer Axe. Fig. b. 
Hier bleiben die Kantenstäbe unge- 
d ändert. Die Diagonalstäbe in je 
«a 
7 zwei Würfelfächen werden teils um _ 
s gelängt, teils ebensoviel gekürzt. Die 


Winkel in je zwei Seiten ändern 


Fig. 5. sich je um és (Bogenmaañ). 


Es wird also 


ES 
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_.2v a.V2 E,1 4 a E, 1 Dal 12 
AT qu DT no np g = ga (D Mt4E,) 
andrerseits 
Cu D'L 

LR nm 2 
also 

13 /V2. 
(8) "EE E($-m+ar.) 


Das Resultat der Rechnung ist, da die drei Elastizitätskoeffi- 
zienten, die unser Modell bei seinen Symmetrieverhältnissen hôch- 
stens haben kann, von einander unabhängig sind, da$ es also einen 
regulären Kristall in seinen elastischen Eigenschaften ersetzen kann. 

Die gefundenen Relationen zwischen den Æ und den c stellen 
wir zusammen : 


1 = 
Gui Et V2 E;) 


RP] 
Cr à DE, 
1 /V2 
Ci T( 2 E,+4E.) 


und 
E, = à (cac) 
FE; = 20, 


E _— a? carie Cie). 


Wir gehen nunmebr an die Betrachtung der elektrischen Eigen- 
schaften des Modells. Ein konstantes elektrisches Feld bringt 
Verschiebangen der als elektrisch angenommenen Atome in den 
Würfelecken hervor. Diese Verschiebungen stellen eine dielek- 
trische Polarisation vor. 

Bei regulären Kristallen ist nun die durch die Dielektrizitäts- 
konstante bestimmte dielektrische Polarisation unabhängig von 
der Richtung des wirkenden elektrischen Feldes. Die Grüfe der 
Verschiebungen in unserm Modell müssen also auch unabhängig 
von der Richtung des Feldes sein. Daf das tatsächlich der Fall 
ist, das zu zeigen ist unsere nächste Aufgabe. 
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Es ist evident, daf die Verschiebungen durch ein homogenes 
Feld so erfolgen, daB sämtliche positive Teilchen in der einen, 
sämtliche negative Teiïlchen in der: entgegengesetzten Richtung 
verschoben werden, und daf die Grôfe und Richtung der Ver- 
schiebung für alle gleichartigen Teilchen die gleiche ist. Denken 
wir die eine Art festgehalten, so ist es unsere Aufgabe zu zeigen, 
da die Kraft oder auch wieder die Arbeitsleistung, die erforder- 
lich ist, die andre Art um einen bestimmten Betrag zu verschieben, 
unabhängig von der Richtung ist. Die Aufgabe vereinfacht sich 
weiter auf die Betrachtung der Verschiebungen eines einzelnen 
Teilchens, wobei nur zu berücksichtigen ist, daB die durch die 
Diagonalstäbe vermittelte Wechselwirkung zwischen gleichartigen 
Teilchen bei einer Verschiebung keine Aenderung erleidet. 


Fig. 6. 


In der Figur 6 sei ein Teilchen inmitten seiner sechs Nach- 
barn dargestellt. Durch ein elektrisches Feld sei es um die Streke 
dl verschoben, deren Richtung durch die Richtungscosinus «, B, y 
bestimmt ist. dl soll hierbei klein sein gegen den Abstand a der 
Nachbarn. 


Gegen die elastische Kraft der 6 Kantenstäbe wird bei der 
Verschiebung die Arbeit geleistet : 


_dl'a dP.E, 
a 


1 
E, tr +0 = — 


d®.E, 
3 2 SN k 
RE HU atteste a 


2.dl:« 


Die Winkeländerung in den Würfelflächen berechnet sich in 
elementarer Weise zu 
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dl di 
dy = 7 @+6) resp. Nr n d u. 8. W. 


Die gegen die elastischen Winkelelemente geleistete Arbeit wird 
also gleich 


nee Pa (@+ 8) +(8+ 7) +(c +7) 


= pe AAC AA 
dr +(B— a) +. 
= 4—.E, +(—a—p} +... 


sodaB im ganzen die Arbeit 
= Ÿ(8,+48,) 


geleistet worden, die wie zu beweisen war, von der Richtung voll- 
ständig unabhängig ist. 


Im Volumen » ist die Zahl der verschobenen Teilchen 


v 
2-a°° 
Die Kraft also, die zur Herbeiführung der betrachteten Verschie- 
bung nôtig ist, wird gleich: 


() 


dr 2 v 
Kdl — DE] (+4): 7 = AE +4E,) 


K — + (Cu Ta 8C, 5% Cas) 


Es ist auf Grund dieser Beziehung môglich, die Dielektrizitäts- 
konstante unseres Modells zu berechnen. Es seien durch das Feld 


F die 5 Teilchen des Volumens v mit der Einzelladung e um 


dl verschoben. Dann ist 


v 


7° PAT 8 


*e — K:dl 


Die Polarisation berechnet sich aus der Dielektricitätskonstante s 
nach der bekannten Formel 
e el 
CFON HR TT ee 


F'.:v also gleich EL ra Leo 
z ve 


und hieraus 


CNT e \ a 
= def) = 47) qe 
4 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft ]. 


& x 
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3 
E — A + 1. 
4) 


a (1 — 30 + € 

Auf die Rechnung für spezielle Fälle verzichten wir hier teils 
aus später ersichtlichen Gründen, teils weil zu der so berechneten 
Dielektrizitätskonstante noch ein Anteil hinzukommt, herrührend 
von Polarisationen im Atom, über die keine Annahmen gemacht 
wurden. 

Die durch ein elektrisches Feld hervorgebrachte dielektrische 
Verschiebung verschwindet, wenn das Feld verschwindet. Hierbei 
wird die früher geleistete Arbeit zurückgewonnen, d.h. sie wird 
in kinetische Energie umgesetzt. Wenn nun diese Energie nicht 
sofort durch Reibung oder eine andere Dämpfung verzehrt wird, 
müssen Schwingungen auftreten, indem die Teilchen über ihre 
Ruhelage hinausfahren, und dann durch die neu auftretende ele- 
stische Spannung der Gitterstäbe zurückgeführt werden. 

Die Frequenz dieser Schwingungen ist nun mit dem bisher 
Gegebenen leicht zu berechnen. Hierzu ist nur erforderlich die 
Kenntnis der GrôBe der schwingenden Massse und der Kraft, die 
bei einer bestimmten Verschiebung die Masse in ihre Ruhelage 
zurückzuführen sucht. 

Hätten wir z.B. zwei Massen »”, und "», an den Enden eines 
elastischen gewichtslosen Stabes. Eine Längung des Stabes um 
dt rufe die Gegenkraft Æd hervor, Dann kônnen die Massen 
gegeneinander mit der Frequenz # schwingen entsprechend der 
Gleichung : 


1 K(m,+m,) 


n = —— 
27 M, °M 
Die Anwendung dieser Gleichung auf unsern Fall bietet keine 
Schwierigkeiten. Bezeichnen wir mit 
D die Dichte des Stoffes 
M, das Molekulargewicht der positiven Teilchen 
M, das Molekulargewicht der negativen Teilchen 
N, die Lohschmidt’sche Zahl = 2,76.10"° 


1 


dann wird die eine Masse gleich vD M, +11. 


: M, 
die andre entsprechend dans HE © A 


Die Direktionskraft ÆX hatten wir oben gefunden gleich 


K — _ (CA T 8 Ci h Cu). 
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In diesem Ausdruck ist noch die GrüBe « unbekannt. 


Die Zahl N der in der Volumeneinheit enthaltenen Teilchen 
berechnet sich zu 
D nn: D 


N= NN. ————. — LOS 22e ob 
ù ML +, D, “en: ps M, me M, 
2 


Es ist ferner 
D'eiNe 


Setzen wir alle diese Werte in die Gleichung ein, so wird 
es feat (c,, —_— BC, + ch) _O +) 


+ her a v-D M, M, 


Ed ÿ) CRE Ar COM +M) 
LE 3 (M, +M).M,.M, 


n —= 1,709 .10! (M, hi PES é (CA — à Ca + Cia) 
V D. M,.M, 


1,709 107 VOLE M Vu Bout ou). 
VD VI, - M, 


(1,234. 10%)* 


Um nun diese Schwingungen, deren Frequenz wir eben be- 
rechnet haben, wirklich zu erzeugen, genügt es durchaus nicht, 
zunächst ein Feld wirken zu lassen und dieses plôtzlich zum Ver- 
schwinden zu bringen. Es ist nämlich ersichtlich, daf dies in einer 
kürzeren Zeit wird geschehen müssen als einer Viertelschwingung 
entspricht. Eine Ueberschlagsrechnung zeigt, daf dies praktisch 
unmôglich ist. Dagegen ist es môglich ein elektrisches Feld der- 
selben Frequenz zu erzeugen, um die Atome durch Resonanz zum 
Mitschwingen zu veranlassen. 

Die Berechnung der Schwingungsfrequenzen in einigen Fällen 
und der Länge der entsprechenden elektrischen Wellen soll uns 
über die GrôBenordnung orientieren. Wir wählen die Stoffe Stein- 
salz (Chlornatrium), Sylvin (Chlorkalium) und Flufspath (Fluor- 
calcium), deren Konstanten bekannt sind, 


1) M, und D, sind die betreffenden Konstanten für ein ideales Gas. Für 
Wasserstoff sind sie — 2,016 resp. 9,004. 1075. 
4* 
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.1078 
EE, 
M, M, D Cu Cia Css n 1 


Steinsalz Na C1 23,05 35,45 2,17 4770 1320 1294 | 3,632.101 826w 
Sylvin KCI 39,15 35,445 1,95 3750 198 655 | 4,530-101 66,23 u 
Flufspath CaF, 40,1 2><19,— 3,18 16700 4570 3450 | 6,664-1011 45,02w 


Die gefundenen Wellenlängen liegen im Gebiet der ultraroten 
Wärmestrahlen. Durch solche Strahlen also wird unser System 
zum Mitschwingen angeregt. Die Energie dieser Strahlen wird 
dabei in die Schwingungsenergie der Atome umgewandelt und dann 
teils wieder zurückgestrahlt (reflektiert) teils durch irgend welche 
Reibung in Wärme umgesetzt. 

Für die berechneten Wellen muf daher der Stoff undurchlässig 
sein. Wir gehen wohl nicht fehl, wenn wir die beobachtete Ab- 
sorption der betrachteten Stoffe im Ultraroten auf die oben be- 
schriebenen Verhältnisse zurückführen. 

Die Beobachtungen von Rubens u. a. lieferten die wirkliche 
Lage dieses Absorptionsstreifens für 

Steinsalz bei 51,2 u 
Sylvin bei 612w 
Flufspath bei 31,6 u. 24,— y. 

Wir waren davon ausgegangen, zu zeigen, daB es ein Modell 
gibt, das die elastischen Eigenschaften und die dielektrische Iso- 
tropie eines regulären Kristalles besitzt. Man erkennt aber leicht, 
daf es auBer diesem noch eine grofe Anzahl von Modellen gibt, 
die dasselbe leisten. Z.B. ersetzen wir die früher angenommenen 
elastischen Stäbe in den Flächendiagonalen der Elementarwürfel 
durch solche in den vier grofien Diagonalen, die durch den Mittel- 
punkt des Würfels gehen. Die Rechnung, die wir, weil sie nichts 
Neues enthält, hier nicht wiedergeben, zeigt, daB die elastischen 
Eigenschaften und die Isotropie bestehen bleiben, daf aber die für 
die Eigenschwingungen berechnete Frequenz nicht dieselbe wird. 
Es tritt nämlich an Stelle des elastischen Gliedes (c,, —3c,,+ c,.) 
in unsrer oben gefundenen Formel für » jetzt eine ähnliche Samme 
(Gi + Cat) Führen wir hiermit die Rechnung aus, so ergeben 
sich für die Wellenlängen der Eigenschwingungen die Zahlen für 

Steinsalz 44,1 u 
Sylvin  60,23u 
FluBspath 23,06 w. 

Von den beiden betrachteten und andern Modellen hat natürlich 

jedes ebensoviel oder cbensowenig Berechtigang. Keines von ihnen 
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kann einen Anspruch darauf machen, ein wahrscheinliches Bild des 
tatsächlichen Systems der Wechselwirkungen zwischen den Atomen 
des Kristalls zu geben. Es läft sich aber vermuten, daf man sich 
diesem Ideal dadurch annähern kann, daB man zwischen je zwei 
Atomen ein elastisches Bindeglied einführt, statt wie oben ge- 
schehen, nur zwischen den nächsten Nachbarn. Die Berechnung 
aller dieser Bindeglieder ist freilich dann nicht mehr môüglich. Es 
stehen uns nämlich nur drei Bestimmungsgleichungen zur Ver- 
fügung. Wir müften schon ganz willkürliche Annahmen über die 
Abhängigkeit ihrer Grôfe vom Abstand der zugehôrigen Atome 
machen. 

Trotzdem kônnen wir mit einiger Wahrscheinlichkeiït uns durch 
folgende Ueberlegungen, die freilich durchaus nicht streng bewei- 
send sind, unserm Ziel nähern. 

Die Gesamtheit der elastischen Bindeglieder zwischen je zwei 
Atomen kann in zwei Gruppen eingeteilt werden, jenachdem die 
betreffenden Atome gleichartig sind oder nicht. Gegen die Glieder 
der ersten Gruppe wird bei einer dielektrischen Verschiebung keine 
Arbeit geleistet. 


Würden wir nun das elastische Verhalten des Kristalls allein 
durch Glieder der ersten Gruppe erklären, so würde, weil die Di- 
rektionskraft gegen eine dielektrische Verschiebung verschwindet, 
die Eigenschwingungsfrequenz gleich Null werden. Andrerseits 
würde die alleinige Verwendung der zweiten Gruppe sicher einen 
zu grofen Wert für die Frequenz liefern. Das war aber der Fall 
bei dem zweiten der oben behandelten Fälle. 

Nehmen wir nun an, uns wäre das Gesetz bekannt, nach dem 
die GrôBe der elastischen Glieder mit dem Abstand der zugehôrigen 
Atome abnimmt. 


Wenn wir nun zur Darstellung der elastischen Eigenschaften 
des Kristalls uns successive einer immer grôfieren Zahl von Glie- 
dern bedienten, beginnend mit solchen zwischen benachbarten 
Atomen und fortschreitend zu immer entfernteren, so würde die 
berechnete Eigenschwingungsfrequenz sich oscillatorisch dem rich- 
tigen Wert nähern. Das Hinzufügen von Gliedern der ersten 
Gruppe nämlich würde jedesmal den zuletzt berechneten Wert ver- 
kleinern, das der andern ihn vergrôBern, soda8 derselbe zu grof 
oder zu klein ausfällt, jenachdem das zuletzt hinzugefügte Glied 
ein solches der ersten oder der zweiten Gruppe war. Wir kônnen 
somit schliefen, dafi die im ersten der oben behandelten Füälle 
gefundene Frequenz zu klein war. 
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Der Vergleich zwischen Rechnung und Beobachtung bestätigt, 
daB der beobachtete Wert zwischen den beiden errechneten liegt. 

Unser Modell enthält aber noch in einer andern Beziehung 
eine Willkürlichkeit. So wäre es z.B. ebensogut müglich gewesen 
die eine Art Atome für sich kubisch anzuordnen und dann die 
andere in die Zentren der von den ersten gebildeten Elementar- 
würfel zu legen, sodaB auch diese unter einander kubisch an- 
geordnet werden. Dieses System kônnten wir in derselben Weise 
wie oben mit elastischen Elementen versehen und dieselben Ueber- 
legangen wie oben anstellen. 

Auch ohne die frühere Rechnung für dieses oder andre müg- 
liche Systeme zu wiederholen erkennt man, da die Formel für 
die Eigenschwingungsfrequenz bei allen derartigen Systemen ganz 
ähnlich ausfallen muf. Verschieden kann nur der Zahlenfaktor 
werden und die Form der linearen Funktion der Elastizitäts- 
konstanten. 


Es erscheint hiernach aber aussichtslos, zu versuchen, auf rein 
theoretischem Wege eine exakte Formel aufzustellen, solange 
die Anordnung der Atome im Kristall sowie der zwischen ihnen 
wirkenden Kräfte nicht näher bekannt ist. 

Wenn man die Annahme macht, da bei chemisch ähnlich ge- 
bauten Stoften z. B. bei den sämtlichen Halogenverbindungen der 
Alkalimetalle (oder in noch grôBerem Bereich) die elastischen Kon- 
stanten einander proportional sind, kann man die lineare Funktion 
der elastischen Konstanten ersetzen durch eine einzelne und einen 
empirisch zu bestimmenden Zahlenfaktor C. 

Praktisch eignet sich hierfür besonders die Kompressibilität, 
weil sie für eine grôBere Anzahl von Stoffen in zuverlässigen Mes- 
sungen vorliegt!). Die Formel wird dann die Form annehmen: 


___1,709-10 VC, + M) Vo L AE 
VD VM, M, 


wo C ein Zahlenfaktor und x die Kompressibilität bedeutet. 


Auf Grund dieser Formel gebe ich die folgende Tabelle mit 
=,2,24;: 


1) Richards u. Jones, J. Amer. Chem. Soc. 31, S. 158—191, 1909, Beibl. 33 
p. 1050, 1909. 
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VON, +M,) 
VM,.M, 


D |VD 1 1 beob. 


01 | 23,05| 35,45| 0,522 |2,17| 1,13, 4,1.10-|2,03.10—|5,87.10"| (512 u)| 51,2 


Gù |39,15| 35,45| 0,482 |1,98| 1,12 |5,0 , |223 , 492 , | 61— 61,1 
Br | 23,05| 80,—| 0,511 |3,01|1,20 [5,1 , 1226 , |a48o , | 625 |ca. 50—55 
Br |39,15! 80,—| 0,432, |2,76) 117,162 , 12,49 , |3,77 , | 79,5 |ca. 60—70 
1J | 23,05 | 126,8 0,522 |3,55| 1,23, 169 , (263 , (411 , | 73,1 2 


J 39,15 | 126,8 0,429 8,07 | 1,20 18,6 , 1293 , |3,12 , | 96,2 _— 
.F, | 40,0 |19x2| 0,467 8,18| 1,21, 1,2 , 11,095, |898 , | 33,4 |31,6 u.24,— 


Die Konstante C ist hierbei so gewählt, daB für NaCI die 
Beobachtung mit der Rechnung übereinstimmt. 


Im Allgemeinen scheint für die Halogenverbindungen der Al- 
kalimetalle die Kompressibilität mit zunehmendem Atomgewicht 
der beiden Komponenten zu wachsen. Das Gleiche gilt für die 
Dichte. Die Eigenfrequenz wird also bei umso grüBeren Wellen- 
längen liegen je grôBer das Molekulargewicht ist. Man kann daher 
erwarten, da das Cäsiumjodid als der schwerste Repräsentant der 
ganzen Reïhe erst bei grôBeren Wellenlängen absorbiert wie die 
andern ähnlichen Salze. Da seine Kompressibilität unbekannt ist, 
kônnen wir nur durch eine Extrapolation einen Zahlenwert ge- 
winnen. Eine Ueberschlagungsrechnung ergibt, da seine Absorption 
wahrscheinlich erst bei einer grôBeren Wellenlänge als 150 w ïhr 
Maximum erreicht. 

CsJ ist daher wahrscheinlich unter den Alkalihalogenen der 
für Wärmestrahlen bis 100 w durchlässigste Stoff, 

Unsere Theorie läft nur eine ultrarote Eigenschwingung zu. 
Trotzdem sind beim FluBspath zwei solche beobachtet worden. 
Das kann aber nicht als Einwand gelten, weil genau genommen 
der Flufspath gar nicht zu den Stoffen gehürt, für die unsere 
obigen Betrachtungen gelten. Die Zahl nämlich der einen Art von 
Atomen ist doppelt so groB wie die der andern, da auf je ein 
Calciumatom zwei Fluoratome fallen. Würden diese zwei in einem 
Punkte vereinigt sein, so wären unsere Betrachtungen anwendbar. 
Die Tatsache, da die zwei beobachteten Eigenschwingungsfre- 
quenzen 50 nahe bei einander liegen, scheint mir zu beweisen, daf 
mit einiger Annäherung wenigstens diese Bedingung erfüllt. Ich 
habe den Stoff nur deshalb zur Prüfung der Theorie verwandt, 
weil das Material ein so beschränktes ist. 


56 E. Madelung, 


Die hier vertretenen Anschauungen sind denen der Drudeschen 
Dispersionstheorie nahe verwandt: Der Unterschied besteht in 
zwei Punkten. Drude nimmt für jeden Absorptionsstreifen eine 
Gattung Jonen resp. Elektronen an, die um eine feste Ruhelage 
schwingen, während wir zur Erklärung eines Absorptionsstreifens 
zwei Gattungen gegen einander schwingen lassen. Drude macht 
keine Annahme über das Wesen der Direktionskräfte, während 
wir diejenigen Kräfte zwischen den Atomen dafür heranziehen, die 
auch das elastische Verhalten des Stoffes bedingen. 

Diese Unterschiede lassen aber doch eine formale Vereinigung 
beider Betrachtungen zu, wenn wir die Schwingungen der beiden 
Arten von Atomen unabhängig von einander betrachten und nach- 
träglich erst berücksichtigen, daf ihre Frequenz dieselbe ist. Natür- 
lich ist die Direktionskraft, die dann die Schwingung der ein- 
zelnen Art bestimmt, eine andre GrôBe wie die für die relative 
Bewegung früher erhaltene. 

Es seien nämlich wie oben zwei Massen "», und "», gegeben, 
verbunden durch eine elastische Stange, welche die relative Direk- 
tionskraft Æ erzeugt. Dann schwingen die Massen um ihre Ruhe- 
lage, als ob auf die einzelne Masse die Direktionskraft X, resp. 
K, wirke entsprechend der Gleichung 

= LIVE _1VE LIVE 
2x m,°M, 2x ‘ m, 2x " m, 
he mMm+m, KR ee K m, +Mm, : 
M, m, 
Die Bewegungsgleichung eines Jons lautet bei Drude 


Ane£ reOë 


2 
Hierin bedeutet + 


Rubhelage zurücktreibt. Der Ansatz fübhrt bei Drude zu der Formel 


+9, 4? 3 M, 
dt M 


die Direktionskraft, die das Jon in seine 


n = 1+2MN,.9,+2 


wo n den Brechungskoeffizienten 

der Index X die verschiedenen Arten Jonen, 

N, deren Zahl im cm° 

À die Wellenlänge des eintreffenden Lichtes 

À, die Wellenlänge der Eigenfrequenz der betreffenden Jonenart 
bedeutet. 
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Indem wir die Direktionskraft ersetzen durch unsren oben ge- 
fandenen Wert, ergibt sich 


__ Ané-N,.v 
X, PAT TES 
Also 
DE re 
D __.— wo e, — 469.107 ist. 


‘ ne. 2 0,627 -10* D 
Es ist nun N, — TZ von früher bekannt — PEU 
und X, rückwärts berechnet aus der Schwingungsfrequenz 


4x°n'.v.D'M, 


K, — 
+ M, + M, 


Setzen wir alles ein so ergibt sich 


2,97-107.4:.D 


M, = - 
s M, (M, + M) 


Für die beiden Jonenarten ist nun die Schwingungsfrequenz 
dieselbe. In der Formel für den Brechungsexponenten kônnen wir 
daher die betreffenden Glieder in der Summe, weil die Nenner 
gleich sind vereinigen und erhalten die der Beobachtung zugäng- 
liche GrôBe M, für die ultraroten Eigenschwingungen als Summe 
der M, und M, 


2,97.10".4.D 
MM 0 


M, — 


Ich fasse das Ergebnis der obigen Ueberlegungen zusammen : 

1) Es gelingt ein Modell zu finden, das die elastischen und 
die elektrischen Eigenschaften der regulären zweiatomigen Kristalle 
besitzt. 

2) Bei diesem Modell besteht eine Beziehung zwischen den 
elastischen Konstanten und der Frequenz der ultraroten Eigen- 
schwingungen, die mit einiger Annäherung durch die Beobachtung 
bestätigt wird. 

8) Ein ganz bestimmter Aufbau des Modells ist nicht erfor- 
derlich, vielmehr führen eine grofe Zahl ähnlicher Modelle zu den- 
selben Beziehungen, die sich formal durch einen Zahlenfaktor unter- 
scheiden. 
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4) Die Ermittelung dieses Zahlenfaktors in einem speziellen 
Fall ermôüglicht die Berechnung der ultraroten Eigenfrequenz für 
andre Stoffe, die in guter Uebereinstimmung mit der Beobachtung 
steht, soweit diese vorliegt. 


5) Der formale AnschluB an die Drudesche Theorie der Dis- 
persion ermôglicht die Berechnung einer weiteren wichtigen Kon- 
stante. 


6) Die hier gefundene Beziehung ist die erste bisher existie- 
rende zwischen mechanischen und optischen Eigenschaften eines 
Stoffes. 


Anmerkung bei der Korrektur. 


Rubens und Hollnagel (Sitzungsber. d. Berl. Akademie 1910 
pag. 26—52) haben inzwischen neue Messungen von Reststrahlen 
verôffentlicht, die die für KBr und KJ berechneten Werte mit 
82,3 u und 96,7 w gut bestätigen. 

Ueberraschend ist die von ihnen beobachtete doppelte Natur 
der meisten Reststrahlungen, für die unsere Theorie keine Erklärung 
gibt. Es ist vielleicht môglich, daB die benutzte Lichtquelle (Auer- 
brenner) durch selektive Strahlung (Bandenspektrum) hierfür die 
Ursache ist, wie solche von Coblentz (Beibl. 33. 1131, 1909) am 
Nernstkôrper beobachtet wurde. 


Ueber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode). 
Von Paul Koebe in Gôüttingen. 


Vorgelegt durch Herrn Hilbert in der Sitzung am 26. Februar 1910. 


Die vorliegende Arbeit knüpft an eine kürzlich von Herrn 
Hilbert in den Gôttinger Nachrichten verôffentlichte Note ,zur 
Theorie der konformen Abbildung“ (Nachr. 17. Juli 1909, pag. 314) 
an. In dieser Arbeit gibt Herr Hilbert einen Weg an, um mit 
Hülfe der von ihm begründeten Methode des Dirichletschen Prin- 
zip auf der denkbar allgemeinsten endlich- oder unendlich-viel- 
blättrigen Riemannschen Fläche B die Existenz derjenigen Poten- 
tialfunktion nachzuweisen, welche in der Interpretation von Herrn 
Klein den Spannungszustand des aus einer Doppelquelle auf B 
entspringenden stationären elektrischen Stromes darstellt. Sei U 
die Potentialfunktion, O (x = x,, y — y,) der Punkt auf B, in 
welchem dieselbe unstetig wird, wie 

re = Arr 
RE (G—2) + (y — y) 
(anter r und œ die Polarkoordinaten des Punktes mit den recht- 
winkligen Koordinaten x, y inbezug auf O verstanden), so ist für 
die betreffende Strômungsfunktion U auBer der erwähnten Un- 
stetigkeit folgende von Herrn Hilbert angegebene Minimaleigen- 
schaft charakteristisch: Es sei k, irgend eine Kreiïslinie auf B mit 
hinreichend kleinem Radius © und dem Mittelpunkt 0. Durch k&, 
wird B in zwei Stücke zerlegt, deren eines, den Punkt O nicht 
enthaltendes wir mit B, bezeichnen. Ist w(x, y) irgend eine in 
B, eindeutig, stetig und stückweise analytisch erklärte, auf %, 
verschwindende reelle Funktion, für welche das Doppelintegral 


LICE) + Giles 


1) Ueber den Inhalt ap Note, insbesondere des Abschnitts C habe 
ich kürzlich in der Gôttinger Mathematischen Gesellschaft sowie in der Mathe- 
matischen Gesellschaft zu Marburg vorgetragen. 
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einen endlichen Wert hat, dann ist jedesmal 


HR RETIRE 


oper, was auf dasselbe hinauskommt, es besteht die Variations- 
gleichung 


AJ (Du + U,w,)dx dy = 0. 
Q 


Ist der Bereich B schlichtartig, d.h. so beschaffen, daf 
er durch jeden inneren Rückkehrschnitt in zwei getrennte Stücke 
zerfällt !}, so entsteht die Aufgabe, wenn unter V die zu U kon- 
jugierte Potentialfunktion verstanden wird, den Nachweis zu 
führen, daf U+iV eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung der Fläche B auf einen schlichten, 
d. ii einblättrigen Bereich leistet, welcher von 
lauter zur Axe des Reellen parallelengeradlinigen 
Strecken begrenzt wird, deren einzelne sich auch auf einen 
Punkt reduzieren kann; und zwar soll dieser Satz im Sinne 
von Hilbert als eine unmittelbare Folge der Minimal- 
eigenschaft erkannt werden. 

Einen derartigen Beweis entwickelte für den Fall des einfach 
zusammenhängenden und endlich-vielfach zusammenhängenden Be- 
reichs Herr Hilbert selbst in seiner im Sommer -Semester 1909 
gehaltenen Vorlesung über konforme Abbildung. Bei diesem Be- 
weise kommt es darauf an, das Bild des Gesamtverlaufs der 
Strômungslinien V = const. auf der Fläche B festzustellen. 
In den Abschnitten A und B vorliegender Arbeit widme ich dem 
Falle des einfach zusammenhängenden bezw. endlich- 
vielfach zusammenhängenden Bereichs ebenfalls eine be- 
sondere Untersuchung, welche mit der Hilbertschen in dem er- 
wähnten Grundgedanken übereinstimmt. 

Der allgemeine, unten im Abschnitt C mitgeteilte Beweis, be- 
treffend den Fall des unendlich vielfach zusammenhän- 
genden Bereichs B, ein Fall, welcher mit Rücksicht auf die all- 
gemeinen Uniformisierungsprobleme (insbesondere Uniformisierung 
durch Fanktionen mit imaginären Transformationen in sich)?), 


1) Was bei jedem schlichten, d.i. einblättrigen Bereich, auch wenn der- 
selbe unendlich-vielfach zusammenhängend ist, tatsächlich zutrifft. 

2) Der Fall des einfach zusammenbängenden Bereichs umfa$t nur diejenigen 
Uniformisierungstheoreme, welche auf Funktionen mit nur einem Grenzkreise 
führen. 
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ebenfalls von grôfiter Wichtigkeit ist, gelang mir mittels einer 
wesentlich anderen Gedankenkombination. Die Abbildungseigen- 
schaft wird dabei in der Tat in dem von Hilbert gewünschten 
Sinne als eine unmittelbare Folge der Minimaleigen- 
schaft, nämlich durch Zuhilfenahme spezieller Variationen erkannt '). 

Hinsichtlich der Darstellung müchte ich erwähnen, daB ich 
mich von dem Streben leiten lief, die Eigenart und wunder- 
bare Plastizität der Methode môglichst hervortreten zu 
lassen. Dementsprechend habe ich die Untersuchung an manchen 
Stellen mehr ausgestaltet, als dies zur Erlangung des Hauptzieles, 
nämlich des Beweises der Abbildungseigenschaft der Funktion 
U+iV durchaus notwendig ist. 


A. Das Abbildungstheorem für den einfach zusammen- 
hängenden Bereich. 

Es werde nunmehr B als ein einfach zusammenhängender un- 
geschlossener endlich- oder unendlich vielblättriger Bereich voraus- 
gesetzt. In diesem Falle ist ohne weiteres klar, daB die zu U 
konjugierte Potentialfunktion VW ebenso wie U eine eindeutige 
Funktion des Ortes auf der Fläche B ist. Die Funktion U+:V 


wird im Punkte O (x = x,, y — y,) unendlich wie 


, wenn 


2 = &+iy, 2, = 2,+1iy, gesetzt wird. ; 

Wir bemerken zunächst, daf es nicht môüglich ist, eine ganz 
innerhalb B verlaufende geschlossene Linie L zu ziehen, welche 
den Punkt 0 nicht trifft und längs welcher die Funktion U einen 
konstanten Wert U, hat. Wäre dies nämlich der Fall, so 
kônnten wir in demjenigen von L begrenzten Teilgebiete 8 von 
B, welcher den Punkt O0 nicht enthält, an Stelle der Funktions- 
werte U den konstanten Wert U, treten lassen?) und würden auf 
diese Weise den Wert des Dirichletschen Integrals durch Ueber- 


1) In einer Note über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, 
4. Mitteilung‘, (Gôtt. Nachr. 31. Juli 1909, p. 324 ff.) habe ich die Existenz der er- 
wäbnten Funktion U unabhängig von der Methode des Dirichletschen Prinzips in 
derselben Allgemeinheit wie Hilbert nach zwei verschiedenen Methoden dar- 
getan und auch den vollständigen Beweis des genannten Abbildungssatzes im 
Falle des unendlich hohen Zusammenhanges geliefert, ein Beweis, bei 
welchem die bei meinen Methoden des Existenzbeweises sich mitergebende Hil- 
bertsche Minimaleigenschaft der Funktion U cebenfalls eine fundamentale Rolle 
spielt. S. auch die Anmerkung 3 am Schlusse vorliegender Arbeit. Einen ersten 
Existenzbeweis habe ich in den Comptes Rendus, 1. juin 1909 verôftentlicht, Ein 
ebenfalls auf der Zuhülfenahme der Nüherungsfunktionen beruhender Beweis wurde 
von R. Courant gefunden. (Gôüttinger Dissertation 1910.) 

2) Vgl. meine erwähnte Note p.333 oben. 


C2 
sù 
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gang von der Funktion U zu der in der angegebenen Weise modi- 
fizierten Funktion verringern. Es ist gleichfalls nicht môglich 
eine Linie U — U, zu ziehen, welche, wenn man sie rückwärts 
oder vorwärts verfolgt, den Punkt O nicht trifft und sich beide- 
male der Grenze des Bereiches B unbegrenzt nähert'). Eine 
solche Linie würde nämlich mit der Begrenzung des Bereichs B 
zusammen ein gewisses Teilgebiet 8 von B abgrenzen, welches 0 
nicht enthält und in welchem wir wieder an Stelle der Fanktions- 
werte U den konstanten Wert U, treten lassen kônnten, indem 
wir dabei zugleich den Wert des Dirichletschen Integrals ver- 
ringern. Aus dem Vorhergehenden folgt sofort, daf U in B, 
unterhalb einer endlichen Schranke bleibt, nämlich unterhalb 
M, wenn M das Maximum von |U| auf 4, bedeutet. Andernfalls 
würde man nämlich in demjenigen Teile von B,, in welchem etwa 
U= M ist, die Funktionswerte U durch M ersetzen kônnen und 
dadurch den Wert des Dirichletschen Integrals verringern (vgl. 
1. c. pag. 333). Weiter ergibt sich, da8f an keiner Stelle des 
Bereichs B ein Staupunkt liegt, d. h. ein Punkt, für welchen 
gleichzeitig die partielle Ableitung der Funktion U nach x sowohl 
wie nach y verschwindet, oder anders ausgedrückt, ein Punkt, 
dessen unmittelbare Umgebung durch die Funktion U+4V auf ein 
Windungsflächenstück abgebildet wird. Die Annahme eines solchen 
Staupunktes würde nämlich zur Folge haben, da von dem be- 
treffenden Staupunkte aus mindestens vier Aeste U — einem kon- 
stanten Werte U,, nämlich dem U-Werte in dem betrachteten 
Staupunkte, ausgehen. Von diesen vier Aesten künnten keine 
zwei in einem inneren, von O verschiedenen Punkte von B zu- 
sammentreffen, weil dadurch eine geschlossene Linie U = U, ent- 
stände. Es kônnen andererseits hôchstens zwei der Linien in 0 
endigen, indem sie dann mit entgegengesetzter Richtung in O0 ein- 
laufen. Demnach müften mindestens zwei der erwähnten vier 
Linien sich der Grenze von B unbegrenzt nähern, da eine Häu- 
fungssingularität einer solchen Linie im Innern von B offen- 
bar ausgeschlossen ist. Wir erhielten so einen Widerspruch mit 
dem vorhin gefundenen Satze, daf es keine von Rand zu Rand 
verlaufende den Punkt O0 nicht treffende Linie U = U, gibt. 


1) Der Ausdruck ,,sich unbegrenzt der Grenze annähern‘ hat bei einem un- 
endlich-vielblättrigen Bereich, allgemein zu reden, keinen Sinn. Wir verstehen 
darunter hier und im Folgenden nichts andercs als dies: die betreffende Linie bleibt, 
falls man sich den Bereich als Grenze endlich-vielblättriger analytisch begrenzter Nähe- 
rungsbereiche in der Form 2 — lim B, dargestellt denkt, auBerhalb jedes Nähe- 


n = 


rungsbereichs mit noch so hohem Index, wenn man die Linie nur weit genug verfolgt. 


“ 
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Aus der Tatsache des Fehlens von Staupunkten folgt, daf 
alle Linien U = U, und V — Vin B vüllig regulär verlaufen, 
indem sie an jeder Stelle von B (ausgenommen 0) eine eindeutig 
bestimmte Fortsetzungsrichtung haben. Die einzelnen Linien 
U= U, laufen daher entweder von O0 zu O oder von O nach der 
Grenze. 

Betrachten wir nunmehr die Linien V — const. näher. Ich 
behaupte: eine derartige Linie V — V, kann ebensowenig wie eine 
Linie U — U, eine geschlossenen 0 nicht treffenden Zug 
innerbalb B bilden oder einen 0 nicht treffenden Zug von Rand 
zu Rand. Der Beweis dafür ergibt sich durch Bildung einer 
speziellen Variation für dasjenige von der betrachteten Linie 
V = V, begrenzte Teilgebiet 8 von B, welches den Punkt O0 nicht 
enthält, nämlich der Variation 

w(x, y) = Up(V; P,), 
wobei unter (V; V.) eine Funktion von V verstanden wird, welche 
für alle V-Werte stetig, positiv und < 1 erklärt ist, für V, ver- 
schwindet und der Bedingung genügt, daf die Ableitung nach P, 
die auch Sprünge erleiden kann, unterhalb einer endlichen Schranke 
g bleïibt. Man verifiziert sofort für die erwähnte Variation 


EE + = F8) + (25) ave 
= [SIENNE Eee 


er PV} + U'o'(V: V)'1[ldr dy 


= car ff (EE) (2e 


wobei mit M eine für 8 gültige obere Schranke von | U] bezeichnet 
ist. Es hat also das Dirichletsche Integral für w einen endlichen 
Wert. Andererseits ist 


[ [ Uev+ war moin #2 > 0 
(] 


1) Wegen der Invarianz des Dirichletschen Integrals gegenüber konformen 
Abbildungen. Diese Invarianz besteht auch für die Variationsgleichung. Vegl. 
meine ,vierte Mitteilung“ 1. c. pag. 351. Auch Herr Hilbert bediente sich bei 
seinem oben erwähnten Beweise dieser Invarianz. 
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Te ER LA A Des 1, ein Widerspruch mit der 
für alle zulässigen Variationen bestehenden Variationsgleichung. 
Man kônnte wie vorher mit Hülfe der Linien U = const. auch 
mit Hülfe der Linien V = const. das Fehlen von Staupunkten 
pachweisen. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB durch jeden Punkt von 
B eine und nur eine bestimmte Linie V — const. geht und daf 
diese Linie entweder, vorwärts und rückwärts verfolgt, nach 0 
läuft oder nur in der einen Richtung verfolgt nach O0 läuft, in 
der anderen Richtung verfolgt jedoch nach dem Rande. Eine 
innere Häufungssingularität der Linie ist nämlich wegen 
der Eindeutigkeit von V ausgeschlossen. 

Es kann nicht mehr als zwei von O0 nach dem Rande lau- 
fende Linien V — const. geben'). Um dies einzusehen, veran- 
schaulichen wir uns den Verlauf der Linien V — const. in der 
unmittelbaren Nähe des Punktes 0; (Fig. 1)  Nehmen wir an, 
daB es drei verschiedene Linien V — const. von O nach dem Rande 
gebe, so würden sicher zwei davon V = V, und V — V, von 0 
in derselben Richtung auslaufen und wir kônnten daher durch 
ein Linienstück U = U, in der Nachbarschaft des Punktes O (vgl. 
Fig. 2; lies U, statt U,) ein Gebiet 8 bestimmen (in der Figur 


wegen 


Se 
V 
Fig. 1. Fig. 2. 
schraffiert) und für dieses eine Variation w in der Gestalt 


VO ReE LUE U)p(F; P,, ’,) 


bilden, indem wir unter o(V; V,, V,) eine solche positive Funktion 


1) Der Nachweis dieses Satzes gerade ist ein charakteristischer Punkt auch 
des von Hilbert in seiner Vorlesung entwickelten Beweises. Der hier gegebene 
Beweis desselben lehnt sich aufs engste an die Betrachtung pag. 350—351 meiner 
hvierten Mitteilung“ an. 
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von V verstehen, welche nur für VW, und V, verschwindet, im 
übrigen aber zugleich mit ihrer Ableitung nach V unterhalb einer 
festen Schranke bleibt. Kür diese Variation ist dann wieder 


2 2 
Î Î (57) + (Se) ax dy endlich und ff U,w,+ U,w,)dzx dy positiv, 
nicht Null. 


 Betrachten wir nunmehr den Gesamtverlauf aller Linien 
V = const., so erkennen wir jetzt unmittelbar, da$ derselben das 
durch die Figur 3 dargestellte typische Ver- 
halten zeigen wird, eine Figur, welche auch 
sofort in Evidenz treten läBt, daB die Funk- 
tion U+iV eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung des Bereichs B auf einen 
einblättrigen Bereich leistet, dessen Begren- 
zung von éinem endlichen Schlitz gebildet 
wird, parallel der Axe des Reellen. Dieser 
Schlitz kann sich auch auf einen Punkt re- 


duzieren. Fig. 3. 


B. Der Fall des endlich-vielfach zusammenhängenden 
Bereichs. 


Es sei jetzt B ein endlich vielfach zusammenhängender, schlicht- 
artiger Bereich. In diesem Falle zeigt man zunächst nach einer 
von Hilbert angegebenen direkt auf die Minimaleigenschaft der 
Funktion U gegründeten Methode, daf die konjugierte Potential- 
funktion V ebenfalls eine eindeutige Funktion auf der Fläche B 
ist’). Nunmehr betrachten wir die Linien V — const. Eine solche 
Linie kann nicht geschlossen sein, auBer wenn sie den Punkt 0 
enthält; sie kann auch nicht von einer Randlinie zu derselben 
Randlinie zurückkehren, ohne durch O0 zu gehen. Diese beiden 
Bemerkungen ergeben sich genau ebenso wie die entsprechenden 
Bemerkungen in A. Es kann jedoch im vorliegenden Falle vor- 
kommen, daf eine Linie V — const. von einem Rande zu einem 
anderen Rande läuft oder von einem Rande nach dem Punkte 0 
Hier ist nun wichtig zu bemerken, daf die Anzahl aller môüglichen 


1) Ich gebe den Beweis dieses Satzes zu Anfang des Abschnitts C dieser 
Arbeit wieder. Derselbe verläuft nämlich im Falle eines unendlich-vielfach zu- 
sammenhängenden schlichtartigen Bereichs ebenso wie im Falle endlichen Zu- 
sammenhanges. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 1. b 
5 + 
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verschiedenen) Linien V — const. dieser Art endlich sein muf, 
da andernfalls einer von den folgenden Fällen eintreten müfte. 
Erster Fall: Es gibt zwei verschiedene Linien V — V, und V— V, 
(eventuell kann für dieselben auch V, — V, sein) von einer Rand- 
linie L, zu einer anderen Randlinie L,. Zweiter Fall: Es gibt 
zwei verschiedene Linien Ÿ = V, und V — V, von O0 nach einer 
und derselben Randlinie. Diese beiden Linien laufen ferner von 
0 aus in derselben Richtung (eventuell kann auch V, — PV, sein, 
in welchem Falle die beiden Linien in der Nähe des Punktes 0 
jedenfalls koinzidieren würden, um sich dann an einem Staupunkte 
zu gabeln. Der erste Fall ist unmôglich, weil man in diesem 
Falle ein den Punkt O nicht enthaltendes Gebiet angeben kann, 
welches von den Linien V — V, und V = V, begrenzt wird und 
für welches man die Variation w — Uqp(V; V,, V,) (siehe oben 
p. 64).bilden kôünnte. Der zweite Fall ist ausgeschlossen, weil 
man wie oben die Variation (U— U,)(V; V,, V,) in einem Gebiete 
B bilden kônnte, das durch Hinzunahme einer Linie U = U, ent- 
steht nach Art der Figur 2. 

Nachdem die Endlichkeit der Anzahl der ,singulären“ 
Linien (von Rand zu Rand oder von Rand zu 0) festgestellt ist, 
denken wir uns dieselben sämtlich gezogen. Auf diesen Linien 
müssen bereits sämtliche môglicherweise vorhandenen Staupunkte 
liegen. Denn von einem solchen Staupunkte aus kônnen wir min- 
destens vier Linien V — VW, verfolgen, deren hôüchstens zwei auf 
O stossen kônnen, sodaB die anderen sich notwendig zu einer Linie 
von Rand zu Rand vereinigen. Es ist hiermit auch die End- 
lichkeit der Anzahl der Staupunkte bewiesen, insofern 
als die Annahme unendlich vieler Staupunkte zur Folge haben 
würde, daf es sicher unendlich viele ,verschiedene“ Linien 
von Rand zu Rand geben würde ?). 

Betrachten wir nunmehr irgend einen Punkt in B, welcher 
weder mit O noch mit einer der erwähnten ausgezeichneten Linien 
koinzidiert, so geht durch denselben stets eine und nur eine Linie 
V — const., welche sich als eine geschlossene Linie durch 0 dar- 
stellt. Indem wir also alle Linien V — const. von O0 aus kon- 
struieren, welche nicht zu ,singulären“ V-Werten gehôren (V-Werte 
auf singulären Linien V — const.) erhalten wir'eine vollständige 
Bedeckung der Fläche B, welche nun durch die singulären Linien 


1) ,Verschieden“ nenne ich zwei Linien, wenn sie nicht ihrem ganzen Ver- 
laufe nach koinzidieren. 

2) Vgl. einen Beweis pag. 72 für die Unmüglichkeit der Existenz eines 
Staupunktes. 


GS + 
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in eine endliche Anzahl von Teiïlgebieten, die sämtlich an O an- 
stofen, zerlegt ist. Daraus leuchtet in Anbetracht der Eindeutig- 
keit der Funktion U+iV unmittelbar ein, da letztere Funktion 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Fläche B auf einen ein- 
blättrigen Bereich leistet, welcher von endlich vielen zur Axe 
des Reellen parallelen Schlitzen begrenzt wird. Diese Abbildung 
zeigt auch, daf in Wahrheit überhaupt keine Staupunkte vor- 
kommen. 


Fig. 4. Fig. 5. 


Zur Erläuterung dienen die Figuren 4 und 6. In Fig. 4 ist 
der Verlauf der Linien V — const. im Falle eines dreifach zu- 
sammenhängenden Bereichs dargestellt so, wie er im allgemeinen 
sein wird. Es ist dies der Fall, in welchem von den parallelen 
Schlitzen keine zwei auf einer und derselben Geraden liegen. 
Figur à veranschaulicht den Fall, in welchem zwei der Schlitze 
auf einer und derselben Geraden liegen, während der dritte auf 
einer anderen Geraden liegt. 


C. Der Fall des unendlich-vielfach zusammenhängenden 
Bereichs. 


Es sei nunmehr B der allgemeinste unendlich vielfach zusam- 
menhängende schlichtartige Bereich mit endlicher oder unendlich 
hoher Blätterzahl. Man stelle sich der Einfachheit halber den 
Bereich B schlicht, d. i. einblättrig vor. 

Wir beweisen eine Reïhe von Sätzen, welche sich sämtlich 
in einfachster Weise aus dem Bestehen der Variationsglei- 

b * 
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chung ergeben und als deren Resultat sich die gewünschte Ab- 
bildungseigenschaft der Funktion U+iV ergibt. 

Satz I. Die zu U konjugierte Potentialfunktion V ist eine 
eindeutige Funktion des Ortes auf der Fläche B. 


I. Beweis’'): Es ist zu zeigen, daB das Integral [Fr 


stets den Wert Null hat, wenn man dasselbe über eine ganz im 
Innern von B verlaufende, 0 nicht treffende einfach geschlossene 
Linie L erstreckt. 

Die Linie L zerlegt die Fläche B, weïl diese schlichtartig 
ist, in zwei Stücke, deren eines den Punkt 0 nicht enthaltendes, 
wir mit #” bezeichnen, das andere mit (B—$"). Wir denken uns 
in (B—/f"), der Linie L benachbart, eine geschlossene Linie Z, 
gezogen, welche zusammen mit L einen zweiïfach zusammenhän- 
genden längs L sich hinziehenden Streifen 8’ begrenzt, und defi- 
nieren nunmehr eine Variation wie folgt. In 8” setzen wir w = 1, 
in B' hingegen setzen wir w gleich irgend einer eindeutigen ste- 
tigen stückweise analytischen Funktion, welche auf Z, ver- 
schwindet, auf L hingegen den Wert eins erhält. Nun muf sein 


PAUSE + U,w,) dr dy = 0. 
Es ist f [ = 0, weil w, und w, in 8" identisch verschwinden, 


andererseits ist nach dem Greenschen Satze 


JS - fe f# 


also mit _—. auf die für w in $' gestellte Grenzbedingung 


Jus . 


Satz IL Es gibt kein Teilgebiet 8 von B, welches keinen 
Punkt der unmittelbaren Umgebung von B enthält und welches 
auBer von den Grenzen des Gebiets B nur von solchen in B ver- 
laufenden Linien begrenzt wird, längs denen U einen für alle diese 
Linien konstanten Wert U, hat?) 


1) Dieser Beweis rübrt von Herrn Hilbert her. 

2) Die Zahl der getrennten Begrenzungsstücke U — U, kann dabei unend- 
lich groB sein. Selbstverständlich ist sie abzählbar, da an jedes Stück ein Teil 
von f anstôbt. 
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Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Bemer- 
kung, daB die Annahme der Existenz eines solchen Gebiets die 
Môglichkeit mit sich brächte, von der Funktion U zu einer Funk- 
tion mit kleinerem Dirichletschen Integral überzugehen, indem 
man in 8 die Funktionswerte U durch den konstanten Wert U, 
ersetzt. (Vgl. pag. 61). 

Satz III. Die Funktion U bleibt in einem Grebiete, welches 
die unmittelbare Umgebung des Punktes O0 ausschlieBt, zwischen 
endlichen Schranken. 

Der Beweis ergibt sich analog wie oben pag. 62. 

Satz IV. Ist 8 irgend ein Teilgebiet von B, welches keinen 
Punkt der unmittelbaren Umgebung von 0 enthält, so ist die obere 
und untere Grenze der von der Funktion U auf der Begrenzung 
von B, soweit sie innerhalb B verläuft, zugleich auch die obere 
und untere Grenze der Werte U im Gebiete 8 überhaupt. 

Der Beweiïs ergibt sich ebenso wie der Beweis des Satzes III 
durch Zurückführung auf Satz IL. 

Satz V. Es gibt kein Teilgebiet 8 von B, welches keinen 
Punkt der unmittelbaren Umgebung von B enthält und welches 
auBer von den Grenzen des Gebiets B nur von solchen in B ver- 
laufenden Linien begrenzt wird, längs denen V einen für alle 
diese Linien konstanten Wert V, hat. 

Der Beweis dieses Satzes wird mit Hülfe der Variation 
Uœ(V; V,) geführt nach Analogie des oben pag. 63 gegebenen 
Beweises. 

Satz VI. Die Funktion V bleibt in einem Teilgebiete B von 
B, welches keinen Punkt der unmittelbaren Umgebung von 0 ent- 
hält, unterhalb einer endlichen Schranke. 

Der Beweis ergibt sich aus Satz V, ebenso wie Satz III aus 
Satz II gefolgert wurde. 

Satz VIL Ist B irgend ein Teilgebiet von BP, welches keinen 
Punkt der unmittelbaren Umgebung von O enthält, so ist die 
obere und untere Grenze der von der Funktion V auf der Begren- 
zung von B, soweit sie innerhalb B verläuft, angenommenen Werte 
zugleich auch die obere und untere Grenze der von der Funktion 
V in B überhaupt angenommenen Werte. 

Der Beweis folgt aus V und VI ebenso wie der Beweis von 
IV aus IT und IIT. 

Satz VIII Es seien U,, V,, V,,..., V, eine endliche Anzahl 
von Werten. Dann gibt es kein Teilgebiet 8 von B, welches 
keinen Puankt der unmittelbaren Umgebung von 0 enthält und 
aufBer von Begrenzungslinien von B nur von Linien bezw. Linien- 
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stücken U = U, oder V = V,, V,,... V, begrenzt wird. Dabei 
ist auch der Fall einbegriffen, daf Linien U = const. als Begren- 
zungslinien von 8 garnicht vorkommen. 

Der Beweis ergibt sich sofort, wenn man in dem betreffenden 
Gebiete 8 die Variation (U—U).p(V; V:, V,,..., V,) bildet, wobei 
unter p(V; V,, V,,... V,) eine solche überall positive Funktion 
verstanden wird, deren Werte nebst den Werten der Ableitung 
nach V unterhalb einer endlichen Schranke bleiben und welche an 
den Stellen V, V,..., V, verschwindet. Vgl. pag. 64 oben. 

Satz IX. Konstruiert man in B das System aller Linien, 
längs welchen U einen bestimmten Wert U, hat, so wird durch 
dieses Liniensystem die Fläche B in genau zwei getrennte Stücke 
zerlegt. In dem einen Stück ist U = U,, in dem anderen U = U.. 

Beweis: Es geht durch den Punkt O jedenfalls nur eine 
Linie U = U,, folglich stofen an O0 nur zwei derjenigen Gebiete 
an, in welche B durch das erwähnte Liniensystem zerlegt wird. 
In dem einen dieser Gebiete ist U => U,, in dem anderen U = U.. 
Gäbe es nun aufBer diesen beiden Gebieten noch ein weiteres, so 
würde dieses Stück ein solches Gebiet sein, wie wir es in Satz II 
als anmôglich erkannt haben. 

Satz X. Es seien V,, V,,..., V, n von einander verschiedene 
V-Werte. Zieht man alle Linien in B, längs welchen V einen der 
angegebenen Werte hat, so wird dadurch die Fläche B in genau 
n+1 getrennte Stücke zerlegt, für welche, wenn PV, <V,<... 
< V, bezeichnet ist, folgende Ungleichheiten charakteristisch sind : 
AE 0 te a A EE 4 en À ge < cree Au rt 5 9 bd AG 2 à 

Der Beweis ergibt sich folgendermafen. Jedes der Gebiete, 
in welche B durch die genannten Linien zerlegt wird, muB wegen 
des Satzes VIII an O anstofen. Nun wird die Umgebung des 
Punktes O durch das genannte Liniensystem offenbar in 2n Stücke 
zerlegt, ein Stück V<V, zwei 
VMC PS lan UT lle 
zwei V,., V< V, und ein Stück P, 
< V.: vgl. Fig. 8. Es gibt demnach 
hôchstens 2n getrennte Gebiete. 
Nun aber müssen die jedesmal der- 
selben Ungleichheitsbedingung ge- 
nügenden, an 0 anstofenden Stücke 
Teile eines und desselben zusam- 
menhängenden (Gxebietes sein, in welchem ebenfalls die betreffende 
Ungleichheit erfüllt ist. Denn anderenfalls würde durch Hinzu- 
nahme einer Linie U — U,, welche in unmittelbarer Nähe des 


Fig. 6. 
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Punktes O verläuft (vgl. Figur 2 oben), ein den Punkt O0 nicht 
enthaltendes Teilgebiet 8 von B entstehen, welches von einem 
Linienstück U = U, und von zwei Liniensystemen V — V,, bezw. 
V — V,,, begrenzt wird. Ein solches Gebiet kann aber nach 
VIII nicht existieren. 

Satz XI. Wird zu dem erwähnten vollständigen Linien- 
system WW — W,, V,,..., V, noch ein vollständiges Liniensystem 
U = U, hinzugenommen, so zerfällt die Fläche B in genau 2n+2 
Stücke, indem jedes der vorher erwähnten n +1 Gebiete in genau 
zwei Teile zerlegt wird, in deren einem U = U,, in deren anderem 
U<U, ist. 

Der Beweis beruht ebenso wie der Beweis von X auf Satz VIIL. 

Satz XII Durch Vermittlung der Funktion U+iV 
wird die Fläche B umkehrbar eindeutig und konform 
auf einen schlichten, d.i. einblättrigen Bereich S ab- 
gebildet. Die voHständige Begrenzung des Bereichs 
S liegt in einem endlichen Bezirk. Insbesondere exi- 
stieren auf B keine Staupunkte. 

Beweis: Zunächst ist U+1V nach Satz I eine eindeutige Funk- 
tion des Ortes auf der Fläche B. Zu zeigen ist, daf diese Funk- 
tion nicht an zwei verschiedenen Stellen der Fläche B einen und 
denselben Wert annimmt. Der Beweis verläuft indirekt. Es 
seien P, und P, zwei Punkte auf B, für welche U+:V einen und 
denselben Wert U,+V, annimmt. Wir dürfen voraussetzen, daf 
in diesen beiden Punkten die Ableitung der Funktion U+5V nach 
z+iy von null verschieden ist. Andernfalls kônnten wir offen- 
bar in der Nachbarschaft von P, und P, oder auch in unmittel- 
barer Nachbarschaft einer der Punkte zwei Punkte P; und P, an- 
geben, für welche diese Annahme zutrifft und für welche wiederum 
U+3iV einen und denselben Wert hat. 

Wir konstruieren das System aller Linien U — U, sowie das 
System aller Linien V = V, auf B. Die Fläche B zerfällt da- 
durch nach dem Satze X in genau vier Stücke. Jedes dieser 
Stücke stôBt sowohl an den Punkt P, als auch an den Punkt P, 
an, in welchen Punkten sich die Linien U = U, und V = V, unter 
einem rechten Winkel schneiden. Fängt man in dem Gebiete 
U>U,, VV, an, so gelangt man bei Umkreisung des Punktes 
P, sowohl als auch bei Umkreiïsung des Punktes P, wegen der 
Konformität der durch die Funktion U+iV vermittelten Abbil- 
dung nacheinander zu den Gebieten U=U, V=V,; U<l, 
F>V,; U<U, V<V,; U>U,, V<V, Die korrespondierenden 
Gebiete bei P, und P,, d. s. solche Gebiete, für welche dieselben 
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Ungleichheïtsbedingungen erfüllt sind, müssen sich auf Grund des 
Satzes X als Teile eines zusammenhängenden Gebiets auffassen 
lassen, in welchem die betreffenden Ungleichheitsbedingungen eben- 
falls gelten. Demnach müfte es môglich sein, den vier Gebieten 
entsprechend je eine Linie von P, nach P, zu ziehen, so daf die- 
selben aufer in P, und P, sich nicht 
treffen; (vgl. die Fig. 6, in welcher 
wir die Vorstellung eines schlichten 
Bereiches B zu Grunde legen, was je- 
doch für den Schluf unwésentlich ist; 
in der Figur 7 lies V, statt U,). Daraus 

MAS würde aber folgen, daf man die 
Fig. 7. Punkte P, und P, in entgegengesetztem 
Sinne umkreisen müfte, um die vier Linien bezw. die vier Grebiete 
in derselben Reïhenfolge anzutreffen, das ist ein Widerspruch mit 
der unmittelbar vorhergehenden Bemerkung, der zufolge der Dre- 
hungssinn bei P, und P, derselbe ist. 

Der vorstehend entwickelte Gedanke führt auch unmittelbar 
zu dem Nachweis, daB ein Staupunkt auf B nicht existiert. 
Gäbe es nämlich einen Staupunkt, so kônnte man durch denselben 
zwei oder mehr in dem Staupunkte sich schneidende Linien- 
stücke U = U, legen, wenn U, den Wert der Fanktion U im 
Staupunkte bezeichnet. Bei Umkreisung des Staupunktes würde 
man nun nach einander Gebiete U=U, U<U, U=U,, U<U,, 
... antreffen, von welchen wir nur die vier ersten jetzt benutzen. 
Nach Satz IX müssen das erste und dritte Gebiet Teile eines 
zusammenhängenden Gebiets 8, sein, in welchem U=U, ist, das 
zweite und vierte Teile eines zusammenhängenden Gebiets B,, in 
welchem U<U, ist. Demnach wäre es môüglich, durch den Stau- 
punkt zwei geschlossene, nur im Staupunkt selbst sich schneidende 
Linien zu ziehen, deren eine ganz in B, verläuft, während die an- 
dere in B, verläuft. Das steht in Widerspruch mit der Schlicht- 
heit bezw. Schlichtartigkeit der Fläche B, insofern als offenbar 
auf einer solchen Fläche zwei geschlossene Linien sich stets in 
einer geraden Anzahl von Punkten schneiden. 

Satz XIII: Die Funktion V geht bei der Annähe- 
rung an eine Begrenzung des Bereichs B stetig in 
einen konstanten Wert über. 

Wir betrachten irgend eine Begrenzungslinie L des Bereichs B, 
indem wir uns denselben etwa schlicht vorstellen, vgl. die Fufnote 
p. 62. Wir konstruieren um Z eine Folge ineinander geschach- 
telter geschlossener Linien L,, L,, L,, ..., welche sämtlich ganz 


Ueber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode. 73 


innerbalb B verlaufen und in der Grenze jeden inneren Punkt von 
B ausschlieBen. Wir kônnen dann in leicht verständlicher Weise 


setzen L = limZ,. Die Funktion V wird auf Z, ein bestimmtes 
n = oO 


Maximum M, und ein bestimmtes Minimum », haben. Nach Satz 
VII hat man 


M>M >M,>:::; M LM, My Le, 
wobei noch stets für jeden Wert des Index » M,=1m, ist. Der 
Inhalt des Satzes XIII ist dann folgender: 


lim M, = lim m",. 
n = © n = © 


Wir nehmen zum Beweise an, es sei lim M,=—lim »,. Be- 
n = D n = 

zeichnen wir den ersten limes mit V,, den zweiten mit V,, so ist 
V, = V,. Durch das System aller in B verlaufenden Linien V — Y, 
und V = V, wird die Fläche B nach Satz X in genau drei Stücke 
zerlegt. Jedes dieser Stücke stôft sowohl an 0 als auch an L an. 
Konstruieren wir nun in dem Gebiete V  V, eine vollständig in 
B verlaufende Linie, welche O mit L verbindet, ebenso in dem 


Gebiete V = V, eine Linie, welche O mit L verbindet, v, v, 
so ist offenbar (vgl. Figur 7) das Gebiet V, < V< V, an 
nicht mehr zusammenhängend, was im Widerspruch V 


steht mit Satz X. 

Es ist nicht notwendig, daf man zum Beweise 
gerade die oben angegebenen Limeswerte als Werte V, und PV, 
benutzt, vielmehr künnte man ebenso irgend zwei Werte anstelle 
von V, und PV, treten lassen, von welchen feststeht, daf sie noch 
in beliebiger Nähe der Linie L von der Funktion V angenommen 
werden. Diese Werte müssen nur der Bedingung genügen, von 
einander verschieden zu sein. 

Satz XIV. Die Funktion U+iV vermittelt eine um- 
kehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fläche B 
auf einen schlichten, den unendlich fernen Punkt in 
seinem Innern enthaltenen Bereich S, dessen voll- 
ständige Begrenzung ganz in einem endlichen Bezirke 
der Ebene enthalten ist. Die einzelne Begrenzungs- 
linie ist entweder ein zur Axe des Reellen paralleler 
Schlitz oder ein Punkt. 

Der Beweis dieses Satzes ist mit den Sätzen XII und XIII 
unmittelbar gegeben. 

Satz XV. Die vollständige Begrenzungsmannig- 
faltigkeit des Schlitzbereiches S hat den Inhalt Null, 


Fig. 8. 
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d.h. es ist môglich, die vollständige Begrenzungs- 
mannigfaltigkeit in endlich viele geschlossene Kurven 
einzuschlieBen, welche einen beliebig kleinen Gesamt- 
flächeninhalt abgrenzen. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich, weuu man die Funktion 
U selbst, indem man dieselbe nach O hin willkürlich gegen Null 
abfallen läft, als Variation benutzt !). 


D. Anmerkungen. 


Anmerkung 1. Ist B endlich-vielfach zusammenhängend, 
so folgt aus XIII sofort XII nach dem Satze von der Charakte- 
ristik des Randes. 

Anmerkung 2. Faft man im Falle unendlich hohen Zu- 
sammenhangs B als Grenze B — lim B, von Näherungsflächen 


endlichen Zusammenhangs auf, so ist, rénn U,+iV, für B, dieselbe 
Bedeutung hat, welche U+iV für B hat, U+iV = lim(U,+i,) 


auf Grund pag. 338-343 meiner vierten Mitteilung. Man kann 
daher unter Zugrundelegung des Abschnitts B vorliegender Arbeit 
analog wie in der erwähnten Mitteilung die Abbildungseigenschaft 
der Grenzfunktion beweisen. 

Anmerkung 3?) Die Methoden meiner vierten Mitteilung 
lassen sich vollständig vom Standpunkte des Dirichletschen Prinzips 
darstellen. Man braucht nur zu beachten, daf die Näherungsfunktion 
U,, von welcher ich in dieser Mitteilung Gebrauch mache (längs 
der ganzen Begrenzung von B, ist die normale Ableitung gleich 
Null) als Ausschnitt einer Funktion auf einer geschlossenen Fläche, 
nämlich der Fläche Z, als Fläche mit Vorderseite und Rück- 
scite aufgefafit werden kann. Der Funktion U, hat man dabei 
auf der Rückseite genau dieselben Werte beizulegen wie auf der 
Vorcerseite. Auf der erwähnten geschlossenen Fläche ist U, allein 
durch seine zwei Unstetigkeiten in 0 (auf Vorderseite und Rück- 
seite) charakterisiert. Man kann U, auf dieser Fläche sowohl 
mittels der Schwarz-Neumannschen kombinatorischeu Me- 
thuüen finden wie nach Hilbert mittels des Dirichletschen 
Prinzips. Die Randbedingung ,normale Ableitung gleich Null“ 
ist eine unmittelbare Folge der Symmetrie der Funktion inbezug 
auf Vorderseite und Rückseite. 


1) Vgl. meine vierte Mitteilung über die Uniformisierung beliebiger analy- 
tischer Kurven. Gütt. Nachr., 1909, insbesondere pg. 353. 

2) Vgl. $ 13 meiner Abhandlung , über die Uniformisierung der algebraischen 
Rurven J1.# Math. Ann. 1910. 


Uber die Bewegungsgruppen 
des -dimensionalen euclidischen Raumes mit einem 
endlichen Fundamentalbereich. 


Von 
Ludwig Bieberbach. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 26. Februar 1910. 


1. In seinem bekannten Vortrag über mathematische Pro- 
bleme!) hat Herr Hilbert unter anderem auch auf das Problem 
hingewiesen, das den Gegenstand der vorliegenden Mitteilung 
bilden soll. Er hat hervorgehoben, daf ein für die euclidische 
Ebene geltender Satz von Fedorow?) und Schoenflies®) für 
den dreidimensionalen euclidischen Raum bewiesen worden ist, 
nämlich der Satz, daf es nur endlich viele Bewegungsgruppen mit 
endlichem Fundamentalbereich gibt. Herr Hilbert hat dort das 
Problem gestellt, zu untersuchen, ob ein analoger Satz auch für 
den »-dimensionalen euclidischen Raum gilt. 

Auf Veranlassung von Herrn Hilbert habe ich im November 
1908 im mathematischen Seminar der Universität Gôttingen im 
Anschluf an die erwähnten Schoenfliesschen Arbeiten einen Vor- 
trag über das Problem des dreidimensionalen euclidischen Raumes 
gehalten und mich dann auf Wunsch von Herrn Hilbert mit 


1) Hilbert: Mathematische Probleme. Vortrag gehalten auf dem IL. inter- 
nationalen MathematikerkongreB zu Paris 1900. Abgedruckt in der Gôttinger 
Nachrichten 1900 pag. 253. 

2) Fedorow: Symmetrie der regelmäBigen Systeme von Figuren. 1590. 

3) Schoenflies: Krystallsysteme und Krystallstruktur. Leipzig 1891. In 
diesem Werke finden sich weitere Literaturangaben. Ich verwcise wegen der- 
selben auf diescs Buch. 
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der entsprechenden Frage für den #-dimensionalen euclidischen Raum 
befaft. Die Resultate dieser Arbeit môchte ich im folgenden mit- 
teilen. ; 


2. Ich werde folgenden Satz beweisen : 


Es gibt nur endlich viele Bewegungsgruppen des 
n-dimensionalen euclidischen Raumes, die einen end- 
lichen Fundamentalbereich besitzen. 


Dabei ist Gruppe im allgemeinen gruppentheoretischen Sinne 
genommen, wonach also zwei eineinstufig isomorphe Gruppen als 
nicht verschieden angesehen werden. Im Interesse der Einfachheiït 
der Darstellung werde ich an einigen Stellen die Beweismethoden 
am Beispiel des vierdimensionalen euclidischen Raumes entwickeln, 
jedoch in einer Form, die die Allgemeingültigkeit erkennen läBt. 

3. Bevor ich in den Beweis eintrete, will ich zunächst an einen 
Begriff erinnern, der für das folgende wichtig ist, nämlich an den 
Begriff der infinitesimalen Operation, vermittelst dessen 
die Forderung der Existenz eines Discontinuitätsbereiches analy- 
tisch gefaft wird. 

Es sei eine Gruppe linearer Substitutionen vorgelegt. Wir 
sagen in üblicher Weise die Gruppe enthält infinitesimale Opera- 
tionen, wenn sich eine unendliche Folge 


FMI 


von Operationen der Gruppe finden läfit, derart daf sich zu jeder 
vorgelegten GrôBe & ein Index » finden läft, sodaf die Coeff- 
zienten von À,, von den entsprechenden Coeffizienten der identischen 
Substitution um weniger als s abweichen, ohne jedoch mit ihnen 
übereinzustimmen. 

Ueber diese infinitesimalen Operationen gilt der folgende Satz: 

Eine Bewegungsgruppe besitzt dann und nur dann 
einen Fundamentalbereich, wenn sie keine infinite- 
simalen Operationen enthält. 

4. Jede Bewegung des (vierdimensionalen) euclidischen Raumes 
ist das Produkt einer orthogonalen Transformation positiver De- 
terminante und einer Translation. Je nach der Wahl des Fix- 
punktes der orthogonalen Substitution kann diese Translation 
verschiedene Werte annehmen. Wir fragen danach, wann sie im 
besonderen ganz zum Verschwinden gebracht werden kann. Um 
diese Frage beantworten zu kônnen denken wir uns die Bewegung 
durch eine reelle orthogonale Transformation auf die folgende 
Normalform gebracht 
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cos #, 2x —sin ®, 2x 0 0 si 
sin #, 2x cos Ÿ, 2x 0 0 Le 
0 0 cos #,.2x —sin9,2xr T, 
0 0 sin®,.27 cos®,2x T, 


Wir schreïben dabei in üblicher Weise nur die Koeffizientenmatrix. 
Dieser Satz wird in der Elementarteilertheorie !) bewiesen. Weitere 
Beweise gaben Schläfli?) und Goursat®) (vierdimensionaler Fall). 
Ich bin selbst im Besitze eines weiteren Beweises, der von der 
Cayleyschen“) Darstellung orthogonaler Substitutionen durch schief 
symmetrische Determinanten ausgeht und auf der Wurzelrealität 
der Säkulargleichung beruht. Die Transformation kann im allge- 
meinen (d. h. wenn #, < #,) nur auf eine Weise geleistet werden, 
während es im Falle #, — #, unendlich viele wesentlich verschie- 
dene Arten der Transformation auf die Normalform gibt. Wir 
nennen im folgenden #, und #, die Drehwinkel der orthogonalen 
Substitution. 

5. Wenn nun #, und #, beide von Null verschieden sind, so 
kann man durch Andern des Drehpunktes alle T, zum Verschwinden 
bringen. Man erkennt in diesem Falle sofort, daB in einer Gruppe 
mit Fundamentalbereich keine solche Operation vorkommen kann, 
in der #, und #, einzeln oder zugleich irrational sind. Ist nämlich 
zunächst nur ein # irrational, so kann man durch Potenzieren der 
Operation zu beliebig kleinen Drehwinkeln und damit zu infinite- 
simalen Operationen gelangen. Sind aber #, und #, beide irrational, 
s0 lehrt ein Satz von Minkowskif), dafi man auf die gleiche Weise 
zu infinitesimalen Operationen gelangen kann. Nach diesem Satze 
kann man nämlich zwei beliebige Irrationalzahlen simultan durch 
rationale Brüche mit gemeinsamem Nenner beliebig nahe approxi- 
mieren. Wenn aber von vornherein nur ein # etwa ®#, von Null ver- 
schieden ist, so kann die Operation auf die folgende Form gebracht 
werden: 


1) Cf. z. B. Muth: Theorie und Anwendung der Elementarteiler (Leipzig 
1899), pag. 176. 

2) Schläfli: Ueber invariante Elemente einer orthogonalen Substitution 
etc. Crelles Journal, Bd. 65 (1866), pag. 185. 

3) Goursat: Sur les substitutions orthogonales et les division régulières de 
l’espace. Ann. d. l’ec. norm sup. ser 3 1. 6 (1889). 

4) Cayley: Sur quelques propriétés des déterminants gauches. Crelles 
Journal, Bd. 32 (1846); cf. auch Klein: Nichteuclidische Geometrie. Autogr. Vor- 
lesung 1892, II, pag. 115. 

5) Minkowski: Geometrie der Zahlen, Leipzig 1886—1910 oder Diophan- 
tische Approximationen, Leipzig 1907, pag. 8. 
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cos #, 2x —sin®9,2x O 0 

sin #, 2x cos #,2xz O 0 

@&) 0 + #0 
0 0 OM 


6. Ich werde nun folgenden Satz beweisen: 

I. Eine Bewegungsgruppe mit endlichem Funda- 
mentalbereich kann keine Operation (A) enthalten in 
der # irrational ist. 

Aus dem Vorkommen einer solchen Operation werden wir 
nämlich schliefen, daf entweder die Gruppe einen Fundamental- 
bereich besitzt, der sich durchs unendliche zieht, oder daf sie infi- 
nitesimale Operationen enthält. 

Beim Beweise benutze ich den folgenden Satz: 

IL. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daf eine Operation B die Operation À in eine 
andere Operation der gleichen Form transformiert, 
besteht darin, daB B von der folgenden Form ist: 


COS p,.2T —sinp,.27 0 0 0 
sin p,.2T  Cosp,.2x 0 0 0 

(5) 0 0 cos p,.2x —sinp,.2x B,| 
0 0 sin y, . 27 cosp,.2x DB, 


Ich bilde nun zunächst die Operation 4". Durch Wabhl von # kann 
ich erreichen, daB ihr Drehwinkel beliebig klein wird. Gleichzeitig 
wachsen aber dabei die Translationskomponenten ins unbegrenzte. 
Um das auszudrücken, will ich die Folge von Operationen 4” mit 
À (e) oder da keine MiBverständnisse môglich sind mit À, bezeichnen. 

Ich bilde nun folgende Kette von Operationen. Zunächst de- 
finiere ich eine Operation 4, Es muB in der Gruppe immer eine 
Operation À, geben, die nicht dieselbe Form wie À, besitzt. Denn 
anderenfalls müfte sich der Fundamentalbereich in Richtung der 
Ebene, die durch das Feblen der Translationskomponente ausge- 
zeichnet ist, durchs unendliche ziehen. Diese Operation ist dann 
auch nicht mit À, vertauschbar. Nun bilde ich 


À, = A:'A" 4, 4. 
Nach Satz II ist dann À, von der Identität verschieden und 
besitzt auch nicht die Form von A, Ich bilde 
A Les CAT AAA 
und mache denselben Schluf. So fahre ich fort. Ich behaupte, 
da dies Verfahren nach endlich vielen Schritten (deren Zahl nur 
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von der Dimension des Raumes abhängt und sich auf Grund des 
erwäbnten Satzes von Minkowski leicht angeben läft), zu einer 
Operation À, führt, die sich mit abnehmendem + der Identität 
beliebig nähert, ohne sie jedoch zu erreichen. Man sieht das 
sofort ein, wenn man bemerkt, daB vom zweiten Schritte an, die 
Stärke, mit der sich die Koeffizienten des orthogonalen Teiles 
denjenigen der identischen Drehung nähern mit jedem Schritte um 
mindestens eine Einheit wächst, während die Stärke des Wachsens 
der Translationskomponente fortwäbrend abnimmt. Damit ist der 
Satz I bewiesen. 


7. Ich werde nun den folgenden Satz, der sich wie Satz I in 
allen Beweisen des zwei- und dreidimensionalen Satzes vorfindet, 
allgemein beweisen. 

III Jede Bewegungsgruppe mit endlichem Funda- 
mentalbereich enthält eine Translationsunter- 
gruppe mit # Erzeugenden d.h eine Translations- 
untergruppe, die keinen im #-dimensionalen Raum 
enthaltenen linearen Raum in sich transformiert. 

Man erkennt zunächst, daB es ausreicht die Existenz nur einer 
Translation nachzuweïisen. Dies geschieht dadurch, da man be- 
weist: 

IV. Eine Bewegungsgruppe mit endlichem Funda- 
mentalbereich kann nicht lediglich aus orthogonalen 
Transformationen bestehen. 

Sonach muB also mindestens eine Operation mit Translations- 
komponente vorkommen. Der Drehwinkel derselben muf nach 
Satz I rational sein. Deshalb erhält man durch Potenzieren der- 
selben eine Translation. 

8. Wenn wir die orthogonalen Bestandteile der Bewegungen 
unserer Gruppe allein betrachten, und auf einen gemeinsamen 
Drehpunkt beziehen, so erhalten wir eine der Bewegungsgruppe 
isomorphe Gruppe orthogonaler Operationen. Wir wollen sagen, 
diese orthogonale Gruppe ist der Bewegungsgruppe zugeordnet. 
Diese Gruppe ist notwendig endlich. Darüber hinaus kann aber 
noch der folgende Satz bewiesen werden: 

V. Der Grad der einer Bewegungsgruppe zugeord- 
neten Gruppe orthogonaler Substitutionen übersteigt 
eine nur von der Dimensionenzahl des Raumes abhän- 
gige Grenze nicht. 

Dieser Satz kann direkt durch Betrachtung der Gruppen or- 
thogonaler Transformationen bewiesen werden. Ich môchte hier 
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einen anderen Weg einschlagen. Man kann nämlich leicht den 
folgenden Satz beweisen: ‘ 

VI. Jede einer Bewegungsgruppe des »-dimensio- 
nalen Raumes zugeordnete Gruppe orthogonaler Sub- 
stitutionen ist einer endlichen Gruppe unimodularer 
ganzzahliger linearer Transformationen isomorph. 

Der Beweis dieses Satzes entspringt aus dem Umstand, daf 
durch Ausübung der orthogonalen Transformationen unserer Gruppe 
auf die Translationsuntergruppe aus einem Fundamentalbereich der- 
selben, einem sogenannten primitiven Parallelepipedon, wieder ein 
primitives Parallelepipedon der gleichen Gruppe entspringen muf. 

Nun gilt aber der folgende Satz: 

VII’). Jede endliche Gruppe linearer Substitu- 
tionen läft eine positive quadratische Form unge- 
ändert. 

Nun hat aber Minkowski?) den folgenden Satz bewiesen: 

VIII. Der Grad einer Gruppe ganzzahliger Substi- 
tutionen die eine positive quadratische Form in sich 
überführt, übersteigt eine nur von #abhängige Grenze 
nicht”). 

Damit ist dann auch Satz V bewiesen {). 

9. Für unsere weiteren Zwecke benôtigen wir aber noch mebr. 

Eine gegebene endliche Gruppe kann auf mannigfaltige Weisen 
durch reelle lineare Substitutionen von #-Variablen dargestellt 
werden. Frobenius‘) hat zuerst bewiesen, da$ es nur endlich viele 
inäquivalente Darstellungen einer gegebenen Gruppe durch lineare 
homogene Substitutionen von #-Variabeln gibt. Zwei Darstellungen 
heifen dabei äquivalent, wenn sich eine lineare Substitution an- 
geben läft, durch die die beiden Darstellungen ineinander trans- 
formiert werden kônnen. Ich will hier weitergreifend den fol- 
genden Satz beweisen: 

IX. Eine gegebene Gruppe kann nur auf endlich 
viele inäquivalente Weisen durch orthogonale Sub- 


“ 


1) Loewy: Comptes rendus 1899, pag. 168; Moore: Math. Ann., Bd. 50, 
pag. 218. 

2) Minkowski: Zur Theorie der positiven quadratischen Formen. Crelles 
Journal, Bd. 101. 

3) Der Inhalt dieses Satzes folgt übrigens schon aus dem unter 10 erwähnten 
Satze von Minkowski. 

4) Cf. hierzu J. Schur: Sitzungsber. der Berl. Akad. 1905, pag. 80. 

5) Frobenius: Uecber die Darstellung der endl. Gruppen durch lineare 
Substitutionen, I und II. Sitzungsber. der Berl. Akademie 1897 und 1899. 
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stitutionen dargestellt werden. Dabei heifen zwei 
Darstellungen äquivalent, wenn sich eine reelle or- 
thogonale Substitution angeben läft, die die beiden 
Darstellungen ineinander überführt. 

Dieser Satz wird bewiesen sein, wenn die folgenden Sätze be- 
wiesen sind: 

X. Jede endliche reelle Gruppe ist einer reellen 
orthogonalen äquivalent. 


Diesen Satz haben Frobenius und J. Schur') bewiesen: 

XI Wenn zwei reelle lineare Gruppen überhaupt 
äquivalent sind, so kônnen sie durch eine reelle 
lineare Transformation ineinander übergeführt 
werden. 

Dieser Satz ist selbstverständlich. 

XII Wenn zwei Gruppen reeller orthogonaler 
Substitutionen überhaupt äquivalent sind, so kôn- 
nen sie durch eine reelle orthogonale Substitution 
ineinander übergeführt werden. 

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines Satzes, den zuerst 
Frobenius?) aufgestellt und bewiesen hat: 

Wenn zwei orthogonale Formen äquivalent sind, so sind sie 
orthogonal äquivalent. 

Den Beweis von Satz XII erhalte ich durch den Beweis der 
folgenden beiden Sätze : 

XIII. Jede reelle homogene lineare Substitution 
läft sich in der Form O0, MO, darstellen, wobei O, und 
O0, orthogonale Transformationen sind, M dagegen 
eine Multiplikation. 

XIV. Wenn eine orthogonale Substitution durch 
Transformation mit einer Multiplikation wieder 
in eine orthogonale Substitution übergeht, so mu 
die Multiplikation mit derselben vertauschbar sein. 

Die Richtigkeit von Satz IX kann auch aus XV gefolgert 
werden, wenn man beachtet, daB die orthogonale Gruppe durch 
Transformation aus der unimodularen ganzzahligen hervorgeht 
und nach XII durch sie bis auf orthogonale Transformationen be- 
stimmt ist. 


1) Frobenius und J. Schur: Ueber die reellen Darstellungen der end- 
lichen Gruppen. Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1906, pag. 186. 
2) Frobenius: Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Crelles 
Journal, Bd. 84 (1878). 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-plhys. Klasse. 1910. Ileft 1. 6 
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10. Eïnen dem Satz IX analogen Satz will ich nun auch für 
Grappen ganzzahliger unimodularer Substitutionen beweisen. 

XV. Eine gegebene Gruppe kann.nur auf endlich 
viele inäquivalente Weisen durch ganzzahlige uni- 
modulare Substitutionen von n Variablen darge- 
stellt werden. Dabei heiïifen zwei Darstellungen 
äquivalent, wenn sich eine ganzzahlige unimodu- 
lare Substitution angeben läft, die die beiden in- 
einander überführt. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus dem Satze von Min- 
kowski'}, daB der reduzierte Raum der positiven quadratischen 
Formen nur endlich viele Nachbarkammern besitzt. 

11. Wie wir gesehen haben, ist jeder Bewegungsgruppe eine 
Gruppe orthogonaler Substitutionen zugeordnet. Orthogonal äqui- 
valente orthogonale Gruppen führen zu den gleichen Bewegungs- 
gruppen. 

Durch die zugeordnete orthogonale Gruppe wird die Trans- 
lationsuntergruppe in sich übergeführt. Dem Uebergang von einen 
primitiven Parallelepipedon zu den durch die zugeordnete ortho- 
gonale Gruppe aus diesem hervorgehenden entspricht eine uni- 
modulare ganzzahlige Gruppe. Unimodular ganzzahlig äquivalente 
Gruppen unimodularer ganzzahliger Substitutionen führen auf die 
gleichen Bewegungsgruppen. Fassen wir alle Bewegungsgruppen, 
welchen die gleiche orthogonale und unimodulare ganzzahlige Gruppe 
zugeordnet ist, in eine Klasse zusammen, so gilt der folgende Satz: 

XVI. Es gibt nur endlich viele Klassen von Be- 
wegungsgruppen. 

12. Ich betrachte eine einzelne Klasse. Die Bestimmung 
der Translationsuntergruppe hängt von der Auflôsung eines Sy- 
stemes homogener linearer Gleichungen ab, die sich aus den An- 
gaben von 11 ergeben. GemäB dieser Entstehungsweise sind 
zwei Translationsgruppen der gleichen Klasse von vornherein in 
vôllig bestimmter Weise isomorph aufeinander bezogen. 

Ich betrachte nun zwei Bewegungsgruppen der gleichen Klasse. 
Ich will ïhre Operationen in bestimmter Weiïise einander zu- 
ordnen und dann untersuchen, wann durch diese Zuordnung die 
beiden Gruppen isomorph aufeinander bezogen sind. Dadurch 
werde ich auf das Schlufglied des Endlichkeitsbeweises 
hingeführt werden. 


1) Minkowski: Diskontinuitätsbereich für arithmetische Aequivalenz. 
Crelles Journal 129 (1905). 
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Um die in Aussicht gestellte Zuordnung anzugeben, stelle ich 
mir zwei Räume vor, für jede Bewegungsgruppe einen. In jedem 
denke ich mir ein primitives Parallelepipedon der jedesmaligen 
Translationsuntergruppe, deren Kanten vermôüge der eben erwähn- 
ten isomorphen Zuordnung der beiden Translationsgruppen einander 
zugeordnet sind. Ich fasse zwei entsprechende Ecken ins Auge. 
In dieselben denke ich mir die Drehpunkte der beiden den Be- 
wegungsgruppen zugeordneten orthogonalen Gruppen verlegt. (Diese 
orthogonalen Gruppen stimmen für beide überein, da ja beide der- 
selben Klasse angehôren.) Die in unseren Gruppen vorkommenden 
»Schraubungen“ gehen aus den ,Drehungen“ dieser zugeordneten 
orthogonalen Gruppe durch hintere Multiplikation mit Translationen 
(die der Gruppe nicht angehôren) hervor. Andererseits aber gehen 
alle Schraubungen der Gruppe, die derselben Drehung entsprechen 
auseinander durch hintere Multiplikation mit Translationen der 
Gruppe hervor. Das führt darauf, gewisse reduzierte Schrau- 
bungen in der Gruppe zu definieren. Eine Schraubung nenne 
ich reduziert, wenn sie aus der zugeordneten Drehung durch hin- 
tere Multiplikation mit einer Translation hervorgeht, die im Dreh- 
punkt beginnt und im Inneren oder auf der Oberfläche des zu- 
grunde gelegten Parallelepipedons endigt. Zu jeder Schraubung 
gehôrt im allgemeinen eine und nur eine reduzierte Schraubung 
aus der sie durch hintere Multiplikation mit einer Gruppentrans- 
lation hervorgeht. Nun kann ich die in Aussicht gestellte Zuord- 
nung der beiden Gruppen angeben. 

Ich will immer diejenigen reduzierten Schraubun- 
gen einander zuordnen, die der gleichen Drehung ent- 
sprechen. Darüber hinaus sollen immer zwei Schrau- 
bungen einander zugeordnet werden, die aus zuge- 
ordneten reduzierten Schraubungen durch hintere 
Multiplikation mit zugeordneten Translationen her- 
vorgehen. 

Dadurch sind nun die Operationen der beiden Gruppen ein- 
ander eindeutig in vôüllig bestimmter Weise zugeordnet. 

13. Wann ist nun die so gewonnene Zuordnung der beiden 
Gruppen eine isomorphe Zuordnung der beiden? 

Um das zu entscheiden, fasse ich zwei reduzierte Schraubungen 
A und B ins Auge. Ihr Produkt wird gleich dem reduzierten 
Produkt mal einer Gruppentranslation. Man erkennt: 

XVII Dafür daf die in 12 angegebene Zuordnung 
der beiden Gruppen eine isomorphe Zuordnungist, 
ist notwendig und hinreichend, daf die eben defi- 
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nierten Gruppentranslationen für alle Produkte 
zugeordneter reduzierter Schraubungen immer 
selbst zugeordnete Translationen sind. 

14. Nun kônnen wir den Endlichkeitsbeweis zu Ende führen. 
Wir brauchen nur noch zu zeigen, daB die eben erwähnten Gruppen- 
translationen nur auf endlich viele verschiedene Weisen gewählt 
werden kônnen. Dabei ist zu beweisen, daB diese endliche Zahl 
nicht von der speziellen zugrunde gelegten Translationsgruppe ab- 
hängt, sondern einzig und allein von der ganzzahligen endlichen 
Gruppe, durch die die Klasse bestimmt ist. Der Beweis gestaltet 
sich ungefähr folgendermafen. Seien À und B die beiden redu- 
zierten Schraubungen. Seien a, b die Translationen die bei hinterer 
Multiplikation die À, B zugeordneten Drehungen in À4,.B über- 
führen. Es kommt alles darauf an zu zeigen, daB die Translation 
B'aB, wenn sie im oft benutzten Drehpunkt beginnt, in einem 
von # primitiven Parallelepipeden endigt, wobei die Zahl » und 
die Wahl dieser Parallelepipeda nur abhängt von der B zugeord- 
neten ganzzahligen Substitution. Ich denke mir alle Ecken des 
gedrehten Parallelepipedon ausgedrückt durch die ursprünglichen 
Erzeugenden der Translationsgruppe. Die hierbei auftretenden 
Koeffizienten hängen nur von der ganzzahligen Gruppe ab. Es 
sei s der absolut grôBte hierbei auftretende Koeffizient. Dann 
lagere ich neben das primitive Parallelepipedon in Richtung einer 
Kante nach beiden Seiten je s kongruente Parallelepipeda an das 
erste an. An dies neue lagere ich in Richtung einer zweiten Kante 
nach beiden Seïiten wieder je s mit diesem kongruente an. So 
fahre ich fort und bekomme so schlieflich ein Parallelepipedon, 
das aus (2s)* primitiven Parallelepipeda aufgebaut ist. In diesem 
muf notwendig die Translation B'aB endigen. Damit sind wir 
am Ziel unserer Betrachtungen angelangt. 

15. Ich habe die Absicht in einer in einiger Zeit erscheinenden 
grôBeren Abhandlung auf die Einzelheiten der hier nur angedeute- 
ten Beweise einzugehen. Ich werde dort auch noch einige weiter- 
gehende Sätze über Bewegungsgruppen aufstellen und beweisen. 
Im besonderen werde ich auch auf die Gruppen mit unendlichem 
Diskontinuitätsbereich und auf die Gruppen zweiter Art eingehen, 
d. h. auf die Gruppen, in deren zugeordneten orthogonalen Gruppen 
auch orthogonale Substitutionen negativer Determinante vorkommen. 


Bemerkung über Oszillationstheoreme. 
Aus einem Schreiben an Herrn Klein. 


Von 


Otto, Haupt in Würzburg. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 26. Februar 1910. 


Durch Ihre Arbeiten über Lamésche Funktionen und lineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung') haben Sie zuerst wieder die 
Aufmerksamkeit auf die Oszillationstheoreme gelenkt. Nun hat 
mich Herr Hilb im Anschlusse an die von Ihnen und ibm in 
letzter Zeit durchgeführten Untersuchungen aufgefordert, mittels 
einer von ihm gegebenen Methode die Sturmschen Sätze auf die 
Fälle zu übertragen, welche vermittels der Hilbertschen Theorie 
der linearen Integralgleichungen?) zugänglich sind und die von 
Herrn Hilbert angegebenen Randbedingungen °) I ... IV* als spe- 
zielle Fälle enthalten. 

Sei die Differentialgleichung 


d dy des: 
Ze )+19@.Y — 0 


gegeben. p ist nebst seiner 1. und 2. Ableitung im ganzen Intervalle 
æ = 0 bis + = 1 einschlieflich der Grenzen stetig, von Null ver- 
schieden und positiv; @ sei eine im Intervalle und an den Grenzen 
2 mal stetig differentiierbare Funktion von x, die nie negativ wird. 

Wir schreiben dann für y und dessen 1. Ableitung y' die 
beiden Randbedingungen vor: 

1) Vergl. Klein, Zur Theorie der La méschen Funktionen, Gôttinger Nachr. 
1890 und Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung 1590—91 
und 1893—94. 

2) Güttinger Nachrichten 1904, 2. Mitteilung. 
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[C9 Tu Yo + [d,,y + d, Le, = 0, 
[Ce Y + Ca YLeo+ [d,y+d,9lLe; Fr 0. 


Damit alle zu festen derartigen Randbedingungen gehôrige Lôsungen 
der Differentialgleichung ein orthogonales System bilden, ist not- 
wendig und hinreichend das Bestehen der Beziehung: 
(1) p(0).[d,,d,—d,d,]-p().[ cs cc] = 0. 

Man bezeichne jede einer vorgelegten Randbedingung, für die 
(1) erfüllt ist, genügende Lôsung der Differentialgleichung als 
Eigenfunktion und nenne die Anzahl ihrer Nullstellen im Innern 
des Intervalles die zugehôrige Oszillationszahl; sie soll, wie man 
festsetzt, um eins vermehrt werden, wenn in einem oder in beiden 
Randpunkten eine Nullstelle der Lôsung auftritt. 

Fat man den speziellen Fall ins Auge: 


57 ral Wocané 0, d,, RS dy = 0, 


so überzeugt man sich sofort, daf der Sturmsche Satz in seiner 
ursprünglichen Fasung nicht auch für die allgemeine Randbedingung 
gelten kann; denn die den Eigenfunktionen zugehôrigen Oszillations- 
zahlen sind im vorliegenden Falle entweder sämtlich gerade oder 
sämtlich ungerade. 

Für den allgemeinsten Fall ergibt sich folgender Satz: 

Die von Null verschiedene Oszillationszahl 2» steht 
— je nach der Art der vorliegenden Randbedingung — 
zur Oszillationszahl 2n+1 (bezw. 2n—1) in folgendem 
Reziprozitätsverhältnis: Gibt es zu 2n: 0, 1 oder 2 
Eigenfunktionen, so existieren zu 2n+1 (bezw. 2n—1) 
gerade 2, 1 oder 0 Eigenfunktionen. 

Die schärfere Formulierung dieses Theorems würde hier zu weit 
führen. Die Uebertragung der Resultate auf Differentialgleichun- 
gen, die zu polaren Integralgleichungen führen, erfolgt ohne 
Schwierigkeit, ebenso ihre Ausdehnung auf lineare Differential- 
gleichungen 4. Ordnung von der Form 


d* 
Hay ()y = 0 


wenigstens für eine grôüBere Zahl von speziellen Greenschen Rand- 
bedingungen. 
Würzburg, Februar 1910. 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôüttingen. 


XXIIL. 
W. H. Perkin jun. und 0. Wallach: 


Ueber das 1°-Menthenol (8) und das 4%%-Menthadien. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Dezember 1909 von O0. Wallach. 


Je weiter die Forschung auf dem Gebiet der hydroaromati- 
schen Verbindungen fortgeschritten ist, umso mehr hat sich her- 
ausgestellt, wie grofe Schwierigkeiten es bereitet, manche Ver- 
bindungen und namentlich die ungesättigten Kohlenwasser- 
stoffe, welche dieser Gruppe zugehôüren, im Zustand absoluter 
Reïinheit und Einheitlichkeit zu isolieren. Für die chemische 
Charakteristik der Substanzen bildet allerdings die Anwesenheïit 
eventuell selbst erheblicher Beimengungen oft nur ein gering- 
fügiges Hindernis. Man kann z.B. «-Terpinen (= Z'#-p-Dihydro- 
cymol — 4'#-Menthadien) auf Grund der Darstellung seines Ni- 
trosits oder des oxydativen Abbaus zu «&a'- Dioxy - «a'-Methyl-is0- 
prophyl-adipinsäure jetzt mit grôBter Sicherheit nachweïisen, ob- 
gleich es bisher noch nicht gelungen ist, den Kohlenwasserstoff 
rein zu isolieren. Man kann ebenso die Entstehung von Dipenten 
bei einer Reaktion mit Leichtigkeit erkennen, obgleich man noch 
keinen Weg kennt, synthetisches Dipenten ganz frei von Isomeren 
oder von Sauerstoff haltigen Verunreinigungen (wie Cineol) her- 
zustellen. Hôchst stôrend wirken aber solche schwer vermeidli- 
chen Verunreinigungen dann, wenn es sich darum handelt, die 
physikalischen Eigenschaften der Substanzen fehlerfrei fest- 
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zulegen, um die Beziehungen aufdecken zu kônnen, welche bei 
Isomeren zwischen der Bindung der Atome und dem physikalischen 
Verhalten bestehen. Es genügt als Beispiel an die abweichendeu 
Beobachtungen über die Molekularrefraktion des «&-Terpinens und 
über den Siedepunkt des synthetischen Dipentens zu erinnern. 

Leichter wie für die eigentlichen Terpene und die ihnen 
analog gebauten Kohlenwasserstoffe gelingt eine Reindarstellung 
schon bei den zugehôrigen Alkoholen und namentlich bei den 
Ketonen, sofern sie gut kristallisierbare und daher gut zu rei- 
nigende Derivate liefern, aus denen man die Muttersubstanz un- 
verändert regenerieren kann. Die Festlegung der physikalischen 
Konstanten begegnet daher bei letztgenannten Kôrpergruppen ge- 
ringeren Schwierigkeiten, wenn sie auch keineswegs immer eine 
ganz einfache Aufgabe ist. 

Für Gewinnung zur physikalischen Untersuchung genügend 
reiner ungesättigter Kohlenwasserstoffe u.s.w. sind wir haupt- 
sächlich auf den synthetischen Weg angewiesen, der ja auch nicht 
ohne Erfolg von verschiedenen Forschern schon beschritten ist. 
DaB aber auch während des Ganges scheinbar eindeutig verlau- 
fender Synthesen mit der Môglichkeit von Atomverschiebungen 
gerechnet werden muB, dafür haben die neuesten Untersuchungen 
wieder schlagende Beiïspiele geliefert. Es braucht nur an den in 
einigen Fällen beobachteten unerwartet leichten Uebergang der 


Säuren vom Typus 4 S- CHR . CO:H in die Kohlenwasser- 
stoffe & > = CHR während der bei relativ niedriger Tem- 


peratur verlaufenden Kohlensäureabspaltung erinnert zu werden). 

Zur Erzielung môglichst sicherer Resultate wird daher anzu- 
streben sein, dieselbe Substanz auf verschiedenen Wegen 
zu erhalten und ebenso das auf demselben Wege, aber mit viel- 
leicht etwas abweichender Arbeïitsweise, von verschiedenen For- 
schern gewonnene Material in Bezug auf chemisches und auf phy- 
sikalisches Verhalten sorgfältig zu vergleichen. Derartige Arbeit 
kann bei dem augenblicklichen Stand der chemischen Forschung 
auf dem fraglichen Gebiet für den Fortschritt unter Umständen 
nützlicher werden, als die Häufung von Synthesen neuer Verbin- 
dungen. 

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend haben wir uns zu Un- 
tersuchungen vereinigt, welche die Gewinnung einiger Verbindungen 
bezweckten, deren physikalische Konstanten zu kennen für die 


1) Wallach, Annal. 365, 259 (1909). 
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Frage nach der Abhängigkeit physikalischer Eigenschaften von 
der Lage der Doppelbindung bei Isomeren von Wert ist. 

Es handelt sich in der folgenden Mitteilung namentlich um 
eine genaue Charakteristik des 4%-Menthenol (8), welches aus 
verschiedenem Ausgangsmaterial, einerseits von W.H. Perkin, 
andererseits von Wallach dargestellt worden ist, ferner um 
Zwischenprodukte, durch welche die Darstellung hindurchführt und 
dann namentlich um die Eigenschaften des aus dem isomeren Ter- 
pineol gewinnbaren Z*%#%-p-Menthadien. 

Das 4%-Menthenol (8) unterscheidet sich vom lange bekannten 
«-Terpineol durch die Lage der Aethylenbindung : 


CHs CEe 
| 
CH C 
HO” Nc HC/ NCH 
He. CH 
2C CH ES 3 
É CH 
| | 
COH COH 
FAN Pa 
CH: CH CH: CH 


4-Menthenol (8) «-Terpineol — 4!-Menthenol (8) 


Das 4%#%-Menthadien unterscheidet sich entsprechend vom Li- 
monen (Dipenten) : 


CH: CH 
la b 
HO CH: #07 NCH 
CSC HO JCH: 
\Z He 
C CH 
| | 
CHs3—C = CH CH3 C — CH 
43%®)-Menthadien 4Y%-Menthadien 
— Limonen. 


Im ersten Kohlenwasserstoff liegen die Doppelbindungen konju- 
giert und infolgedessen wird man nach jetziger Ansicht bei ihm 
eine Abweichang hinsichtlich der Molukarrefraktion gegenüber dem 
Limonen erwarten dürfen. 

Die verschiedenen Wege, welche zur Gewinnung des Alkohols 
C1oH110H eingeschlagen wurden, sind folgende : 
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W. H. Perkin und Pickles!) gingen von der 4-Tetra- 
hydro-p-Toluylsäure aus und verwirklichten den Vorgang : 


(QE D0: = CH d-CCHOE 


Wallach?) synthetisierte das Z*-Tetrahydro-p-acetyl- 
toluol und wandelte dieses mit Hülfe der Grignardschen Re- 


aktion ab: 
CH ÿ—CoCHs rs CH ÿ—C(OHNCHx 


A%-Tetrahydro-p-acetyltoluol. 


Zu dieser Verbindung kann man bekanntlich gelangen, indem 
man von dem semicyclischen Kohlenwasserstoff 


CHi—CH 

C = CHCH 

CHi—CHr 

ausgeht®), von diesem das Nitrosylchlorid-Additionsprodukt her- 
stellt, daraus Salzsäure abspaltet und das entstandene Oxim mit 
Säuren zerlegt. Folgende Formelbilder machen den Vorgang 


CH;—CH 


deutlich : 
C1 NOE NOH 
CH:—CH: ko CH>— | 
CHs— CH > CUIR CH—CH Nc_C—CE 
NC: - CH se a? 
| mc CE CR SES PES CH 
sert 2 Crée j 


Unter welchen Bedingungen der semicyclische Kohlenwasserstoff 
Bindungsverschiebungen erleidet, wird bei anderer Gelegenheit er- 
ürtert werden. Seine Darstellung in grôBerem MaBstabe hat es 
ermôglicht, das Vorkommen einiger raumisomeren Formen bei 
seinen Derivaten festzustellen, auf welche kurz aufmerksam ge- 
macht werden soll. Das in vorzüglicher Ausbeute erhältliche 
Nitrosochlorid-Additionsprodukt läBt sich durch fortgesetzte frak- 
tionierte Kristallisation aus Aceton‘) in zwei verschiedene Bestand- 


1) Journ. chem. Soc. 1905, 639. 

2) Anal. d. Chem. 365, 272 (1909). 

3) Wallach, Annal. 360, 52 (1908); 365, 271 (1909). 

4) Ueber die ZweckmäBigkeit der; Verwendung von Aceton bei der Kri- 
stallisation von Nitrosochloriden und ähnlichen Verbindungen s. Wallach, Ter- 
pene und Kampfer, S. 65 und Annal. 336, 43 (1904). 
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teile zerlegen. Der schwerer lüsliche bildet Nadeln vom 
Schmelzpunkt 117—118°, der leichter lôsliche dicke durch- 
sichtige Kristallplatten vom Schmelzpunkt 113—114°:) Beide 
Modifikationen sind mit Wasserdampf ziemlich leicht flüchtig und 
lassen sich auf diesem Wege nicht trennen. 

Bei der vorsichtigen Umsetzung mit Piperidin erhält man aus 
dem hôher schmelzenden Nitrosochlorid ein Nitrolpiperidid 
vom Schmelzpunkt 130—131°, aus dem niedriger schmelzenden ein 
Nitrolpiperidid vom Schmelzpunkt 119—120°. Man kann nun 
beobachten, daB das einmal geschmolzene und dann wieder er- 
starrte, ursprünglich bei 119—120° schmelzende Nitrolpiperidid 
seinen Schmelzpunkt erhôht. Schmilzt man nun eine etwas grôBere 
Menge der Base vom Schmelzpunkt 119—120° im Reagensrohr, so 
tritt starker Piperidingeruch auf. Es tritt also partielle Zer- 
setzung in dem bekannten Sinne (unter Oximbildung) ein?). Der 
Schmelzfluf erstarrt erst nach längerer Zeit wieder. Kristallisiert 
man die abgeprefiten Kristalle nun um, so schmelzen sie bei 
130—131°. 

Die beiden Nitrolpiperidide lassen sich also in einander über- 
führen. Das erklärt auch, warum sie bei der Umsetzung der iso- 
meren Nitrosochloride gelegentlich gleichzeitig entstehen und man 
dann ein unscharf oder niedriger schmelzendes Produkt erhält. 
Uebrigens kristallisieren beide Modifikationen aus Methylalkohol 
so ähnlich, daf man sie durch die Form der Ausscheidung nicht 
wohl unterscheiden kann. 

DaB es sich hier nur um räumliche und nicht um chemische 
Isomerie handelt, geht nun auch daraus hervor, daB die beiden 
Nitrosochloride bei der Salzsäureabspaltung dasselbe Oxim liefern. 

Man darf zur Ueberführung in das Oxim also unbedenklich 
das Nitrosochlorid-Gemisch verwenden, falls man von einigermafen 
einbeitlichem Kohlenwasserstoff ausgegangen ist. Was zweck- 
mäfig vermieden wird, ist aber die Anwendung von Natrium- 
methylat für die Salzsäureentziehung. So gute Dienste dies Agens 
gelegentlich auch leisten kann und bekanntlich auch geleistet hat, 
so ist seine Verwendung namentlich wo es sich um Auffindung 
etwaiger isomerer Oxim-Formen handelt, deshalb zu bean- 
standen, weil immer die Môglichkeit gegeben ist, dal sich nur ein 
Teil des Nitrosochlorids in gewünschtem Sinne zerlegt, ein anderer 


1) Für das noch nicht getrennte Nitrosochlorid-Gemisch wurde früher der 
Schmelzpunkt 108—110° gefunden. 
2) Wallach, Terpene und Kampfer S. 80. 
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Teil Chlor gegen Methoxyl (OCH:) austauscht. Beimengungen 
solcher oft recht beständiger Methoxyl-Verbindungen zum Oxim 
kônnen aber zu irrtümlichen Feststellungen hinsichtlich der Eigen- 
schaften der Oxime führen !). 

Zu den schon recht zahlreichen Beispielen der Entstehung von 
Methoxyl-oximen *) hat Deussen) letzthin noch einige neue beiï- 
gebracht. Zur Salzsäureabspaltung wurde im vorliegenden Fall 
daher ausschliefilich die bequeme Natriumacetatmethode‘) ver- 
wendet, die auch vortreffliche Resultate gab. Jedoch wurde bei 
dieser Gelegenheit zum ersten Mal die Erfahrung gemacht, daf 
auch bei Anwendung dieser Methode ein relativ beständiges 
Zwischenprodukt auftreten kann, dessen Bildung ganz analog wie 
bei den eben erwähnten Methoxylverbindungen, durch Austausch 
von Chlor gegen die Essigsäure-Gruppe bedingt ist. Die Re- 
aktion erfolgt also in dem Sinne: 


DAC ER, hat h 
CH3—CH —C—CH3 + CH: COO Na 
dre: 
O.COCH: 
DAS CU ENS | 
CH2—CH: | 
NOH 


Der so entstandene Essigsäureester eines Ketoximalkohols ist in 
diesem Fall gut kristallisiert, spaltet aber bei der trockenen 
Destillation Essigsäure ab und liefert das gewünschte ungesättigte 
Oxim (s. oben). Auf diese Weise kann man die Verbindung, deren 
Anvwesenheit sonst stôrend für die Gewinnung der weiteren Pro- 
dukte sein würde, eliminieren. 

Am besten destilliert man das bei der Umsetzung des Nitroso- 
chlorids mit Natriumacetat entstandene Produkt zunächst im Va- 
kuum, dann im EÆikolben bei gewôhnlichem Druck und kristallisiert 
das leicht erstarrende Oxim aus Methylalkohol um. Wie früher 
schon angegeben wurde‘), schmilzt das Oxim bei 116—117°. 

Hat man die ersterwähnte Acetoxyl-Verbindung, welche 
in ganz reinem Zustand bei 111—112° schmelzende, durchsichtige, 

1) Ucber ein Bcispiel s. Annal. 359, 308. 

2) Wallach, Terpene und Kampfer S. 82; Annal. 359, 301. 

5) Annal. 369, 62 (1909). 

4) Wallach, Terpene und Kampfer S. 86. 

5) Wallach, Annal. 365, 272 (1909). 
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grofe Kristalle bildet, aus dem Oxim nicht vor dem Umkristalli- 
sieren vollständig entfernt, so erhält man aus den Mutterlaugen 
Anteile, welche bei etwa 85° schmelzen und aus einem Gemenge des 
Oxims mit der Acetoxyl-Verbindung bestehen. Dies Gemenge ist 
in Methylalkohol viel lôslicher als die Komponenten und nur durch 
langwierige Kristallisationen zu trennen. Von der Acetoxylver- 
bindung soll bei anderer Gelegenheit noch weiter die Rede sein. 

Um zu dem reinen 4°-Tetrahydro-p-Acetyltoluol zu gelangen, 
wurde das in genügender Menge bereitete bei 116—117° schmel- 
zende reine Oxim zunächst durch Erwärmen mit verdünnter 
Schwefelsäure und darauf folgender Destillation mit Wasserdampf 
zerlegt. Ein so gewonnenes Präparat ist aber nie ganz rein, 
sondern enthält etwas Oxim, das sich der Hydrolyse entzieht und 
mit den Ketondämpfen übergeht. Es gilt das übrigens, wie bei 
der Gelegenheit ein für alle Mal bemerkt sein mag, für alle ähn- 
liche Fälle, wo es sich um Isolierung eines wirklich reinen 
Ketons handelt. Man muB das mit Wasserdämpfen überdestillierte 
Keton nochmals an Semicarbazid binden und das umkristallisierte 
Semicarbazon, das in diesem Fall, wie früher schon angegeben 
wurde, bei 222° schmilzt, wiederum mit Schwefelsäure oder Oxal- 
säure zerlegen. Das so bereitete, getrocknete und bei gewühn- 
lichem Druck konstant siedende Keton zeigte folgende Eigen- 
schaften !) : 

Siedepankt 210—211°, do — 0.942, np — 1.4830 bei 20° 

Berechnet für CoH140 F Gefanden 
M — 41.22 41.84 
Bei starkem Abkühlen erstarrt das Keton zu einer schôn kristalli- 
nischen Masse, die bei etwa — 20° wieder schmilzt, in Wasser ist 
es ziemlich lôslich, der Geruch ist anisartig. 
0.1703 Gramm gaben 0.4887 CO: und 0.1581 H:0 


Berechnet für C9H140 Gefunden 
C 78.18 78.27 
H 10.24 10.41 


Es ist nun von Interesse, das 2*-Tetrahydroacetyltoluol mit 
dem Z'-Tetrahydroacetyltoluol zu vergleichen, welches durch 
Abbau von B-Terpineol (Smp. 32°) gewonnen werden kann“), denn 
es handelt sich hier um Verbindungen, die sich nur durch die 
Lage der Aethylenbindung unterscheiden. Folgende Tabelle gibt 
über die Unterschiede Auskunft : 


1) Vgl. auch Annal. 360, 53—54; (1908); 365, 269 (1909). 
2) Annal. 324, 89. 
7 
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4’-Tetrahydro-p-Acetyltoluol 4%-Tetrahydro-p-Acetyltoluol 
CH )—COCH ‘CH  ÿ—COCEHs 


ne 
Siedepankt — 205—206° 210—211° 
d — 0.940 0.942 
np = 14719 1.4830 
M — 41.10 (ber. 41.22) 41.84 
Smp. des Oxims d1° 116—117° 
» » Semicarbazons 165° 2229 


Die Unterschiede, welche beide Ketone im physikalischen Ver- 
halten aufweisen, stehen in guter Uebereinstimmung mit Regeln, 
welche auf Grund des von ihnen untersuchten Materials, kürzlich 
K. Auwers und F. v. d. Heyden') abgeleitet und in folgenden 
Satz gefaft haben: 

»Tritt eine ursprünglich entferntere Doppelbindung des Ringes 
in konjugierte Lage zur doppelten Bindung des Carbonyls, so 
steigen Siedepunkt, Dichte, Brechungsvermügen“. 

Wobei für unseren Fall die Aenderung bezüglich des Brechungs- 
vermügens am deutlichsten in die Erscheinung tritt. 


4%-p-Menthenol (8) aus Z%-Tetrahydro-p-Acetyltoluol. 


Zur Ueberführung des Ketons in den tertiären Alkohol 
wurden folgende Versuchsbedingungen eingehalten. 

Je 20 Gramm Keton wurden in 60cem trockenem Aether ge- 
lôst und zu einer Grignard-Lôsung zufliefen gelassen, die durch 
Erwärmen von 6 gr Magnesium, 36 gr Jodmethyl und 110 cem ab- 
solutem Aether bereitet war. Nachdem alles Keton eingetragen 
war, wurde das Gemisch noch 2 Stunden auf dem Wasserbad er- 
wärmt. Dann wurde das Reaktionsprodukt mit Wasser versetzt 
und (ohne vorherigen Zusatz von Säure) der Dampfdestillation 
unterworfen. Nachdem der Aether übergegangen ist, wechselt man 
die Vorlage: Das nun übergehende 4°-Menthenol erstarrt ge- 
wôhnlich schon im Kühlrohr und in der Vorlage. 
Wenn er jedoch, selbst nur geringfügige, Verunreinigungen ent- 
hält, bleibt er flüssig. 

0.1560 gr gaben 0.4462 CO: und 0.1632 H:20 


Berechnet für C10H180 Gefunden 
C 77.84 78.00 


H 11.74 11.70 


1) Ber. chem. Ges. 42, 2406 (1909). 


… 
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Für das reine, leicht erstarrende Z#-Menthenol (8) wurden fol- 
gende Eigenschaften festgestellt: Siedepunkt 97° unter 14 mm, 205° 
unter gewühnlichem Druck unter geringer Zersetzung. Schmelz- 
punkt 39° Einmal geschmolzen kann das Präparat (ähnlich wie 
a-Terpineol) lange Zeit in überschmolzenem Zustand verharren, 
was die Feststellung der sonstigen Konstanten erleichtert. Ge- 
fanden wurde 

dis — 0.921, nn — 14769 bei 18° 
Berechnet für Cio Hir OH Grefunden 
M — 47.16 47.19 


Das Präparat zeichnet sich durch einen starken, sehr ange- 
nehmen, dem «-Terpineol ähnlichen Geruch aus. In Berührung 
mit Säuren spaltet es mit auferordentlicher Leichtigkeit Wasser 
ab, unter Bildung von p-Menthadien (s. unten). 

Mit Nitrosylchlorid gibt das Z°-p-Menthenol keine feste 
Verbindung, dagegen vereinigt es sich sehr leicht mit Carbanil 
zu dem Phenylurethan Ci1oHir OCONHCs Hs, welches nach dem 
Umkristallisieren aus Methylalkohol bei langsamem Erhitzen bei 
128° unter Zersetzung schmilzt. 

0.1335 gr gaben 0.3609 CO: und 0.1007 H:0 

Berechnet für C17 H23 Os N Gefunden 
C 74.65 74.74 
H 8.50 8.7 


4%-p-Menthenol aus Tetrahydro-p-toluylsäure. 

Die Darstellung des Alkohols auf diesem Wege ist schon von 
W. H. Perkin und $. $S. Pickles!') früher beschrieben. Die 
damals ermittelten Eigenschaften ?) des Z°-p-Menthenols weichen 
nur unbedeutend von den oben beschriebenen ab. Der Schmelz- 
punkt wurde zu 38—40° gefunden, der Siedepunkt unter 14 mm 
bei 102. Die Verbindung ist jetzt noch einmal von W. H. Per- 
kin nach dieser Methode bereitet, um sie direkt mit dem auf 
dem vorher beschriebenen, anderen Wege dargestellten Terpineol 
Ci1o H1r OH vergleichen zu kônnen. Die vollkommene Identität 
konnte dadurch erwiesen werden, daB ein Gemisch beider Sub- 
stanzen keine Schmelzpunktsdepression zeigte. 

Von besonderem Interesse ist es, die Konstanten des Z-p- 
Menthenols mit denen der Bindungs- und Stellungs-Isomeren zu 
vergleichen, namentlich mit den eigentlichen Terpineolen. Es 
ergibt sich: 

1) Journ. Chem. Soc. 1906, 647. 

2) 1. c. S. 647, 648, 851. 
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4'-p-Menthenol (8) Z%-p-Menthenol (8) 2%%-p-Menthenol (1) 


NE (B-Terpineol) 
OH 
OH 
C 
Dm k Fe CHs—< NE re CE EE a 
CH CH ne 
Siedep. 2180 205° 209—210° 
Schmelzp. 30° 39° 32° 
d20 0.938 0.921 0.919 
np 1.4820 1.4764 1.4747 
Schmelzp. des 
Phenylurethans 113° 128° 85° 


Diese Uebersicht läBt einige sehr auffallende Erscheinungen 
hervortreten. Ganz im Gegensatz zu den Ketonen (s. oben) fällt 
nämlich mit dem Näherrücken der Aethylenbindung zum sauer- 
stoffhaltigen Radikal (bei den direkt vergleichbaren Verbindungen) 
Siedepunkt, Dichte und Brechungsexponent ganz merk- 
lich, während der Schmelzpunkt ansteigt. 

Es wird zu untersuchen sein, ob in anderen Reiïhen sich ähn- 
liche Verhältnisse finden und ob man es also hier mit einer Ge- 
setzmäfBigkeit zu tun hat, die sich in Zweifelfällen für Konstitu- 
tionsbestimmungen verwerten läBt. 


4%%%)-p-Menthadien. 


Le CH 
CHE TS 
NT CHs 


Das 4%-p-Menthenol (8) spaltet, wie schon bemerkt wurde, mit 
auBerordentlicher Leichtigkeit Wasser ab, nicht nur beim Er- 
wärmen mit Wasser bindenden Mitteln, wie Kaliumbisulfat, sondern 
schon unter den Bedingungen, unter denen «-Terpineol unter 
Wasseraddition in Terpin übergeht. Schüttelt man z. B. den 
tertiären Alkohol mit 1°/iger Schwefelsäure einige Tage auf der 
Schüttelmaschine, so liefert er Cio Hi.  Dasselbe findet statt, 
wenn man das Menthenol mit B°Liger 80° warmer Oxalsäurelôsung 
umschüttelt. 

Der auf den letzterwähnten Wegen gewonnene Kohlenwasser- 
stoff wurde in üblicher Weise durch Destillation mit Wasserdampf 
gereinigt und dann zur Entfernung unveränderten Alkohols mehr- 
fach über metallischem Natriam fraktioniert. Die Analyse dieses 
Präparats ergab: 


CE 
Ke 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Gôttingen. XXIIL 97 


0.1202 gr gaben 0.3882 CO2 und 0.1314 HO 


Berechnet für Cio Hie Gefunden 
C 88.13 88.08 
H 11.87 12.95 


Aus dem Kohlenwasserstoff konnten weder durch Wechsel- 
wirkung mit Brom, noch mit Nitrosylchlorid, noch mit Stickoxyden, 
noch mit Halogenwasserstoffsäuren feste Verbindungen erhalten 
werden !). Der im Geruch von Limonen kaum zu unterscheidende, 
auf dem letzterwähnten Wege erhaltene Kohlenwasserstoff zeigte 
folgende Konstanten: 

Siedepunkt 184—1850, dis — 0,858, np — 1.4924 bei 19° 

Berechnet für Cio Hi FF? Gefanden 
M 45.24 46.02 


Die Konstitution des Kohlenwasserstoffs wurde durch den 
oxydativen Abbau mit 1°/oiger Permanganatlôsung sicher gestellt. 
Als Produkt der in bekannter Weise bei 0° ausgeführten Operation 
wurde in guter Ausbeute eine feste Säure erhalten, die nach dem 
Umkrystallisieren aus Benzol unter Zusatz von Ligroïn bei 94—96° 
schmolz. Das Silbersalz kam zur Analyse: 

0.1270 gr gaben 0.0730 Ag. 
Berechnet für C7Hio O4 Ag. Gefunden 
Ag. 57.85 57.48 


Es ist daher nicht zweifelhaft, daf man es mit inaktiver f- 
Methyladipinsäure zu tun hat, deren Bildung aus dem Kohlen- 
wasserstoff mit der Bindung 4% im Ring sich gut erklärt, während 
bei keiner anderen Lage der Bindung im Ring die Entstehung 
von B-Methyladipinsäure müglich ist. ÆEbenso wenig kôünnte sich 
diese Säure bilden, wenn sich beide Aethylenbindungen im Ring 
befänden. 

Der auf dem eben angegebenen Wege erhaltene Kohlenwasser- 
-stoff weist für ein Terpen der Limonenreïhe auffallend hohen Siede- 
punkt, hohe Dichte und hohes Brechungsvermügen auf, Eigen- 
schaften, die sich aber durch die konjugierte Lage der Aethylen- 
bindungen erklären würden. 

W. H. Perkin hat nun schon früher?) aus dem aktiven 
4%-Menthenol (8) beim Erwärmen mit Magnesiumjodmethyl ein 
Menthadien erhalten, das ähnliche Eigenschaften aufwies, nämlich 
den Siedepunkt 184° unter 748 mm und d:5 — 0.8574. Dagegen 


1) Vergl. Perkin und Pickles, Journ. Chem. Soc. 1906, 648. 
2) Journ. chem. Soc. 1906, 848. 
Kgi. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse, 1910. Heft 1. 7 


7% 


98 0. Wallach, 


hatte ein aus dem inaktiven Z%-Menthenol (8) entsprechend 
dargestellter Kohlenwasserstoff zwar denselben Siedepunkt, àber 
do — 0.83579 gezeigt !). LS 

Da s.Z. nur kleine Mengen der letzteren Substanz zur Ver- 
fügang standen, konnte die Abweichung bezüglich der Dichte durch 
Anwesenheit geringer Verunreinigungen bedingt sein. Da die 
Sicherstellang der physikalischen Konstanten gerade in diesem 
Fall nun von besonderer Wichtigkeit ist, so ist der mühevolle 
Weg, den Kohlenwasserstoff nach dem Perkin’schen Verfahren 
in grôBerer Menge darzustellen, noch einmal beschritten. Aus 
einer sehr erheblichen Menge Ausgangsmaterial wurden mehr als 
40 cem inaktives Z%#%%_Menthadiën dargestellt und durch mehr- 
fache Rectifikation über Natrium?) daraus in der Hauptmenge 
ein Präparat von folgenden Eigenschaften gewonnen: 


Siedepunkt 184—188°, dso — 0.8600, nn — 1.4915 bei 20°, 
daraus M — 54.84. 

Vergleicht man die auf verschiedenen Wegen von verschiedenen 
Experimentatoren hergestellten Präparate von 7%#%-Menthadien, 
so ergibt sich eine so grofe Uebereinstimmung, daf man nicht 
daran zweifeln kann, da8 der Kohlenwasserstoff jetzt richtig cha- 


rakterisiert ist. Gefunden wurde für Präparate verschiedener 
Herkunft : 


Siedepunkt d np M 
184—185° 0.858 1.4924 46.02 
184—188° 0.860 1.4915 45.84 


Berechnet für C1o Hief?: 45.24. 
Dagegen zeigt Limonen: 
Siedepunkt d np M 
175—176° 0.846 1.4746 45.23 


Es ergibt sich demnach aus einem Vergleich der Formeln für 


El care LT SL 7 Pris 

CH —C und — —C 

RS et Vs ET a Et 
Limonen 4%#®%-Menthadien 

daB das Näherrücken der Aethylenbindung im Ring zu der Aethy- 

lenbindung in der Seitenkette eine erhebliche Steigerung des 

Siedepunkts bewirkt und daB ebenso die Dichte und der 

Brechungsexponent wächst. 


1) Journ. chem. Soc. 1906, 850. 


2) Der an sich sehr veränderliche Kohlenwasserstoff wird übrigens bei der 
Destillation über Natrium bei gewühnlichem Drucke etwas angegriften. 


7% 
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Die Veränderungen der Konstanten bei den Kohlenwasser- 
stoffen bewegen sich also in ganz entsprechendem Sinne, wie es 
oben für die Ketone hervorgehoben worden ist. 

Die hier gemachten Feststellungen sind übrigens geeignet, auf die 
Ursache für die so oft beobachtete Tatsache einiges Licht zu werfen, 
warum bei der synthetischen Darstellung von inaktivem Limonen 
(Dipenten) gewôhnlich Präparate entstehen, welche hôher als 
Dipenten siedende Anteile enthalten, die aber nicht Terpi- 
nolen sind’) Man wird jetzt die Annahme nicht von der Hand 
weisen kôünnen, da diese Erscheinung wahrscheinlich darin be- 
gründet ist, daf Limonen (Dipenten) sich unter bestimmten Be- 
dingungen in dem Sinne teilweise isomerisieren kann, da die 
Aethylenbindung von 4’ sich nach der die zweite Aethylenbindung 
enthaltenden Seitenkette hin verschiebt. Da charakteristische Re- 
aktionen für das 224%. und 7%#%-Menthadien noch nicht bekannt 
sind, so ist der direkte Nachweis ihres etwaigen Vorhandenseins 
in den betreffenden Präparaten vorläufig noch nicht zu führen. 


1) Wallach, Ber. chem. Ges. 40, 606 (1907). 


Gôttingen und Manchester 1909. 
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Die Aerologischen Ergebnisse im Jahre 1909 
am Samoa -Observatorium 


der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen. 


Von 
Dr. Kurt Wegener. 


Vorgelegt von Herrn H. Wagner in der Sitzung vom 12. März 1910. 


Vorbemerkungen. 


Technisches. Die Hauptaufgaben des Samoa-Observatoriums 
sind magnetischer und seismischer Art. 

So liegt es auf der Hand, daB die aerologische Forschung im 
Jabre 1909 nur in primitiver Form betrieben werden konnte. Die 
Drachenaufstiege erfolgten mit einer Handwinde; zur Verfügung 
standen nur 3—4 Drachen [2 Küppen’sche, 1 x-Drachen], da das 
ältere Material durch Gebrauch deformiert und unzuverlässig war. 

Zum Anvisieren von Pilotballons, die zur Bestimmung von 
Windrichtung und Stärke in der Hôhe dienen sollten, kam es nur 
2mal im Anfang 1909. Von 8 aus vergangenen Jahren noch vor- 
handenen Ballons konnten nämlich nur 2 überhaupt gefüllt werden, 
und auch diese wurden während des Aufstiegs offenkundig un- 
dicht, so daf ihre Resultate wertlos sind. Vermutlich hatten die 
Ballons zu lange unbenutzt gelegen. Der Gummi verträgt hohe 
Temperaturen nur kurze Zeit. 

Die geringen, für die Füllung der Pilotballons erforderlichen 
Gasmengen wurden mit einem Calciumhydrür-Apparat erzeugt. 
Das Verfahren besteht darin, da8 Calciumhydrür in Wasser ge- 
worfen wird, und unmittelbar ein ziemlich reines Wasserstoffgas 
erzeugt. Nachdem wir bemerkt hatten, daf viel frisches Wasser 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Hoft 2. 8 
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erforderlich war, ging die Füllung leidlich sparsam und gut von 
statten. 

Später wurde ein Versuch mit Fesselballons nach dem Muster 
des Kgl. Preu$. Aeronaut. Observatoriums in Lindenberg gemacht. 

Die Verbindung Samoa’s mit der Aufenwelt wird nur durch 
eine englische Dampferlinie hergestellt, die für den Transport von 
Gasflaschen, wegen der angeblichen Gefährlichkeit derselben, so 
ungeheuerliche Saummen forderte, daB eine Anwendung dieser Fül- 
lungsmethode ausgeschlossen war. Daher wurde versuchsweise 
der Wasserstoff aus Schwefelsäure und Eisen hergestellt. Auch 
hier liefen die unerhôrt hohen Transportkosten für die Schwefel- 
säure eine Wiederholung des Versuches von vornherein nicht 
ratsam erscheinen. Die Füllung selbst wurde im Jahre 1909 3mal 
versucht, und miflang eben so oft. 

Beim 3. Mal — 11. bis 12. Dezember — dauerte sie zwar 
nur noch 48 Stunden, aber das Gas war doch so unrein, da der 
Ballon nicht stieg. 

Das Blei, mit dem die Fässer ausgeschlagen waren, war von 
einer deutschen Firma in Samoa bezogen, aber australischer Her- 
kunft, und so stark mit andern Metallen verunreinigt, da es 
nach jedem Füllungsversuch von der Schwefelsäure durchgefressen 
war und erneuert werden mufñte. 

So blieb denn nichts übrig, als die Methode, die in Lindenberg 
so grofe Erfolge gebracht hatte, einstweilen bei Seite zu legen. 

Der Betrieb der Handwinde machte nach einigen maschinellen 
Ânderungen keine Beschwerden. Die Aufstiege wurden am Nord- 
Strande der Halbinsel Mulinüu ausgeführt, wo der frische Passat 
die Unannehmlichkeïten der Sonnenstrahlung verminderte. Der 
Strand ist nur schmal, und wenn wir bei Niedrigwasser, môüglichst 
weit ab von den Palmen am Ufer, den Aufstieg begannen, kam es 
wohl ôfters vor, daB wir ihn erst bei Hochwasser, bis an den 
Leib im Wasser stehend, beendeten. Aber das bedeutete keine 
groBe Erschwerung, da die Temperatur des Seewassers in Samoa 
sehr angenehm ist. Bei Regenwetter bauten unsre samoanischen 
Hülfskräfte sogar absichtlich die Winde von vornherein im Wasser 
auf: wenn dann eine Regenbôüe kam, brauchten sie nicht frierend 
und zähneklappend den kalten Regen auf ihre nur mäfig be- 
kleideten Kôürper klatschen zu lassen, sondern sie duckten sich dann 
in die warme See, so dafi nur die Kôpfe dem Regen ausgesetzt 
waren. 

Von einem Motor zum Aufwickeln des Drahtes hätten wir 
nur wenig Vorteil gehabt. Die Arbeitsleistung der Samoaner ist zu- 


Die Aerologischen Ergebnisse im Jahre 1909 am Samoa-Observatorium etc. 103 


verlässiger als die eines Motors. Auch hätte niemand ein Interesse 
gehabt, den Motor in Stand zu halten, und so wäre er wohl je- 
desmal bei Beginn des Aufstiegs an irgend einem Punkte repa- 
raturbedürftig gewesen. 

Einen erheblichen Vorteil muB man sich hingegen auch in 
Samoa von einem grôüBeren zweckmäfig gebauten Motorboot ver- 
sprechen. Die Lagune bietet bei Hochwasser, also 2mal täglich 
auf je ca. 3 Stunden, eine ausgezeichnete, von Seegang freie 
Wasserfläche dar, die zum Hochwerfen der Drachen sicherlich 
ausgenutzt werden kôünnte. Dazu kämen die Erleichterungen bei 
einer Drachenjagd, ferner die Môglichkeit, durch Kuppeln des 
Motors mit der Winde den Drachendraht durch ersteren aufzu- 
wickeln, und endlich die Aussicht, an andre Stellen der Insel zu 
gehen und so von dem in den untersten Schichten sicherlich stark 
lokal beeinfluften Apia freizukommen. 

Ein 5'/2pferdiges Motorboot, das ich mir zu Versuchszwecken 
schliefilich persônlich anschaffte, erwies sich — meine Mittel 
reichten nicht weiter — als zu klein, so da man die Winde nicht 
ohne Gefährdung hineinsetzen konnte. Die Versuche sind aber 
noch nicht abgeschlossen. Es wird für das nächste Jahr geplant, 
den Motor in ein grôBeres Segelboot einzusetzen, das im Jahre 
1909 zu Kartographierungs-Arbeiten gebraucht wurde, und auf 
dem die Drachenwinde mehr Platz hat. Das Segelboot wurde 
bereits wiederholt bei auflandigem Wind für aerologische Zwecke 
benutzt. Die Winde wurde dann daraufgesetzt, und das Boot 
draufen verankert. Nun wurde ein kleines Boot, mit einem Mann 
darinnen, der den Drachen trug, treiben gelassen, bis ein Auflassen 
des Drachens ratsam schien. Dann bremste man an der Winde, 
der Draht straffte sich, und der Mann im Beiïiboot lieB den Dra- 
chen hoch. 

Die Instrumente. Als Instrumente wurden die beiden 
billigen Bosch’schen Drachenapparate 304 und 305 benutzt; sie 
boten keinen Anlaf zu Klagen; 305 muf ein ausgezeichnetes Uhr- 
werk besitzen, da er dreimal in die See gefallen ist, obne Schaden 
zu nehmen') Dagegen sind die beiden alten Marvin-Apparate 
wohl als verbraucht zu betrachten. Sehr rasch hintereinander 
wurden alle Bourdongefäfe und Rôühren defekt. Ersatz wurde 
nur für 1 Instrument beschafft. Auch die Uhren muften erneuert 
werden. Die Neuanschaffung, eine verbesserte Uhr von Bunge, 
Berlin, versagte aber in dem feuchten Klima. Endlich bekam die 


1) Es wurde jedesmal sogleich mit Benzin gercinigt und in Ô1 gelegt. 
8* 
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Hebelübertragung des Apparates starke Reibung und Luft, so 
daB die Kurven unzuverlässig wurden. Die Reparaturen an den 
Marvin-Apparaten kosteten mehr wie ein neuer Bosch-Apparat 
und waren erfolglos. 

Zwei Konstantenbestimmungen an den Bosch-Instrumenten im 
Laufe des Jahres 1909 ergaben keine Anderung. Im Ubrigen 
wird eine aufmerksame Betrachtung der beobachteten Zustands- 
kurven die gleichen Dienste tun kônnen wie eine Konstantenbe- 
stimmung im Laboratorium. 

Die Ergebnisse. Die Resultate der Aufstiege sind in der 
von Herrn ABmann eingeführten Form mitgeteilt, unter Fort- 
lassung des Luftdruckes, der hier in den Tropen wegen seiner 
Konstanz am Erdboden fast ausschliefilich die Bedeutung eines 
Hülfsmittels zur Berechnung der Hôhe besitzt. 

Für die Hôhenberechnung aus Luftdruck und Temperatur 
wurde die Jordan’sche Hôhentafel benutzt, sowie die nach dieser 
berechnete Tabelle für 500 m-Stufen in ,Ergebnisse d. Arbeiten 
d. Kgl. Pr. Aeronaut. Observat. b. Lindenberg, i. J.1905* (Braun- 
schweig, Vieweg und Sohn). 

Um den Febler, der durch die Annahme einer mittleren Tem- 
peratur der Luftsäule entsteht, zu verkleinern, wurde, wie üblich, 
die Hôhe stufenweise berechnet. 

Jordan’s Tafeln gelten für 50° Nordbreite. Samoa liegt auf 
14° Südbreite. Es mufte daher der veränderten Schwere Rech- 
nung getragen werden. Die geringere Schwere in Apia wird auf 
die Berechnung der Hühe ebenso wirken wie eine Erhôhung der 
Lufttemperatur. Es sei hierüber auf die eingehenden Erürterungen 
Hann’s in seinem Lehrbuche, V. Buch, 7. Kapitel verwiesen. Wir 
erhalten eine hinreichende Korrektion, wenn wir mit einer um 
0.7° erhôhten Mitteltemperatur der Luftsäulen rechnen. 

Auch die Dampfspannung in Apia ist erheblich verschieden 
e ï 
pis 2400 
gesetzt; also bei p — 760 mm e — 7.6 mm gewählt. Das ent- 
spricht wenigstens im Durchschnitt den Verhältnissen in mittleren 
Breiten. Denn bei einer Temperatur von 15° unten und einer 
Kondensationsbasis von 900 m, wie dies ungefähr mittleren Ver- 
hältnissen entsprechend wäre, würden wir auf eine Dampfspannung 
von ca. 6!/; mm kommen. 

In Samoa herrscht ziemlich gleichmäfig die Temperatur 28° 
unten bei einer Wolkenbasis von 900 m, und das würde einer 
Dampfspannung von 15 mm entsprechen. 


von der in Jordans Tafeln angenommenen. Dort wird 
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Auch eine Zunahme der Dampfspannung wirkt gewichtver- 
ringernd; auch sie läft sich daher durch eine Korrektion der in 
die Rechnung eingeführten mittleren Temperatur der 500 m-Stufe 
berücksichtigen, und zwar ist nach Hann (1 c.) ein Fehler von 
1 mm Dampfdruck aequivalent einem Temperaturfehler von 0.1°. 

Wir müften daher wegen der hüheren Dampfspannung in 
Samoa die beobachtete Mitteltemperatur der Stufen zur Durch- 
führung der Hôhenberechnung um 0.7° erhôhen. 

Der Unterschied der Dampfspannung verringert sich langsam 
mit der Hôhe, so daf er in 3000 m nur noch 5 mm, aequivalent 
0.51, ausmachen würde. 
am 5 = — 1.3° in Samoa zu 
den beobachteten Mitteltemperaturen zuzuzählen, wenn man Schwere 
und Dampfspannung angenähert berücksichtigen will. 


Im Ganzen wären also (0.7 Le 


Beispiel: 
(Hôhe nach t'+t" Temp. d'+i” | Verb. 
FIRE HeNATESe 
Do, Tabelle 7 2  Korrect. 2 ue Temp. Korr. 

402 om | 0.0 |280+ 18° 930 | 24.3 24.3 xX 3.7 

C2 HO DEL) 57 TEA 
rohe Hôhendiff. 1008" BTIKI28 2 —=UM85" 93m 
rohe Temp. Korr. 85 
verbess. » » 90 


1093" mit der Tabelle gerechnet, 
1098" auf Dampfspannung und Schwere korrigiert. 


Wir kônnen eine weitere Vereinfachung vornehmen, indem 
wir unkorrigiert rechnen und zu dem Resultat bei 1000 m rund 
5 m, bei 2000 m rund 10 m zuzählen. 

Da die Temperatur (bzw. analog der Luftdruck) auch bei den 
besten Mefinstrumenten um ca. 0.1° unsicher ist, müssen die Hühen 
dann noch auf Dekameter abgerundet werden; denn einer Tem- 
peratur-Ânderung von 0.1° entspricht im Minimum eine Hühen- 
Ânderung um 10 m. 

Die Aufstiege schlossen sich nach Môglichkeit an die inter- 
nationalen Termine an. — Als 0-Hôhe ist mittl. Niedrigwasser 
angenommen, das auch die Grundlage der bisherigen Karten bildet. 

Der Vollständigkeit halber ist auch der Aufstieg vom 31. 
Dez. 08 publiziert, der noch in die Amtsperiode meines Vorgängers 
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Dr. Angenheister fiel, wenn er auch von mir ausgeführt wurde. 
Auch an den Januar-Aufstiegen hat Herr Dr. Angenheister inso- 
fern Anteil, als er die seismischen und erdmagnetischen Registrie- 
rungen weiter führte, so daf ich Zeit erhielt zur Ausführung der 
Drachenaufstiege. 

Die eingehenden Wolkenbeobachtungen, deren Resultat mit- 
unter wichtiger ist als dasjenige nur mittelhoher Drachenaufstiege, 
werden mit verwertet. 


Die Aufstiege. 


31. Dez. 08, 10a—12. 


\ rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | peucht. | Richt. | Geschw. 
0m | 29.80 80° | ENE 8 
500 24.3 90 ENE 9 
1000 20.0 100 ENE 9 


1420 | 19.0 | 80 NE | 10 


fr.-cu (5°-1)1) aus ENE zwischen 900 und ca. 1200; a-str (7:) verwaschen, 
diesig, bei ca. 2000, regendrohend, aus N mit ca. 12 m/s; ci schwach, Bewegung 
nicht erkennbar. Zwischen 1200 und 1400 geringe Inversion. Drache wird oben 
unstabil. 

6. Jan. 09 9—11a. Der Wind ist zu schwach; 2 Drachen havarieren. (Cu 
(2°) bei ca. 1000 m, mit 6 m/s. aus ENE; a-str (ci-str?) (3°) sehr langsam aus W (!). 

7. Jan. 09 9—11a. Cu-Türme zwischen 300 und 3000; in dieser Hôhe 
werden die Kôpfe zu einer a-str- Decke ausgebreitet, die ohne merkliche Bewegung 
ist. Die Passatschicht zieht mit 5—6 m/s. aus ENE. Ein Drachenversuch (390 m 
Hôhe) zeigt streng adiabatisches Temperaturgefälle. 

In jedem cu-Turm wurde der Auftrieb des Drachens durch das Aufsteigen 
der Luft merklich vermehrt. 50 m vor und hinter der Wolke hingegen war die 
absteigende Luftbewegung so stark, daB die Drachen rasch fielen. 


8. Jan. 09, 10a—12. 


Hôhe | Temp. Faut Riche | Geschw 
Om! 29.5 8010}, E | 7 
500 25.0 | EzN 8 
1000 218 Ver: ENE 9 
1500 18.5 sagt. NE 9 
2000 16.5 NE 8 
2300 12.7 NE 8 


1) Die Bezeichnung in Klammern ist bei jeder Wolkenart auch bei den fol- 
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cu (617?) und cu-ni zwischen 700 und 3000, Kôpfe zu einer a-str-Decke (2—3°) 
ausgebreitet. Über West-Upolu (Seeseite) zieht sich das übliche stationäre 
Gewitter zusammen, mehrfach [&. Eine der von See kommenden Regenbôen 
passiert den Aufstieg, um sich mit den Wolkenmassen über Upolu zu vereinigen. 
Auf der Rückseite der Bôe schwenken die Drachen stark nach rechts. Die 
auffllige, den Erwartungen zuwiderlaufende Drehung ist nicht durch Schiefstehen 
der Drachen veranlaft. 


11. Jan. 09, 12—3p. 


4 rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | Feucht. | Richt. | Geschw. 
Om 28.7 90 ENE 5 
500 23.8 95 NE 4—6 
725 21.2 100 NE 4—6 


Lebhafter vertikaler Luftaustausch. Trotzdem 4 groBe Drachen verwendet wurden, 
waren wegen Windmangels keine grôBeren Hôhen zu erreichen. Passatwetter : cu 
zwischen 1000 und 3000 in Türmen, Kôpfe nach N ausgeweht. Morgens ziehen 
a-cu (Hôhe der cu-Kôpfe) langsam aus S-SW. 

12. Jan. 09. Landregen und Stille tagsüber. Ni (Basis 400) langsam aus 
NE. Nur zeitweise bricht die Wolkendecke auf. Schwache, a-str sehr langsam 
aus SW. Pilotballon Aufstieg: Ballon wird undicht. 

13. Jan. 09. Über der See flache cu, bewegungslos; cu-ni über der Insel, 
bis ca. 4000 m reichend, breitet sich gegen Mittag aus (@°-1); Kopf wird als 
a-str-Decke sehr langsam nach NE geweht. 

Die Schichtung in den vergangenen 3 Tagen zeigt das Bild, das man in der 
Nähe des Aequators nôürdlich der Sonne erwarten sollte. In der Tat steht die 
Sonne vom November bis Januar südlich von Samoa. Indessen kônnen wir uns 
trotzdem auf Grund dieser vereinzelten Beobachtungen nicht für berechtigt halten, 
die gefundene Schichtung als besonders typisch oder normal anzusehen. 


16. Jan., 11a—1p. 


Hôhe | Temp. | EU RE 
Om | 28.5 | 85 NW 8—9 
500 | 22,5 95 NW 9 
1000 | 18.9 100 NW 8—9 
1500 16.3 95 NNW 8 
2000 163 100 | NNW 8 
2500 107 85 | 


N? | 6 
Wechselnde Bewÿlkung; cu-ni, fr-ni, a-str, von 7°-1 bis 10! ni. Unterste Wol- 
kenfetzen liegen bei ca. 500 m, sie schliefen sich nach oben stellenweise zu 


genden Beobachtungen so gewählt, als ob die übrigen Wolken nicht vorhanden 
wären. 
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kompakten Wolkenbergen bis zu 3000 m auf; a-cu zwischen den Bôenwolken bei 
2000 m, darüber kein nennenswerter Sprung. Aus den Bôen häufig und @. 


18. Jan. 09, 3—4p. 


; rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | Feucht. | Richt. | Geschw. 
ae 
Oml| 29.2 90 NNW 5—8 
310 | 26. 95 NW 4—6 
| 


Lebhafter vertikaler Luftaustausch. Der übliche cu-ni (1) über Upolu. 


18. Jan. 09, 4—5p. 


rel. Wind- 
Hôhe Temp. Feucht. | Richt. Geschw. 
Om| 29.7 90 NNW 7—9 
500 24.0 100 NNW | Abnahme 
570 23.2 100 NNW 3-6 


In Maximalhôhe wird der Aufstieg von einer Regenbôe passiert. @°’. In 400 m 
sinkt die Temperatur in 15 Minuten um 2.4, am Boden von 29.7 auf 244. An- 
scheinend wird die Luft durch die Regentropfen abgekühlt und nicht durch 
Konvection, da man in letzterem Falle gleichmäBigere Abkühlung erwarten sollte. 
Unter der Voraussetzung, da$ unsere Annahme richtig ist, wäre der Ursprung 
des Regens, oder der Beginn des Fallens, auf ca. 1000 m Hôhe zu setzen; in 
dieser Hôhe wäre die Ânderung der Lufttemperatur durch den Regen 0. — 
Wolkenbasis senkt sich gegen Ende der Bôe auf 100 m (!), cu-mammati. 
Lebhafte Linksdrehung auf der Rückseite der Bôe. 


20. Jan. 09, 10a—2p. Drachenaufstieg auf ca. 2500 m. Luftdruck nicht 
aufgezeichnet. Die Drachen reiBen ab, und fallen 10 km weit. Bewôlkung ähn- 
lich der des SE-Abhanges europäischer Depressionen. Fr-ni 800—900, nach vorn 
ausgeweht, mit 10—12 m/s aus NW, darüber bei 2500—3000 ni-str, nicht erreicht. 
Um 2p schlieBen sich die fr-ni stellenweise mit der oberen Decke zusammen, um 
8p 10!'ni, strômender Regen, NW 10—15 mys. 


Wind- 


4 rel. 
Hôhe | Temp. | Feucht. Richt. | Geschw. 


Om 26.4 90 NW 9 

500 | (214) 100 NW 9 
1000 (17.4) 95 NW 10 
1500 | (15.1) 98 NW 10 
2000 (12.6) 100 NW 10 
2500 10.3 100 NW 10 


Die Basis der fr-ni lag bei 800 m, hier sind also unter der nach den bisherigen 
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Erfahrungen wohl berechtigten Annahme adiabatischer Temperaturabnahme 18.49 
anzunehmen  Sticht man den zugehôrigen Punkt auf der Feuchtigkeitskurve ab, 
so ergibt sich, da gleich darauf, der Temperatur 17.4° entsprechend, die Feuch- 
tigkeit um ca. 5 Proz. sinkt. Von hier ab bis zur Maximalhôhe herrschte unter 
der Voraussetzung, daB die erreichten Hôhen nicht erheblich grôfer sind, als 
nach Winkelhôühe und Drahtlänge angenommen wurde, streng das Temperatur- 
gefälle der Kondensationsadiabate (vgl. Neuhoff, Adiabatentafeln, Abhandlungen 
d. Kgl. preuf. Meteorol. Instituts Band I, Nr. 6). 


Bemerkungen. 


Offenkundig, und den normalen Verhältnissen gut entsprechend ist bei den 
Aufstiegen im Januar das Abwechseln eines schwachen E-Passates und des NW- 
Büenwindes. Auf die ausgesprochene Schichtenbildung sei nur kurz hingewiesen, 
wir werden sie eingehender an der Hand der folgenden Monate erürtern. 

Die Aufstiege im Januar hatten praktisch vor allem die Bedeutung, eine 
allgemeine Orientierung zu schaffen; man mufte erst lernen, merkwürdige Ein- 
zelheiten und die wesentlichen groBen Züge auseinander zu halten. Ersteren ist 
im Januar eine über ihre allgemeine Bedeutung wohl etwas hinausgehende Auf- 
merksamkeit geschenkt worden. Letzteren. gelten nach den Vorversuchen im Ja- 
nuar die folgenden Aufstiege. 


8. Febr. 09. Wegen zu schwachen Windes kein Aufstieg; cu mit 2—3 mis 
aus NE (Regenbôen). Unter den cu frischt der Wind unter heftigen StrôBen bis 
zu 10 m/s auf, aber nur minutenlang. Wolkenbasis 700. 


4. Febr. 09. Wegen zu schwachen Windes kein Aufstieg. Bewôlkung 
491 aufklarend auf 2071. Cu aus NNE mit 2—3 m/s, zwischen 700 und (wech- 
selnd) 1000—2000; a-str bei ca. 4000 mit ca 8 m/s aus N. 


Bemerkungen. 


Wir kônnen an beiden Tagen auf 2 Schichten schlieBen, eine untere zwi- 
schen Erdboden und ca. 1000 m, welche im Allgemeinen sehr langsam aus NE 
zieht, und eine obere bis ca. 4000 m (Hühe der a-cu), die wegen Fehlens der 
a-cu-Decke am 3. nicht zur Beobachtung gelangt, und ziemlich schnell aus N 
zieht. Sie bringt vermutlich, trotzdem sie aus aequatorialen Gegenden kommt!), 
kältere Luftmassen heran, welche das Gleichgewicht mit der unteren Schicht von 
Zeit zu Zeit labil werden lassen. Beim Durchsinken nach unten behalten die 
Luftvolumina ibre bisherige horizontale Komponente bei und erzeugeu unten 
heftigen Bôenwind. Die an ihrer Stelle aufgestiegenen Volumina der unteren 
Schicht hingegen kondensieren lebhaft und bewirken Regengüsse. 

8. März 09. Unten still. Cu und fr-cu, Basis 700, Kôpfe (geschätzt) 
zwischen 1500 und 2000, schwach nach WSW ausgeweht, aus NE mit 3—4 ms. 
Ci-str langsam aus SSE. 

4, März 09. In der Nacht haben Bôenwolken aus N schwere Regengüsse 
und N-Wind 8—10 m/s mit sich gebracht. Tagsüber bleibt es regnerisch. (Cu-ni, 
63—101-2 zwischen 800 (Basis) und ca. 6000, mit ca. 2 m/s aus NNW. Darüber 
ci (ausgewehte Küpfe der cu-ni). Unter den cu-ni und in denselben heftiger aber 
stoBiger Wind von 8—15 m/s; zwischen den Büen unten Stille. 


1) Der meteorologische Aequator liegt zu dieser Zeit etwa bei Samoa. Die 
Sonne ist im Zurückgehen nach Norden begriffen; s. a. Schluf. 


$ 
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9503 — 11%. 
rel. . Wind- 
Hôhe | Temp. | peucht. | Richt. | Geschw. 
0 25.5 90 | NNE 9 
500 20.6 100 N 8—15 
780 | 195 | 100 | N | 67 


Beim Abstieg zwischen Erde und 300 m Stille. 


5. März 09. Wieder schônes Wetter. Unten Passat, ENE 5—6 m/s, mit 
der Hôhe rasch abnehmend. Ein Drachenversuch auf 100 m Hôhe zeigt dort E 
4—5 m/s. Passat-cu ziehen mit ca 6 m/s aus NE. Basis bei 800; Kôpfe, schwach 
nach Süden übergekippt, bei 1000 bis 1200. Darüber nur noch ci und ci-str, die 
rasch aus SE ziehen. Spät nachmittags ballen sich die Passatwolken zu kleinen 
Büen zusammen. Ein neuer Drachenversuch (70 m Hôühe) zeigt das gleiche wie 
am Vormittag. 


Bemerkungen. 


Auch in diesem Monat wird eine untere Passatschicht zwischen Erde und 
ca. 1200 m beobachtet, an deren Oberfläche cu schwimmen. Sie ist an allen 3 
Tagen fast bewegungslos; darüber, bis ca. 4000 m, befindet sich eine Schicht, die 
wieder im Allgemeinen nach Süden strômt. Sie verursacht, wie im Februar, 
Bôenentwicklung. Am 3. wird sie durch die nach WSW ausgewehten cu-Kôpfe 
angedeutet; in der folgenden Nacht sinken Luftmassen aus ihr zur Erde durch 
und bringen bôüigen Nordwind. Am 4. zeigt sie sich in der Zugrichtung der cu-ni, 
am 5. wieder in dem Auswehen der cu-Kôpfe. A-cu an ihrer Oberfläche fehlen 
diesmal. 

Zwischen 4000 und 10000 wird eine dritte Schicht durch die ci-Wolken 
angedeutet, die an ihrer Oberfläche schwimmen. Sie ziehen am 3. langsam aus 
SSE, am 5. schnell aus SE. 

Es sei bereits hier nachdrücklich darauf hingewiesen, daB die Schichtung 
der Atmosphäre daraus nicht so sehr von der allein bisher eingehend erforschten 
im Bereich des nôrdlichen Polarwirbels so sehr verschieden ist, als man zunächst 
glauben sollte, daB vielmehr die Schichtenfolge bis zu hohem Mae die 
gleiche ist. Nur die Stromungsrichtung der einzelnen Schichten, und die grôBere 
RegelmäBigkeit der untersten, die durch die gleichmäBigere Erwärmung der Was- 
serflächen des Oceans erklärlich wird, bildet einen Unterschied. 

30. März 09 a. m. Unten still. Ci-str ziemlich schnell aus ESE, über der 
See meist wolkenlos. Über dem Gebirge stationäre dicke Mittagscumuli, schwach 
nach NW geneigt. Mittags Gewitter (@, [K) Bew. 8172, cu und ni zwischen 500 
und 2000 sehr langsam aus W. A-str stehen still. 

81. März 09. Untere Wolken (cu, fr-cu) aus SE; a-str und a-cu bei ca. 
2000 aus SSW. Tagsüber heiter bei umlaufenden schwachen Winden. 

1. April 09. Cu, Basis 500, Kôpfe wechselnd bis 2000, oben nach NE 
vorgeweht, mit ca. 3—4 m/s aus SW. Darüber bei ca. 2000 a-cu, Bewegung 
nicht zu erkennen. Unten umlaufende schwache Winde. Tagsüber heiter. 

2. April 09. Unten nur Land- und Seewind, ersterer schon um 6 Abends 
schr frisch. Str-cu bei 2000 mit 3—4 m/s aus SE, ci mäBig schnell aus SE, 
Tagsüber heiter. 


h 
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3. April 09. Tagsüber heiter bei umlaufenden schwachen Winden. Ci 
mäfbig schnell aus SSE—S. Auf den Berggipfeln (700 m., Lanutéo) N-Wind 
10 m/s. Fast wolkenlos. Nachts nimmt die Bewôlkung zu, am nächsten Tage 
herrscht Bôenwetter aus N, bei meist schwachem Wind, und Regen. 

Bemerkungen. 

Auch im April finden wir die drei üblichen Schichten wieder. Die unterste 
(bis 1200 m) ruht, wie im März; die zweite, deren Mächtigkeit diesmal nur ge- 
ring geschätzt wurde, und zwar übereinstimmend auf 2000, strômt am 30. III 
mit nôrdlicher Komponente (aus SE?), am 31. III aus SW, am 1. IV ruht sie, 
am 2. IV zieht sie sehr langsam aus SE, am 3. IV ziemlich rasch aus N. 
Letzteres hat, wie im März, Bôenwetter zur Folge. 

Die oberste Schicht, deren obere Begrenzung die ci bilden, zieht am 30. III 
ziemlich schnell aus ESE, am 2. IV und 3. IV mäfig schnell aus derselben 
Richtung. 

5. Mai 09, 10a—11. Drachenaufstieg auf 500 m. Drache fliegt fort. Die 
Kurve zeigt adiabatische Temperaturabnahme und schwache Abnahme des Windes 
unter Linksdrehung. Wolken wurden nicht erreicht. 

Passat-cu zwischen ca. 800 (am Gebirge geschätzt) und ca. 1500 (sehr wech- 
selnd) aus NE mit ca. 6 ms. Später Türme und Regenschauer. Ci-str flott 
aus NW. 

6. Mai 09. Kein Drachenwind, cu iangsam aus W. A-cu (2000 m) ohne 
merkliche Bewegung, ci-str langsam aus NW. 

7. Mai 09. Still und heiter. Ci fehlen. Zeitweise schwacher SE. 

8. Mai 09. Vereinzelte Bôenwolken mit häufigen elektrischen Entladungen 
innerhalb der Wolke, und strichweisem Regen. 

Cu aus ENE, oben ausgeweht als a-cu oder a-str bei 2000 nach N (oben 
vermutlich Südwind); von ca. 2500 m an, wohin einzelne Kôpfe der cu gelangen, 
W- oder NW-Wind. 

Bemerkungen. 

Die Schichtenfolge ist diesmal unregelmäBiger, Die unterste (Passat)-Schicht 
zieht am 5. langsam aus ENE—NE, an den folgenden Tagen ruht sie. Sie reicht 
bis ca. 1000 m; die Bôen, welche sich in den letzten Tagen durch vereinzeltes 
Emporsteigen ihrer Luftmassen entwickeln, stoBen bis 2500 m durch. Die a-cu- 
Schicht, die auch hier nur niedrig ist (bei 2000 m) wird am 5. nicht beobachtet, 
sie ruht am 6., und zieht langsam aus S am 8. Die oberste Schicht da- 
gegen zieht diesmal, obwohl die Passatzeit längst eingesetzt 
hat, aus NW, und am 8. reicht sie wahrscheinlich von ca. 2500 m bis zur 
Hühe der Cirren. 

29. Mai 09, 9a—1p. 


L rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | Feucht. | Richt. | Geschw. 
0 | 29.9 90 | E | 9 
500 24.6 95 E 3 
1000 20.7 90—100 E 7 
1170 19.9 80.—90 E 6 


Ci-str ziehen aus WN W. Bew. 4—6°-1 cu (5-1) und ci-str (3°). Stôrungen wur- 
den nicht beobachtet, cu meist zwischen 900 und 1100. 
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2. Juni 09, 10a — 12. 


Hôhe | Ten | ral HD és 
0 29.0 | 90 E 9 
500 24.0 95 E 9 
1000 20.0 100 E 9 

1500 18.0 100 E 9 

1800 16.8 70— 80 E 8 


In Maximalhôhe reift der Aufstieg ab, weil ein Drache Kopfsprünge macht. Er 
fällt nach Safune (Upolu, 5 km WNW) wo er mit Boot gejagt wird. Der Luft- 
druck ist schlecht aufgezeichnet. Bewülkung 6 (4-1 cu, 3° ci) cu zwischen 900 
und 1500. Ciziehen aus WN W. 

Bemerkungen. 


Bei beiden Aufstiegen findet sich keine Beobachtung über die mittlere Schicht. 
Ob diese fehlt, läBt sich natürlich ohne weiteres nicht sagen. 

Am 29. Mai und 2. Juni zieht übereinstimmend die erdnahe Schicht als 
reiner Passat aus E; die oberste Schicht hingegen, die an den ci und ci-str an 
ibrer Oberfläche kenntlich wird, an beiden Tagen aus W N W. 


29. Juni 09, 10a— 12. 


PURE | Temp. Lui Rich." | Geschw. 
0 | 30.0 90 | ENE | 5—9 
500 25.0 95 SSE 9 
1000 20.0 100 SSE 8 
1500 16.5 100 SSE 6 
1830 15.4 | 90—100 NE 8 


Bew. 4—6 cu, a-cu. 


der Insel liegt. 


80. Juni 09. Still und heiter. 


aus E ziehen, 


Nur cu, die unentschieden, im Allgemeinen 


Erstere zwischen 1000 und 1500, letztere bei ca. 3000, aus 
NE ziehend. Bis 200 m ENE-Wind, wohl nur lokal, weil Apia auf der Leeseite 


1. Juli 09, 10a— 12. 


Hühe | Temp. | poccut. LS roue 
0 28.5 90 E 9 
500 | 235 95 E 9 
1000 18.5 100 ENE 8 
1500 16.6 80 E ? 6 
2010 | 15.0 | 100 | S 8 


cu 701 zwischen 1000 und 1200, darüber bis 1400 Isothermie. 
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Cirren aus SW. Die untere Grenze der zweiten Schicht wird vom Drachen er- 
reicht. Es ist bemerkenswert, daB die obere südliche Strômung, obgleich sie aus 
hôheren Breiten kommt, hôhere Temperaturen bringt. 


2. Juli 09, 11a—1p. 


Hôhe Riche. | Geschrr 
0 ENE 7—10 
+500 E 9 
1000 ESE 7 
1500 NE 6 
2000 NE 8 


Registrierung versagt; cu 5°-1 zwischen 800 und 1200, darüber starke Links- 
drehung. 


2. Juli 09, 3—41/p. 


. rel. Wind- 
Hohe  M Ten D Eredcut | | Rent. | Geschwr. 
0 30.0 | 90 | E CE) 
500 25.0 95 SE 8 
1000 22.0 100 SE 6 


1290 21.0 90 NE | 7—8 


Über den Passatwolken (800—1000) nur Abnahme des Temp.-Gefälles, aber keine 
Temp.-Umkehr. Apia liegt offenkundig auf der Leeseite der Inseln. Rechts und 
links sieht man die Wolkenmassen entlang ziehen, während es über dem Auf- 
stiegsorte wolkenlos bleibt. Der nächste Tag bringt Regen. 


Bemerkungen. 

Die zweite Schicht hat ihre normale Mächtigkeit und erstreckt sich, soweit 
die Beobachtungen das erkennen lassen, von rund 1000 bis rund 4000 m. Ihre 
Zugrichtungen sind 

29. VI. aus NE ca. 10 m/s 
BSOMNI EU? 

RATE SE NSNUEE DMAVÉ 
DANICE NE Sms 


Über die oberste Schicht liegen keine Beobachtungen vor. 


4. Aug. 09. Beobachtungen in Savaii, an den Dampfwolken des Vulkans. 


À Wind- 
Hôhe Richt. Geschw. 
0 SE 6 
500 5 
700 S) 4 
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Nachmittags schwere Regenwolken über der Hauptkuppe, Wolkenküpfe bis ca. 
5000 m, schwach nach N ausgeweht. 


4./5. Aug. 09. Beobachtungen auf dem Krater. 


; Wind- 
Hôhe Richt. | Geschw. 
0 | SW 3 
500 S 3 ; 


700 S | 4 
Gegen Morgen vereinzelt Regen, ni aus S bei ca. 1000 m. 


5. Aug. 09 In Savaii. 


& Wind- 
Hôhe | picht. | Geschv. 
Tr un 
500 € 

700 C 


Wolkenlos. In Apia umlaufende Winde. Fr-cu mit 4 m/s aus E bei 1000 m; 
a-cu (2000) aus S. 


6. Aug. 09. Zwischen Erde und 1000 m ESE-Passat, 3—4 m/s, verein- 
zelte Regenbôen. Oben Windabnahme oder Stille. — Der Land-(Nacht-)Wind er- 
streckt sich in diesen Tagen (Südwinter) auf der Nordseite der Inseln bis ca. 
5 km vor die Küste, in der Regel reicht er nur 2—3 km weit, bei einer durch- 
schnittlichen Stärke von ca. 1—2 m/s. 


30. Aug. 09, 9a—1p. 


à rel. Wind- 
Hôhe Temp. | peucht. | Richt. | Geschw. 
0 | 27.8 | 94 E ve 
500 23.0 94 E pet 
1000 21.5 50 ESE 5 


1420 19.2 55 | ESE | 5 


*Energischer vertikaler Luftaustausch. Zwischen 500 (Oberfläche der Passat- 
schicht ?) und 600 geringe Inversion. Str-cu zwischen 1200 und 1500 aus ESE 
mit ca. 6 m/s. Luft auBergewübnlich durchsichtig. 


Die Aerologischen Ergebnisse im Jahre 1909 am Samoa-Observatorium etc. 11b 


81. Aug. 09, 9a— 12. 


rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | eucht. | Richt. | Geschw. 
| 
0 27.2 93 E 6—9* 
500 29.5 90 EzN 6—7* 
1000 19.0 90 ESE 5 


1380 | 17.2 50 ESE 6—7 


*Lebhafter vertikaler Luftaustausch. Str-cu zwischen 1100 und 1200, darüber 
keine Temperaturumkehr, aber Feuchtigkeitsfall und Windzunahme. Die Wind- 


richtung bei 500 m ist wohl lokal durch die Berge hervorgerufen. Luft aufer- 
gewühnlich durchsichtig. 


1. Sept. 09. 9a—1p. 


Hot ER ENG uche, 
0 pm nt 2 
500 | ENE 8 
1000 | E 8 
1500 | EzN 7 
2000 | ENE 6 


Registrierung versagt. Cu zwischen 1000 und 2000, Kôpfe zu einer glatten Fläche 
bei 2000 m ausgebreitet. Darüber starke Linksdrehung und Windabnahme, ver- 
mutlich auch Temperaturumkebr. 


2. Sept. 09, 9a— 12. 


2 rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | Feucht. | Richt. | Geschw. 
0 28.0 88 E 6—8 
500 | 23.0 75* | EzN 7 
1000 18.0 90 E : 


1180 | 16.9 | 95 | ENE | 4 
*lokal, in Lee über dem Lande. Diesig, wolkenlos. Morgens cu bzw. str-cu 


zwischen 1200 und 1500. Mäfiger vertikaler Luftaustausch. Typischer Passattag. 
Nachts zuvor 18°. (Absolutes Minimum in Apia ist 170.) 
Bemerkungen. 

Die 4 Aufstiege August bis Sept. 09 liefern nur Beobachtungsmaterial über 
die untersten beiden Schichten. Die Passatschicht strômt in allen Fällen aus E 
bis ESE, darüber herrscht Windabnahme. 

Bemerkenswert ist die Beobachtung vom 1. Sept. Auch hier finden wir 
eine zweite Schicht, bis 2000 m reichend, an der Oberfläche begrenzt durch 
str-cu, und bhier finden wir oberhalb dieser Schicht Nordwind an- 
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gegeben. Es ist nicht ausgeschlossen, daB eine analoge Schichtung auch früher 
vorhanden war, aber durch vertikalen Luftaustausch, also Mischung zweier 
Schichten, verdeckt wurde. 
Die Neigung zur Schichtenbildung wird ja jetzt, im , Winter“ Samoa’s, nach 
Avalogie hôherer Breiten am grôBten sein. 
5. Okt. 09, 8—10a. 


Hôhe Temp. Foncht. D un 
0 29.5 90 E 7 
500 24.5 95 E 8 
1000 19.5 98 E 9 
1500 17.5 90 EzN 6 
1870 -16.1 90 ENE 6 


Bew. 4° cu zwischen 1000 und 1200 mit 8 m/s aus E, darüber geringe Stôrung ; 
1° a-str bei ca. 4000, sebr langsam aus ENE. 


6. Okt. 09, 8—10a. 


e rel. Wind- 
Hôhe | Temp. | ro. Richt. | Geschw. 
0 30.0 900/, E 7—10 
500 25.0 100 E 7—10 

1000 20.0 100—70 ENE 7 
1370 17.6 Abnahme?| ENE 6 
{Haar 
zerrissen) 


Bew. 4°? cu, zwischen 500 und 1000 bis 4000 wechselnd; häufig zu Bôenwolken 
sich umformend, mit lebhaftem vertikalem Luftaustausch (Kreisen des Drachens) 
und Regenschauern. 3° a-str mit Wogen, NW—SE streichend, bei ca. 4000 m, 
sebr langsam aus S W. 4° ci darüber, schnell aus SW. Die Streichrichtung der 
Wogen macht es wahrscheinlich, daB keine weitere Schicht mehr dazwischen 
liegt. Im vertikalen Luftaustausch Temperaturschwankungen bis zu 1°, 


7. Okt. 09. 8a—10a. 


Hôhe | Temp. Pa. a re. 
01293 | 88 | E 9 
500 | 24.3 100 ENE 12 
1000 | 19.7 70 E 14 
1500 | 15.6 70 SE 10 
2200 | 12.9 37 ESE 6 


Bewülkung 6° cu, zwischen 500 und 600. Sonst wolkenlos. Kleine Storung 
bei 600, ferner Inversion von 14.3 auf 15.2 zwischen 1700 und 1800, verbunden mit 


Die Aerologischen Ergebnisse im Jahre 1909 am Samoa-Observatorium etc. 117 


sprunghaftem Feuchtigkeitsfall. In Maximalhôühe Luftwogen, durch Temperatur- 
schwankungen schün ausgeprägt. 
8. Okt. 09. 9a—11a. 


rel. Wind- 
Hôhe,| Temp. pencht, |" Richt. | Geschwr. 
0 | 29.8 | 88 E | 7 
500 | 248 | 100 E 7 
1000 | 20.9 90 ENE 6 
? 


1540 | 17.8 70 | NW 


Bew. 4°-! cu, meist 100 m dick, zwischen 500 und 600 (darüber Isothermie 
bis 800 und Feuchtigkeitsfall auf 70°), vereinzelt stofen die cu durch bis auf 
1400 m; a-cu aus NNE. Geringe Inversion zwischen 1400 (Hôühe der a-cu) und 
1540 ; neuer Feuchtigkeitsfall und anscheinend NW-Wind, in welchen der Drache 
aber nicht vollständig hineinzudrehen vermag. 


Bemerkungen. 
An allen 4 Tagen zog die unterste (Passat-)Schicht aus E. Ihre Mächtig- 

keit betrug am 5. X. 1200 

6. X. 1000 

7. X. 600 

8. X. 700m. Wir sehen also einen starken Sprung zwischen dem 
6. und 7. Das Gleiche zeigen die Beobachtungen über die zweite Schicht, wie 
folgende kleine Tabelle nachweist. 
rende Dicke ARE, 7 Er 
Mächtigkeit ee Zugrichtung 


Datum von | bis (rund) aus 


DuX | 1200 | 4000 | 3000 | ENE sehr langsam 
6. X 1000 | 4000 8000 SW , 9 
ne 600 | 1700 1000 SE 10 m's 

8. X 700 | 1400 700 | ENE 6Gm's 


Die einzige Beobachtung über Cirren, und damit über die hôchste der für 
den Meteorologen interessanten Schichten, gelang am 6.X. Die Cirren zogen 
schnell aus SW. 

8. Nov. 09. 8—10a. 


Hôhe |Temp.| rel.Feucht. | b; € | riche che. 
0 | 30.4 E MERE 7—9 
500 | 25.4 E 9 
1000 | 20.4 E 8 
1260 | 19.3 | 90—100 | E 3—4 
(schwankend) É 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1910. Heft 2. 9 
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Bewôlkung 5°-1 cu, Basis bei 1000, Kôüpfe meist bis ca. 1200 (flach), ver- 
einzelt bis 3000m. In grôBerer Hôhe werden die Kôpfe nach NE zurückgeweht, 
es scheint oben SW 1—3m/s zu herrschen. Ueber Savaii liegen stationäre cu-ni- 
Massen. Bei 1200 m scheint, nach der Abflachung der cu zu schlieBen, die Grenze 
zwischen der unteren E-Strômung und der oberen SW-Strômung mit geringer Un- 
stetigkeit der Temperatur zu liegen. 

4. Nov. 09. Unten tagsüber C. A-cu bei ca. 4000 ziehen mit ca. 6 m/s aus 
N. Vormittags 8—10 kurze schwere Regenbôe, aus N kommend, @’?, N 10 m/s, 
Bew. 102. Späâter cu, bewegungslos, zwischen ca. 1000 und 1200. 

5. Nov. 09. Unten tagsüber C. Cu-ni. Nachts zuvor schwere Regengüsse 
und Wettérleuchten. A-str (4°) mit 5—10 m/s aus N. 


6. Nov. 09. 10a—1p. 


Hôhe | Temp. posent. nr, Jr 
0 | 30.6 85 E 8 
500 | 25.6 90 EzN 9 
1000 |; 21.0 100 EzN 7 
1500 | 18.3 70 |[NEbisNNE| 7 
2030 | 13.2 100 NNE bis N 8 


Bew. 5—6!; 3: cu zwischen 900 und 1100, darüber Inversion um 0.6° bis 1200 
und Feuchtigkeitsfall auf 650/;; darüber 4°a-str, mit ca. 8m/s aus N ziehend; 
darüber 4° ci-str, mit 5—10m/s aus W kommend. In beiden beobachteten 
Schichten streng adiabatisches Gefälle der Temperatur mit der Hôhe. 

7. Nov. 09. Nachts zuvor schwere Regengüsse. Bewüôlkung im Laufe des 
Tages wechselnd zwischen 4° und 10? @':; cu-ni mit ca. 6 m/s aus ENE, 
zwischen ca. 1000 und meist 3—4000; darüber a-str, Bewegung nicht erkennbar; 
5° ci-str sehr rasch aus W. 


Bemerkungen. 


Der Passat im Anfang Oktober war schon nicht mehr ganz typisch, und 
nunmebr finden wir wieder analoge Verhältnisse wie am Ende der vorigen Regen- 
zeit. Die Passatschicht, die ôfter als in der eïigentlichen Passatzeit zur Ruhe 
kommt, reicht bis ca. 1200m. Die nächste Schicht weist allgemein eine bemer- 
kenswerte Konstanz auf. Sie zieht zwar am 3. langsam aus SW, an allen fol- 
genden Tagen aber ,programmgemäf"“ aus N, indem sie regelmäBig grobe Bôen 
verursacht. Die oberste Schicht zeigte, soweit sie durch Auftreten von Cirren 
zur Beobachtung gelangte, die nun schon nicht mebr selten zu nennende W-Strô- 
mung an. 

Eine dynamische Erklärung dieser oberen westlichen Strômung, die in- 
zwischen auch von einer Expedition des Kgl. Aeronaut. Observatoriums am Victoria 
Njanza beobachtet wurde, steht noch aus. 

Bisher hatte man eine Oststromung in grôBeren Hôhen in den Tropen als 
Folge der von NE und SE zusammentreffenden und aufsteigenden Passatstrô- 
mungen als so selbstverständlich betrachtet, daB man darüber versäumt hatte, 
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das theoretische Postulat durch Beobachtungen genügend zu belegen. Und nun 
scheint es fast, als ob in der weit überwiegenden Mehrzahl der Fälle 
in gro$en Hühen allgemein Westwind wie in den gemäBigteren Zonen herrscht. 

Einstweilen müssen wir uns mit dem negativen Resultat zufriedengeben, 
daB unsere bisherigen Vorstellungen von der allgemeinen Zirkulation der Atmo- 
sphäre sich in sehr wesentlichen Punkten nicht aufrecht erhalten lassen, ohne 
die Vorstellungen berichtigen zu kônnen. 

8. Nov. 09. In der Nacht vom 7./8. und am 8. tagsüber schwere Regen- 
güsse bei E-Wind. 

9. Nov. 09. 9—11a. 


k rel. Wind- 
Hôhe | Temp.| peucht. | Rich. | Geschw. 
0 | 29.5 | 94 E | 9 
500 | 24,5 98 EzS 10 

1000 | 21.0 100 EzS 


1210 | 20.0 |90—100 E 7 


Bewülkung 7, cu-ni, a-cu. 4: cu-ni, fast stationär, zwischen 800 und ca. 
8000; 1° cu, flach, zwischen ca. 800 und 1200 auf der See; 3°a-cu bei 3000, mit 
6m/s aus E ziehend. Hohe Wolken nicht vorhanden. 


10. Nov. 09 11a—1p. 


# rel. . Wind- 

Hôhe | Temp. Feucht. | Richt. | Geschw. 
0 | 29.0 95 | E 

500 | 26.0 60 E 


I © 


1000 | 21.0 90 ESE | 
1160 | 20.5 Les) ESE | 


Bew. 7°-2 cu-ni, cu, a-cu, ci-str. 2° cu-ni stationär über der Leeseite von 
Upolu. 1° cu (bei 400?) flach. 3° a-cu mit 5—8 m/s aus ESE bei 3000. 4° ci-str 
mäBig schnell aus WSW. Zwischen 400 und 500 Inversion von 25.0 auf 26.0 
und Feuchtigkeitsfall von 100 auf 60°. Weiterer Temperatursprung anscheinend 
in Maximalhôühe, verbunden mit neuem Feuchtigkeitsfall. 

10, Dez. Schwerer cu-ni, bis ca. 4000 m reichend, über der Leeseite Upolus. 
Nachmittags Gewitter und Regen. Morgens wolkenlos. Schwache umlaufende 
Winde. 

11. Dez. 09. Wie am 10. Dez. 

12. Dez. 09. Desgl. Der endlich nach 2tägiger Arbeit gefüllte (20 m° 
Fessel-)Ballon steigt nicht, weil das erzeugte Gas zu schlecht ist. 


9 * 
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Zusammenfassende Schlussbetrachtungen. 


Die meteorologischen Vorgänge, die, wenigstens in einer ge- 
wissen Regelmäfigkeit, sich nach der Entfernung vom Aequator 
anordnen, bleiben nicht stationär, sondern sie verschieben sich nach 
Norden und Süden, im allgemeinen dem Stande der Sonne mit 
einer Verspätung von rund 3 Monaten folgend. 

Die Facbliteratur hat deshalb als Ergänzung zu dem geogra- 
phischen die Bezeichnung ,meteorologischer Aequator“ eingeführt. 

Am besten werden wir diesen als die Linie relativ stärkster 
Erwärmung definieren kôünnen, relativ nämlich insofern, als wir 
dabei einen Punkt dieser Linie mit den übrigen Punkten desselben 
Längengrades vergleichen. 

Die Temperatur der Luft hängt durch die Vorgänge der Kon- 
vektion von der Erwärmung der Erdoberfläche ab. 

In erster Näherung erhalten wir ein Bild von der wirksamen 
Temperatur der Erdoberfläche, wenn wir die Temperatur des Ober- 
flächenwassers der See betrachten. Zu einer genaueren Kenntnis 
ist es notwendig, sich zu vergegenwärtigen, daB Länder und Ge- 
birgsmassen in tropischen Gegenden im Gegensatz zu mittleren 
und hohen Breiten im ganzen erhôhend auf die Lufttemperatur 
einwirken. 

Das Hinstrômen der Luft an die Linie relativ stärkster Er- 
wärmung findet nicht überall in gleicher Weise statt. Hierzu ist 
das absolute Maf der Erwärmung auf dem meteorologischen Aequator 
zu verschieden, ganz abgesehen von zeitlichen Schwankungen. 

Die Segelanweisung bemerkt über diesen Punkt für die Um- 
gebung Samoa's folgendes : 

» Die endlose Wasserfläche zwischen Australien and Südamerika 
zerfällt in zwei Hälften, von denen die ôstliche fast aller Inseln 
bar, die westliche dates besonders innerhalb des Wendekreises, 
mit einzelnen Inseln, Inselgruppen und Riffen übersät ist. Diese 
Inseln, zusammen doppelt so gro8 als Bayern, aber kleiner als 
ein Viertel von Neu-Guinea, bilden nur einen verschwindenden 
Bruchteil der umgebenden Wasserfläche, aber trotzdem üben sie 
durch ibre Menge, Verteilung und Lage innerhalb der Tropen einen 
groBen EinfluB aus, der sich weithin geltend macht.“ 

Der meteorologische Aequator läuft im Südwinter, aus ENE 
kommend, über Tokelau südlich der Ellice-Gruppe nach WNW, im 
Südsommer zwischen Tonga und Samoa nach WSW: aber der 
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meteorologische Unterschied zwischen Nord und Süd ist an vielen 
Stellen geringer als der zwischen Ost und West. 

Auch für Samoa werden also verallgemeinernde Schliüsse aus 
meteorologischen Beobachtungen auf die Vorgänge in einem ide- 
ellen Passat nur mit Vorsicht gezogen werden dürfen, unter steter 
Erinnerung, daf wir in Samoa nicht in einem reinen Passatgebiet 
liegen, das durch südnôrdliches Druckgefälle erzeugt ist, sondern 
da, vielleicht superponiert über dieser Erscheinung, sich ein ost- 
westliches Druckgefälle bemerkbar macht, erzeugt durch den 
Gegensatz des inselfreien Meeres im Osten zu dem inselerfüllten 
im Westen. 

Allerdings sind ähnliche Erwägungen wohl in allen Punkten 
irgend eines Passatgebiets anzustellen. 

Bevor modernere Forschungsmethoden in die Meteorologie 
Eingang gefunden hatten, waren die Vorstellungen über den Passat 
sehr einfacher Art. 

Man dachte sich, daf eine Luftschicht von einigermafen gleich- 
fôrmiger Mächtigkeit auf den Aequator zustrômte, eine Trägheits- 
bahn beschreibend. Am Aequator sollte dann ein gemeinsames 
Aufsteigen stattfinden, und Zurückstrômen in grôBerer Hôühe. 

Für Samoa hätte man bei Ost-Wind unten, der durch die Lage 
des meteorologischen Aequators erklärt ist, in der Hôhe einen NE 
bis E erwarten sollen. 

Aus den Drachen- und Wolkenbeobachtungen ergibt sich in 
runden Zahlen, daf eine ,Passat“schicht bis rund 1000 oder 1200 m 
reicht; darüber, mit wechselnder Mächtigkeit, zieht die Luft aus 
sehr verschiedener Richtung, im allgemeinen nach SW, wie theo- 
retisch erwartet. Die Oberfläche dieser zweiten Schicht liegt bei 
2—4000 m. 

Ab dies der Antipassat ist, oder vielleicht nur eine von der 
Wetterlage abhängige Zwischenschicht, läft sich nicht mit Sicher- 
heit angeben. 

Die meiste Verwunderung muf die darüber liegende Strômung 
erregen, deren Oberfläche durch die Cirren bei 10—15000 m ange- 
deutet wird. Es ist natürlich nicht ausgeschlossen, das sie ge- 
legentlich bei stabiler Schichtung zum Ausgleich horizontaler Tempe- 
raturdifferenzen Unterschichten bildet, indessen werden wir uns 
doch für berechtigt halten dürfen, sie im grofen und ganzen als 
ein Einheitliches zu betrachten. Sie ziehtauch in der Passat- 
zeit aus W—NW, während man am meteorologischen Aequator 
in groBen Hôhen einen Ost-Wind hätte erwarten sollen. 
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Die Dynamik dieser Schicht wird man einstweilen als unauf- 
geklärt betrachten müssen. 

Es sei darauf hingewiesen, da, abgesehen von der Strômungs- 
richtung und Geschwindigkeit, nunmebr anscheinend in allen 
Breiten die Dreischichtung der Atmosphäre bis zur Hôhe der Cirrus- 
Wolken beobachtet ist')}, wobei der Charakter der Schichten in 
allen Breiten derselbe bleibt: an der Erdoberfläche eine Strômung 
mit mehr oder minder ausgeprägter unmittelbarer Abhängigkeit 
von der Erde, also vertikalem Luftaustausch (Erwärmung) oder 
Erdboden-Inversion (Abküblaung). An ihrer Oberfläche geht die 
cu-Bildung vor sich. Darüber liegt eine Schicht, welche sich teils 
im Absteigen befindet, wie aus ihrer häufigen Trockenheit ge- 
schlossen werden kann, teils die aus der unteren Strômung sich 
entwickelnden Regenwolken aufnimmt, und hierüber ein meist 
wolkenfreier mächtiger Strom. Bemerkenswert ist die verhältnis- 
mäBig groBe GleichmäBigkeit in der Mächtigkeit der Schichten in 
allen Breiten und zu allen Zeiten. 

Einen weiteren Strom oberhalb der Cirrus-Wolken, der bisher 
überall übereinstimmend gefunden wurde, haben wir dabei fortge- 
lassen. Er scheint kein direktes meteorologisches Interesse zu 
haben, da er ohne Zusammenhang mit den unteren Schichten ist. 
Er ist erheblich zu warm (relativ), als daB Luftmassen aus diesen 
in ihn hineindringen kônnten. So schwimmt er als leichtere kos- 
mische Decke auf den kälteren, dichteren Luftmassen, die von der 
Erde abgekühlt und erwärmt werden. Seine Basis scheint in po- 
laren Breiten bei 6—7000, und in aequatorialen bei rund 15000 m 
zu liegen. Seine Temperatur wird durch Strahlung, nicht durch 
Konvektion bestimmt. 

Regenwolken, wie überhaupt die Hauptwolkenmassen, gehôren 
in Samoa, analog den mittleren Breiten, im wesentlichen den beiden 
untersten Schichten an, und nur vereinzelte mächtige cu-ni, die 
sich infolge der Erhitzung der gebirgigen Inseln über diesen bil- 
deten, sah man bis in die Hôhen von b—7000m sich erstrecken. 
Im allgemeinen aber scheinen diese Hôhen ganz wie in mittleren 
Breiten, ziemlich wolkenfrei. zu sein, abgesehen von der dünnen 
Cirrus-Decke an ihrer Oberfläche. Die Cirri werden heute wohl 
allgemein als die ausgebreiteten Kôüpfe der cu-ni gedeutet?). Ein 


1) In polaren Gebieten erst neuerdings durch meinen Bruder Dr. Alfred 
W egener, an der Nordostküste Grônlands, auf ca. 77° Nordbreite. 
2) Vgl. De Quervain, Meteorol. Zeitschrift 1908, 451 ff. 
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vertikaler Luftaustausch zwischen diesen Hühen und der Erdober- 
fläche existiert in der Breite von Samoa anscheinend nur in se- 
kundärer Form. 

Bei dem Heranstrômen der Luft an die Stelle stärkster Er- 
wärmung und bei dem Aufsteigen dürfen wir uns, wie aus den 
Beobachtungen hervorgeht, nicht einen gleichmäBigen allgemeinen 
Vorgang denken, vielmehr findet das Heben nach oben in die 
»rückkehrende“ Antipassatschicht ruckweise in Büenwolken statt. 

Die Dynamik des Vorganges sei an einem Beispiel vor Augen 
gefübrt. 

Ueber einer nicht kondensierenden Passatschicht von 1000 m 
Mächtigkeit und adiabatischem ‘) Temperaturgefälle (1.0° pro hundert 
Meter, wie wir es ja in allen Beobachtungen finden) ruhe eine 
stabil gelagerte zweite Schicht von 0.7° Temperaturgefälle. 

Innerhalb der Passatstrômung mit ihrem adiabatischen Tem- 
peraturgefälle würde ein leichter AnstoB genügen, um ein Luft- 
volumen vom Boden bis an die Oberfläche steigen zu lassen; es 
kühlt sich beim Aufsteigen ja adiabatisch ab, d. h. in unserm Fall, 
unter der Voraussetzung, daB keine Kondensation stattfindet, um 
1° pro hundert Meter, und hat so überall die gleiche Temperatur 
und das gleiche Gewicht wie die Umgebung. 

Das analoge ist bei sinkenden Luftvolumina der Fall. — Der 
erforderliche leichte AnstoB wird durch zwei Faktoren geliefert, 
einmal dadurch, daB die Passatstrômung von kühleren zu wär- 
meren Meeresteilen strômt, und dauernd eine geringe Überwär- 
mung der untersten Luft eintritt; und ferner durch die wirbelbil- 
dende Reiïbung der Luft an der Erdoberfläche. So wird der Passat- 
strom unaufhôrlich durcheinander gemischt. 

In der oberen Schicht hatten wir ein Temperaturgefälle von 
0.7° pro 100 m angenommen. Bewegen wir ein Luftvolumen dieser 
Schicht um 100 m aufwärts, so wird es sich hierbei — alles unter 
Voraussetzung des Trockenstadiums — um 1° abkühlen, ist also 
um 0.3° kälter wie die benachbarte Luft, mithin schwerer, und 
wird demnach wieder auf seine frühere Stelle zurücksinken. Be- 
wegen wir es unter der gleichen Bedingung abwärts, so wird es 
sich um 1° erwärmen, also 0.3° wärmer sein als seine Umgebung, 
und demnach ebenfalls auf seine frühere Stelle zurückstreben- 


1) Für dies und das folgende s. Neuhoff Adiabatentafeln, Abhandl. d. Kgl. 
Preus. Met. Instituts Band I, No. 6, Berlin, sowie Bezold Ges, Abh, a. d. Geb, 
d. Meteorologie u. d. Erdmagn., Braunschweig 1906. 
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Eine solche Schicht, in der also das Spiel auf und niedersteigender 
Strôme ausgeschlossen ist, ist stabil geschichtet, stabil auch gegen- 
über der unteren Passatschicht, für’ deren Mischungsvorgänge sie 
eine scharf definierte obere Begrenzung bildet. Ob nun noch an 
der Berührungstelle ein Temperatursprung oder eine Inversion 
liegt, ist an und für sich unwesentlich. Nur wird in diesem Fall 
auch das vorübergehende Eindringen hochsteigender (durch 
Trägheit) Luftvolaumina mehr oder minder erschwert. 

Für die Entstehung des langsamen Temperaturgefälles in 
mittleren Schichten môge man berücksichtigen, daf diese Schichten 
häufig mit Wolken erfüllt sind. Fallen letztere in Form von 
Regen heraus, so bleibt zunächst eine dampfgesättigte Schicht mit 
unverändertem Temperaturgefälle (der Kondensationsadiabate) be- 
stehen. Senkt sich die Schicht dann auch nur wenig, so wird aus 
dem früher indifferenten Gleichgewicht ein stabiles im Trocken- 
stadiam. Dazu kommt die temperaturausgleichende, stabilisierende 
Wirkung der Regentropfen und die Temperaturleitung selber 
innerhalb der Schicht. 

Die Kondensationsbasis für die Luft der untersten Schicht 
liege bei 1100m. Nun komme die untere strômende Passatschicht 
über ein Inselchen, auf dem die Temperatur der Erdoberfläche um 
0.5° hôher sei. Dann wird auch die darüber hinstrômende Luft 
diese Temperatur annehmen: sie wird leichter als ihre Uumgebung 
und steigt empor. (Vgl. Tabelle). 


hand Temp. d. 
Host VF Rens aufsteig. 


4 (Auftrieb 
is Volumens pere 


0 28.0 28.5 0.5 
1000 18.0 18.5 0.5 
1100 17.3 17.5 0.2 Min. (krit. Punkt) 
2000 11.0 13.5 2.5 


Bei 1100 m wird sie nur noch 0.2° wärmer sein als die be- 
nachbarte Luft, aber nun tritt Kondensation ein, und der 
Auftrieb der sich nun nach der Kondensationsadiabate, also nur 
sehr langsam beim Steigen abkühlender Luft (eine Folge der frei 
werdenden sogenannten Verdampfungswärme) gegenüber der Nach- 
barschaft nimmt nun beständig zu, wie die kleine Tabelle dies an 
einem Beispiel zeigt; bis das Temperaturgefälle der erreichten 
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Schichten sich verlangsamt, oder Verdunstung und Reïbung dem 
weiteren Emporstreben ein Ende bereiten. 

Es ist wohl klar, daf die Zahlen in jedem einzelnen Fall ver- 
schieden aussehen werden. Bei langsamem Temperaturgefälle der 
oberen Schicht, verbunden vielleicht mit einer Inversion, oder bei 
hoch gelegener Kondensationsbasis mag die Wolkenbildung aus 
der unteren Schicht überhaupt unterdrückt werden. Kommt die 
Luft aber über ihren kritischen Punkt hinweg, so wird die Er- 
scheinung wie ein Saugrohr oder ein Schornstein wirken, und auch 
weniger stark erwärmte Luft der Umgebung unten am Erdboden 
wird herangezogen und in die Hôhe gefürdert werden. Es ist 
dann nicht mehr erforderlich, daf die von unten nachsteigende 
Luft den kritischen Pankt (in unserm Fall bei 1100 m) selbst zu 
überwinden vermag: die über ihr steigende Luft saugt nach; sie 
selbst wird durch die Wirkung der Trägheit weiter getrieben, 
während die seitwärts des kritischen Punktes gelegenen Volumina 
sich nicht zusammenschlieBen, sondern ebenfalls infolge Trägheit 
verharren, und in grôüBerer Hühe gewinnt sie ja an Auftrieb, um 
diese Saugwirkung selbst übernehmen zu künnen. — Das Gesagte 
wird ausreichen, um die Wirkungsweise der grofen Bôen zu er- 
klären. Die bedeutenden Regenmengen der tropischen Bôen und 
Gewitterwolken werden verständlich, wenn man die hohen Tem- 
peraturen berücksichtigt neben der geringeren Stabilität der 
Schichtung. Bei einer Temperatur von 25° unten, wie sie Samoa 
ziemlich gleichmäfig aufweist, und einer Kondensationsbasis von 
1000m, wie sie wohl mittleren Verhältnissen im Passat entspricht, 
sind im kg Luft rund 15g Wasser in Dampfform enthalten, wäh- 
rend man in mittleren Breiten auf rund 5g pro kg Luft rechnen 
kann. 

So werden die Luftmassen der Passatstrôomung auf ihrem 
Wege zur Stelle stärkster Erwärmung stoBweise gehoben, und 
man darf sich nicht eine schematische untere, dem meteorologischen 
Aequator zustrebende Schicht denken, und darüber eine von dort 
zurückkehrende, vielmehr tritt während des Strômens eine mehr 
oder minder starke Mischung der Schichten und fortgesetzte Zer- 
storung der sich immerfort neubildenden Antipassatschicht ein, die 
beim Absteigen trocken und relativ warm zu werden strebt. 

Anstelle der aufsteigenden, meist energische Regen nieder- 
sendenden Luftmassen müssen nun entweder andre herabstürzen, 
oder die unterste Schicht muf mehr zusammensinken. 

Letzterer Fall dürfte im allgemeinen in der eigentlichen Passat- 
zeit eintreten, zu der die untere Passatschicht aus relativ kalten, 


G) 
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die mittlere Schicht aus wärmeren, und die oberste aus sehr warmen 
Gegenden stammt. ' 

Man kônnte meinen, da8 der Ursprung jedenfalls der oberen 
beiden Schichten gleichgültig ist, da sie bei stabiler Schichtung 
unabhängig vom, Erdboden bleiben. Hierauf wäre zu erwidern, 
daf die Geschwindigkeiten der oberen Schichten nur klein sind, 
sodaf jeder TemperatureinfluB auf dem langen Wege sich ziemlich 
stark geltend machen wird, und ferner, daf auch die vereinzelt 
emporstoBenden Büenkôpfe, ohne daB sie die Schichtung selbst 
zerstôren, einen TemperatureinfluB der Erdoberfläche und der un- 
tersten Luftschicht auf die oberste, wenn auch durch Temperatur- 
inversionen von dieser getrennte zustande bringen kônnen. Daher 
erscheint es môüglich, daf$ auch der Zustand einer stabil gelagerten, 
scheinbar von der Erde unabhängigen Luftschicht in geringem 
Mae von dem durchmessenen Wege beeinfluBt wird. 

In der Passatzeit ist die Lagerung der obersten Schicht ver- 
hältnismäfig stabil. Auch regnerische Bôüenwolken, die eine ener- 
gische Hebung der Passatluftvolumina in die zweite Schicht und 
ein Zusammensinken der ersteren Strômung herbeiführen, vermügen 
in dieser Zeit nicht in den obersten Strom einzudringen. Sie 
breiten sich an seiner unteren Begrenzungsfläche zwischen 2000 
und 4000 m aus. 

Anders in der sogenannten Regenzeit, also dem Südsommer. 
Hier kommt die oberste Schicht aus relativ kalten, die unterste 
dagegen aus warmen Gegenden, sodaf die Neigung zu labilem 
Gleichgewicht vorhanden ist. Wenn in dieser Zeit ein Empor- 
dringen der erdnahen Luft in die oberste Schicht stattfindet, so 
stürzen die Luftmassen dieser, Richtung und bis zu gewissem MaBe 
auch Geschwindigkeit beibehaltend, als schwerer W bis N auf die 
Erde herab; hierbei scheint mir ein Vorgang wie bei dem vorhin 
geschilderten Beispiel (Saugrohr), nur in umgekehrter Richtung, 
vorzuliegen. Das wären etwa die Erscheinungen, die als Unter- 
brechung des Passats der sogenannten Regenzeit mit ihren meist 
nur kurze Zeit währenden, aber oft tagelang rasch aufeinander 
folzenden Regenbôüen ihr Gepräge geben. 

Wir hatten weiter oben die Frage offen gelassen, ob in dem 
Zustand der obersten Luftschicht eine Aenderung anzunehmen ist, 
oder ob das Südwärtsgehen der Sonne und die stärkere Erhitzung 
der Erdoberfläche auf 14° Südbreite allein schon genügenden Grund 
gibt zu labilem Gleichgewicht. 

Um hierüber einen Überblick zu bekommen, benutzen wir die 
Angaben der Verôffentlichung des Samoa-Observatoriums, die die 
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bisherigen meteorologischen Ergebnisse enthält. (Ergebnisse der 
Arbeiïten d. Samoa-Observ. d. Kgl. Ges. d. Wiss. z. Güttingen IL. 
1908, Abhandl. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen. Math.-phys. 
KI. Neue Folge Band VIII Nr. 2.) 

Dort finden wir als mittlere Luftdruckschwankung im Laufe 
eines Jahres 3.5 mm, als zugehôrige Temperaturschwankung am 
Observatorium 1.4. Ein Blick in die Hôhentabelle zeigt uns, daf 
wenn die Temperaturschwankung bis ca. 1000 m gereicht hat, die 
zugehôrige Luftdruckschwankung von 3.5mm durch sie erklärt 
ist. Wenn nun auch die Temperaturschwankung in 1000m Hôhe 
wahrscheinlich etwas geringer gewesen sein wird als 1.40, so daf 
eine geringere Temperaturschwankung noch erheblich hôher hin- 
aufgereicht hat, so künnen wir immerhin sagen, daf die Luft- 
druck- und Temperaturbeobachtungen es unwahr- 
scheinlich machen, da eine Aenderung der Tempe- 
ratur in mehr als 3000m Hôhe stattgefunden hat. Da 
wir nun andererseits wissen, daB viel grôBere Hôhen in der Regen- 
zeit von den Bôenwolken erreicht werden, und auf diese Weise 
die Temperatur vom Boden aus erhôht wird, so ist wohl der Schluf 
berechtigt, daf die ursprüngliche Temperatur der obersten Schicht 
im Südsommer niedriger ist als im Südwinter, da sie aber durch 
die emporstofenden Bôenkôüpfe auf die Temperatur in letzterer 
Jahreszeit erhôht wird. 

Wir kônnen demnach mit einiger Wahrscheinlichkeit die erd- 
nahe Schicht für die ausschlaggebende halten. Sie bildet den 
Passat, und ihre Überhitzung gibt den AnstoB zu den NW-Bôen 
der Regenzeit. 

Fassen wir nun zum Schlu die Resultate über die allgemeine 
Zirkulation zusammen. 

1. Bemerkenswert ist an der erdnahen Schicht, daB sie ihre 
Strômungsrichtung im wesentlichen auch in der Regenzeit beibe- 
hält'!}, zu der die Sonne südlich von Samoa steht. Das hängt 
vielleicht damit zusammen, daB das ziemlich unverändert bleibende 
ost-westliche Luftdruck- und Temperaturgefälle so stark ist. Sie 
weist auch in Samoa in der unmittelbaren Nähe des meteorologischen 
Aequators die gleiche Mächtigkeit auf, die im NE-Passat dicht bei 
den RoBbreiten gefunden wurde. 

2. Die ihr entsteigenden Luftvolumina werden von einer 
zweiten (Antipassat-)Schicht aufgenommen, die von ca. 1000— 


1) In den gelegentlichen W- und N-Bôen sahen wir Einflüsse fremder 
Schichten. 
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4000 m reicht. Diese Schicht strômt entsprechend ihrer grôferen 
Mächtigkeit nur langsam nach Süden. Als südnôrdliche Kompo- 
nente des SE-Passates kann man im allgemeinen wohl 2—3 m/s 
annehmen, abgesehen von der lokalen Unregelmäfigkeit in Samoa. 
Werden die Passatvolumina in einer Schicht von der dreifachen 
Mächtigkeit südwärts geführt (Antipassat), so müfte theoretisch 
als Südkomponente dieser Strômung eine Geschwindigkeit von 
1 m/s erwartet werden. Das entspricht gut den Beobachtungen. 

Nun liegt es auf der Hand, daf bei einer so geringen Ge- 
schwindigkeit schon geringe, lokal auftretende Kräfte imstande sein 
werden, die Strômungsrichtung gelegentlich ganz zu verkehren. 
Das ist so selbstverständlich, daB wir eine besondere Erürterung 
über die häufigen Schwankungen in der zweïten Schicht 
nicht für erforderlich halten. 

Wir erinnern uns, da Herr Hergesell über dem NE-Passat 
des atlantischen Ozeans eine Schicht fand, deren Trockenheit auf 
ein Absteigen schlieBen lieB, deren Strômungsrichtung aber, und 
diesmal bei der Mehrzahl der Beobachtungen, nach Süden statt 
nach Norden wies. Herr Hergesell nannte diese Schicht den 
»relativen“ Antipassat. 

In der Tat wird bei dem Antipassat des atlantischen Ozeans, 
der theoretisch nach Norden mit etwa 1 m/s strômen sollte, ebenso 
leicht wie bei dem Antipassat in Samoa die Strômungsrichtung 
durch lokale Einflüsse geändert werden kônnen. 

Herr Hergesell stellte seine Untersuchungen in der Nähe 
des nordafrikanischen Kontinents an. Dieser wird erheblich stärker 
erhitzt, als die benachbarte See, und erzeugt analog europäischen 
Tiefdruckgebieten ein lebhaftes Südwärtsstrômen der Luft auf See. 

Hierdurch wird die Passatstrômung verstärkt und die Anti- 
passatstrômung leicht umgekehrt werden kônnen. 

Es ist bekannt, daB die Untersuchungen Herrn Hergesells 
auf Widerspruch, unter anderm von seiten Herrn Teisserenc de 
Borts gestoBen sind: nach reiflicher Ueberlegung kônnen wir in- 
dessen nicht umhin, der Meinung Herrn Hergesells beizustimmen. 
Die von ihm eingeführte Bezeichnung eines relativen Antipassats 
wäre in Samoa allerdings im allgemeinen nicht anzuwenden, sie 
wäre vielmehr zweckentsprechend auf die einzelnen Fälle zu 
beschränken, wo die Schicht in andrer als der normalen Richtung 
strümt. 

3. Ueber die oberste beobachtete Schicht von 4—15000 m 
läft sich nichts bestimmtes aussagen. Die Beobachtungen zeigten 
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nie, da sie wesentlich mit Wolken erfüllt gewesen wäre. Es ist 
aber müglich, daf dieser Fall nur eintritt, wenn sie durch darunter 
liegende Wolken verdeckt ist. 

Denn vermutlich ist auch sie, wenn auch in geringerer Weise 
als die beiden untersten Schichten, an dem Ausgleich der Gleich- 
gewichtsstôrungen der Atmosphäre beteiligt, die durch die un- 
gleiche Erwärmung der Erdoberfläche hervorgerufen werden und 
die die Grundlage aller meteorologischen Vorgänge bilden. 


Konforme Abbildung der Oberfläche einer 
räumlichen Ecke. 


Von 
Robert Kôünig. 


Vorgelegt von Herrn Hilbert in der Sitzung am 26. Februar 1910. 


Ich môchte hier kurz auseinandersetzen, wie auf Grund des 
Dirichlet’schen Prinzips — in der von Hilbert streng be- 
gründeten') und neuerdings modifizierten?) Fassung — die Er- 
ledigang des allgemeinen Eckenabbildungsproblems gelingt, dessen 
Bedeutung für die Riemann’sche Funktionentheorie hinreichend be- 
kannt ist ?). 

Es sei also ein einfach zusammenhängender, von einer ge- 
wübnlichen Kurve berandeter Bereich & gegeben, der von einer 
endlichen Anzahl regulär analytischer Flächenstücke gebildet wird, 
welche in einem Punkte E zusammenstoBen. Ich setze dabei voraus, 
daB jedes einzelne Flächenstück mit einem von Null verschiedenen 
Winkel an E heranreicht. Den zweifach zusammenhängenden Be- 
reich, der aus dem nicht abgeschlossenen Gebiet & durch Fort- 
nahme des Eckpunkts entsteht, bezeichne ich der Kürze wegen 
mit 4. 


1) D. Hilbert, Über das Dirichlet’sche Prinzip. Math. Ann. Bd. 59. 

2) D. Hilbert, Zur Theorie der konformen Abbildung, Gôüttinger Nach- 
richten 1909 (p. 314—323). S. auch P. Koebe: ,Über die Hilbert’sche Unifor- 
misierungsmethode“, Gütt. Nachr. 26. Februar 1910. 

8) Eine Methode zur Lôsung des allgemeinen Eckenabbildungsproblems hat 
zum ersten Mal P. Koebe in seiner Note ,Konforme Abbildung der Oberfläche 
einer von endlich vielen regulären analytischen Flächenstücken gebildeten kürper- 
lichen Ecke auf die schlichte ebene Fläche eines Kreises“, Gôttinger Nachrichten 
1908, skizziert. 
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Das Problem, den Bereich & (präziser: das Innere von &) kon- 
form — im Eckpunkt selbst nur stetig — auf die schlichte, mit 
einem geradlinigen Schlitz versehene Ebene abzubilden, ist offenbar 
aequivalent mit der Auffindung einer eindeutigen komplexen Funk- 
tion des Ortes auf der Fläche U+iV, welche in einem Punkt O 
von & einen Pol erster Ordnung besitzt, sich sonst in © regulär 
verhält, im Eckpunkt stetig ist und deren Imaginärteil V auf dem 
Rande einen konstanten Wert hat. 

Die Untersuchung gliedert sich in zwei Teile. Der erste be- 
trifft den Existenzbeweis für den Realteil U, der zunächst nur in 
& definiert wird; der zweite den Nachweïs, daB die komplexe 
Funktion, deren Realteil U ist, auf dem Rande und vornehmlich 
im Eckpunkt das gewünschte Verhalten zeigt. 

Ad 1) gilt der Satz: Es existiert in @ eine eindeutige Po- 
tentialfunktion U, welche daselbst überall regulär ist ausgenommen 
den O-Punkt, wo sie in vorgeschriebener Weise von der ersten 
Ordnung unendlich wird und für welche das Dirichlet'’sche 
Integral 


Jf2, U. do 
R* 


ein Minimum wird. 4, U bedeutet hierbei den bekannten Bel- 
tramischen Differentialparameter erster Ordnung, do das Flächen- 
element von &, und &* einen Bereich, welcher aus & dadurch ent- 
steht, daf man die Umgebung des 0-Punktes durch eine analytische 
Kurve ausschlieBt. Zum Vergleich sind nur solche Funktionen 
zugelassen, welche auf dieser Kurve dieselben Werte wie U an- 
nehmen. 

Was den zweiten Teil anlangt, so stellt sich zunächst als 
direkte Folge der Minimaleigenschaft von U heraus, daf der zu 
U gehôrige Imaginärteil V die oben geforderten Eigenschaften, 
insbesondere der Eindeutigkeit und Stetigkeit im Eckpunkt, be- 
sitzt. Vorallem handelt es sich aber um die Entschei- 
dung der Frage, ob auch der Realteil U selbst im 
Eckpunkt sich bestimmt verhält oder, wenn wir die 
durch die komplexe Funktion U+iV vermittelte Abbildung des 
Bereiches & auf die U-V-Ebene betrachten, ob sich der dem 
Eckpunkt entsprechende Schlitz auf einen Punkt re- 
duziert!) 


1) Auf diesen Nachweis geht Herr P. Koebe 1. c. nicht ausführlich ein. 
Die mir nach Beendigung meiner Untersuchungen durch mündliche Mitteilung be- 
kannt gewordene bezügliche Methode des Herrn Koebe ist von der meinigen we- 
sentlich verschieden. 
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Da$ dem in der Tat so ist, zeige ich auf die Art, daB ich auf 
der Fläche eine Folge von Kurven C,, C,,..., C,, ... konstruiere, 
welche den Eckpunkt umschlieBen und sich im Limes für n — co 
auf diesen selbst zusammenziehen und für welche der Wert des 


Integrals f VZ,Uds gegen Null konvergiert. Dasselbe ist aber 


nichts etes als der Ausdruck für die Länge der Bildkurven in 
der U-V-Ebene und diese müBte, wenn der Schlitz die von Null 
verschiedene Länge a hätte, notwendig oberhalb der positiven 
GrôBe 2 a bleiben, was einen Widerspruch ergäbe. 

Wegen einer ausführlichen Darstellung verweise ich auf eine 
demnächst in den Math. Annalen erscheinende Arbeit. 


Gôttingen, Februar 1910. 


Ueber das Verhalten des Nervensystems nach 
Exstirpation der Extremitätenanlagen beim Frosch. 


Vorläufige Mitteilung einiger Ergebnisse. (Mit 5 Figuren.) 
Von 
Bernhard Dürken (Gôttingen). 


Vorgelegt von E. Ehlers in der Sitzung am 26. Februar 1910. 


Seit einiger Zeit beschäftigt mich eine Untersuchung, welche 
die Beziehungen der Extremitäten zur Ausgestaltung des Zentral- 
nervensystems, insbesondere des Gehirns bei Wirbeltieren zum 
Gegenstand hat. Diese Aufgabe enthält ein Doppeltes: einmal 
eine entwicklungsphysiologische Frage, die man als das morpho- 
genetische Problem hinstellen kann, dann einen morphologischen 
Teil, der vergleichend-anatomisch, aber auch experimentell zu- 
gänglich sein mu. 

Ich môchte nun hier nicht näher auf die einzelnen Probleme 
und die bei ihrer Behandlung auftauchenden Fragen eingehen, 
sondern nur kurz über einige vorläufige Ergebnisse berichten, wie 
sie bei Versuchen an Froschlarven zutage getreten sind, da der 
AbschluB der genannten Untersuchung erst in einiger Zeit zu er- 
warten ist. 

Wie sich schon aus vorhergehendem ergibt, suchte ich der 
Lôsung des Problems auf experimentell-entwicklungsgeschichtlichem 
Wege näher zu kommen. Die Versuche wurden im Frühjahr 1908 
an Krôtenlarven (Bufo vulgaris) begonnen, doch lieferten sie nur 
geringe Ergebnisse, da sie infolge äuferer Verhältnisse vorzeitig 
abgebrochen werden muften. Im Frühjahr 1909 wurden die Ex- 
perimente an Froschlarven (Rana temporaria) mit grôBerem Erfolge 
wiederholt, doch hat sich eine nochmalige Wiederholung, die im 
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Frühling dieses Jahres (1910) stattfinden soll, als notwendig heraus- 
gestellt. Die Versuche bestanden darin, daB môglichst frühzeitig 
den jungen Larven die kleinen Extremitätenknospen exstirpiert 
wurden; dabei bemühte ich mich, tiefergehende Verletzungen zu 
vermeiden, um eben nur die Extremitätenanlage zu entfernen. 
Erfolgte eine Regeneration, so wurde eine nochmalige, eventuell 
eine dritte Operation vorgenommen. Die Larven vertragen die 
Operation ziemlich gut, doch gehen namentlich nach Amputation 
der vorderen Beinknospe ‘sehr viele ein. Die Weiterzüchtung er- 
folgte teilweise bis zum vôülligen Abschluf der Metamorphose und 
darüber hinaus. Während die Ernährung der Kaulquappen ja 
gar keine Mühe verursacht, ist die genügende Fütterung der Tiere, 
sobald sie das Wasser verlassen haben, mit gro$en Schwierigkeiten 
verknüpft, zumal wenn durch das Fehlen einer oder mehrerer 
Extremitäten die Ortsbewegung des Tieres mehr oder minder 
beschränkt ist. Es gelang mir zwar, (operierte) junge Frôsche 
bis zu zwei Wochen nach Abschluf der Metamorphose am Leben 
zu erhalten, doch ist diese Zeit noch zu kurz, da die Markscheiden- 
entwicklung, welche für die Untersuchung von wesentlicher Be- 
deutung ist, in den meisten Teilen des Gehirnes kaum eben be- 
gonnen bat. 

Die Untersuchung erfolgte grôBtenteils an genau orientierten 
Querschnitten, doch ist erst ein verhältnismäfig kleiner Teil des 
vorliegenden Materials zu Präparaten verarbeitet. Hauptsächlich 
berücksichtigt werden sollen in dieser vorläufigen Mitteilung die 
Ergebnisse bei Amputation der linken Hinterextremität. 

Die Amputation der Anlage der linken Hinterextremität wurde 
ausgeführt in den Tagen vom 11.—19. Mai; das älteste zur Un- 
tersuchung benutzte Exemplar dieser Operationsserie wurde am 
12. August konserviert, sodaf$ es nach der Operation mindestens 
noch 85 Tage lebte. Die Länge der zu den Operationen benutzten 
Larven betrug vom Mund zum After 5b—6 mm. 

Die Form der amputierten Extremität ist eine 0,3—0,5 mm 
lange, runde Knospe. Irgendwelche Differenzierungen sind in ihr 
auf diesem Entwicklungsstadium noch nicht bemerkbar. Sie be- 
steht aus gleichartigem, dichtem Mesenchymgewebe und wird von 
einem zweischichtigen Epithel umhüllt. Die zum Lumbo-Sacral- 
plexus gehôrenden Nerven (VIII, IX., X. Spinalnerv) lassen sich 
nur bis in den proximalsten Teil der Beinknospe verfolgen; diese 
zeigt weiter distal noch keine erkennbaren Spuren eines nervôsen 
Gewebes, sodafi bei der Amputation der Knospe das periphere 
Nervensystem nur in seinem distalsten Teile verletzt wird. Das 
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ganze Nervensystem ist noch marklos; im Gehirn und Rücken- 
mark sind bereits Fasermassen gebildet, doch sind in den mo- 
torischen Kernen der Extremitätennerven im Rückenmark spezifisch 
gestaltete Ganglienzellen noch nicht zu erkennen. 

. Die Annahme nun, daf infolge der Amputation der Extremi- 
tätenanlage irgendwelche Folgerscheinungen im Zentralnervensystem 
eintreten würden, welche es ermôglichen, die zu den Extremitäten 
in unmittelbarer oder auch mittelbarer Beziehung stehenden Teile 
des Zentralnervensystems festzustellen und dadurch eine Grund- 
lage auch für die morphologische Betrachtung des Wirbeltiergehirns 
zu gewinnen, hat sich bestätigt. 

Mit Sicherheit konnte ich bis jetzt solche Einwirkungen, die 
als anormale Asymmetrien des Nervensystems in die Erscheinung 
treten, nachweïisen in den Spinalganglien und den zugehôrigen 
peripheren Nerven, den dorsalen wie ventralen Wurzeln, im 
Rückenmark, im Mittelhirn und in den Hemisphären des Vorder- 
hirns; ziemlich sicher auch im Nachhirn (Oblongata), Hinterhirn 
(Kleinhirn) und vielleicht auch im Zwischenhirn; doch ist hier 
noch eingehendere Prüfung erforderlich. Aufer im Nervensystem 
treten auch andere anormale Asymmetrien auf, besonders im 
Becken. Auf dem Entwicklungsstadium der Operationszeit ist 
von ihm noch nichts vorhanden; auch fehlt noch jeder Ansatz zur 
Wirbelbildung. 

Die der operierten Seite zugehôrige Beckenhälfte wird nun 
überhaupt nicht gebildet. Der Querfortsatz des Sakralwirbels, 
durch den das Ileum mit der Wirbelsäule verbunden wird, ist 
auf der extremitätenlosen Seite zwar vorhanden, aber wesentlich 
schwächer und kürzer ausgebildet als auf der normalen. Schon 
äuferlich fällt diese Halbbildung des Beckens stark auf; das vor- 
handene (rechte) Hinterbein steht fast genau in der geradlinigen 
Verlängerung der Wirbelsäule. 

Wenn ich vorhin von anormalen Asymmetrien des Gehirns 
als Folgeerscheinung des einseitigen Ausbleibens der Extremitäten- 
bildung sprach, so ist hinzuzufügen, daf im Zwischenhirn des 
Frosches eine normale Asymmetrie vorhanden ist, da die beiden 
am Dache dieses Hirnteiles liegenden Ganglia habenulae ungleich 
gestaltet und von ungleicher Grôfe sind, ein Verhalten, das in 
der Literatur bisher ungenügend betont wurde. Insbesondere 
weist das linke Ganglion einen komplizierteren Bau und reich- 
lichere Fasermassen auf als das rechte. Wie weit jedoch die im 
Zwischenhirn nicht immer in gleichem Grade auftretenden Asym- 
metrien normal sind oder auf dem künstlich erzeugten Mangel 
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von Extremitäten beruhen, bedarf noch der genaueren Unter- 
suchung. | 

Gegen Abschluf und nach Vollendung der Metamorphose 
zeigen die Spinalganglien und die peripheren Nerven des Lumbo- 
Sacralplexus (der VIIT., IX., X. Spinalnerv) folgendes Verhalten. 
Auf der Amputationsseite sind die Nerven ebenso vorhanden wie 
auf der normalen (rechten) Seite. Sie lassen keinerlei Degene- 
rationserscheinungen erkennen, aber ihr Durchmesser ist wesentlich 
geringer als der der normalen Nerven, wenn er auch nach der 
Amputation zugenommen hat. Der IX. Spinalnerv, der ganz in 
den Lumbo-Sacralplexus aufgeht, fehlt also ebensowenig, wie der 
VIIL, und X., ist aber nur sebr schwach ausgebildet. Als Beispiel 
lasse ich die Durchmesser der drei Nerven von einem Frosch mit 
beginnender Reduktion des Ruderschwanzes folgen; gemessen ist 
kurz vor dem Eintritt der Nerven in den Plexus. 


Normal (rechts) Anormal (links) 


VIIT. 45,6 u 22,8 u 
IX. 102,6 u 28,5 u 
X. 57 u 22,8 u 


Die Nerven der linken Seite lassen sich distal von diesem 
Plexus noch ein gutes Stück verfolgen, bis sie schliefilich auf der 
Hôhe des Acetabulums der rechten Seite zwischen dem übrigen 
Gewebe undeutlich werden. Ihre distale Endigungsweise ist noch 
nicht im einzelnen festgestellt. 

In anderen Fällen zeigen jedoch die Nerven der Amputations- 
seite ein ganz anderes, aber nicht minder auffälliges Verhalten: 
sie endigen dann nicht, wie eben angegeben, auf der gleichnamigen 
(linken) Seite, sondern treten über den Enddarm hinweg zur 
rechten Seite hinüber, wo sie mit dem normalen (rechten) Lumbo- 
Sakralplexus verschmelzen. Die quere Verbindung wird dargestellt 
durch einen dicken, dicht über dem Enddarm verlaufenden Nervenast, 
der aus der Vereinigung der drei linksseitigen Beinnerven hervor- 
geht und an der Verschmelzungsstelle des rechtsseitigen Nervus 
ischiadicus und N. cruralis in die rechten Beinnerven derart ein- 
tritt, daB eine Unterscheidung der rechts- und linksseitigen Be- 
standteile des Vereinigungsproduktes vôllig unmôglich ist. Bei 
dieser Sachlage sind die linksseitigen Nerven, welche ebenso wie 
der quere Verbindungsstrang eine normale histologische Beschaffen- 
heit aufweisen, zwar ein wenig schwächer als die rechtsseitigen, 
doch ist der Unterschied nicht allzu auffallend; zugleich zeigen 
sich im zentralen Nervensystem keine anormalen Asymmetrien, 
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hôchstens, daf die linksseitigen Spinalganglien einen etwas klei- 
neren Durchmesser haben, als die entsprechenden rechtsseitigen. 

Deutlicher noch als im peripheren System treten die anormalen 
Asymmetrien als Folgeerscheinungen der Amputationen in den 
Spinalganglien zutage. Auch in diesen sind irgendwelche Degene- 
rationserscheinungen nicht nachweïisbar ; die GrôBen der betreffenden 
Ganglien seien von demselben Objekt, dem die Mafe für die peri- 
pheren Nerven entstammen, hier angegeben. 


Grôfte Durchmesser der drei Lumbo-Sacralganglien 


OVIIE IX x): 
1) in der Ebene des Normal (rechts) Anormal (links) 
Querschnitts 376,2 u 102,6 u 
2) senkrecht zu der 
Ebene des Querschnitts 300 165 u 
IX 1) 364,8 u 171u 
Fe #7) 300 u 150 u 
| 1) 278 y 218 u 
TES 165 y 60 


Vergleicht man die Mafe der Spinalganglien am Ende der 
Metamorphose mit den entsprechenden Durchmessern zu der Zeit, 
in welcher die Exstirpationen der Beinknospe vorgenommen wurden, 
so ergibt sich zunächst, daB sämtliche Ganglien dann noch ziemlich 
von gleicher GrüBe sind, daf also die Ganglien der Beinnerven sich 
vor den übrigen noch nicht, wie später, durch sebr auffallende 
GrôBenunterschiede auszeichnen. Die Zunahme der Grôfe erfolgt 
zugleich mit der Ausbildung des zugehôrigen Beines. Unterbleibt 
dieselbe infolge Exstirpation der Anlage, so nehmen die zugehôrigen 
Ganglien zwar noch etwas :an GrôBe zu, bleiben aber bedeutend 
hinter denen der normalen Seite zurück. Die Entwicklung erleidet 
somit eine Hemmung. 

Sowohl die dorsale wie ventrale Wurzel der drei in Rede 
stehenden Ganglien sind links wesentlich schwächer als rechts, 
und dementsprechend ist auch der Querschnitt des Lendenmarks 
stark asymmetrisch; die linke Hälfte des Rückenmarksquerschnittes 
ist bedeutend kleiner als die rechte; mit anderen Worten, eine 
Lendenanschwellung des Rückenmarks ist nur auf der rechten, 
mit einem normalen Bein in Beziehung stehenden Seite vorhanden. 
Die Asymmetrie der Rückenmarkshälften wird verursacht durch 
das Fehlen bezw. durch die mangelhafte Ausbildung der grofen 
motorischen Ganglienzellen des linken Vorderhornes und durch 
den linksseitigen Ausfall der mit den Wurzeln eintretenden auf- 


138 Bernhard Dürken, 


steigenden Bahnen; namentlich der Mangel dieser Bahnen in den 
Dorsalsträngen ist augenfällig. 

Cranialwärts wird die Asymmetrie des Rückenmarks un- 
deutlich und bei Beginn der Cervikalanschwellung ist von ibr 
nichts wahrzunehmen. Eine anormale Asymmetrie wird erst 
wieder vorgefunden im Gehirn. 

Durchaus nicht alle Frôsche, denen eine oder auch mebhrere 
Beinknospen exstirpiert wurden, zeigen als Reaktionen auf diesen 
operativen Eingriff anormale Asymmetrien im Gehirn, während 
solche im Rückenmark fast immer vorhanden zu sein pflegen. 
Ein Grund für das Ausbleiben dieser Reaktionen dürfte vielleicht 
wohl zu suchen sein in der sekundären Verbindung des zu der 
amputierten Anlage gehôrigen Nervenplexus mit dem normalen 
Plexus des gegenseitigen Beines. Aber auch von vornherein lassen 
sich Gründe beibringen für das gelegentliche Ausbleiben jener 
Reaktionen. Einmal spielt offenbar die Zeit der Operation eine 
Rolle; je früher die Exstirpation erfolgt, um so besser wird der 
Organismus auf den Eingriff reagieren. Dann steht das Rücken- 
mark in unmittelbarerer Beziehung zu den Extremitäten als das 
Gehirn, und auBerdem hängen die Gehirnzentren, insbesondere als 
Assoziationszentren, noch zugleich zusammen mit ganz anderen 
peripheren Gebieten. Wenn nun das Ausbleiben der Beinentwick- 
lung im Gehirn anormale Bildungen zur Folge hat, so darf man 
von vornherein annehmen, da auch andere periphere Gebiete in 
solchen Korrelationen zum Gehirn stehen, und daf durch unge- 
stôrtes Bestehenbleiben dieser der Ausfall der Korrelationen zu 
der amputierten Beinanlage gewissermafen wettgemacht wird, 
sodaf keine Stôrung in der normalen Formbildung des Hirns ein- 
treten kann. Daher darf es auch nicht befremden, wenn in einem 
Teile des Gehirns anormale Asymmetrien aufgefunden werden, in 
einem anderen desselben Objektes dagegen nicht, während letzterer 
bei einem zweiten Individuum vielleicht stark beeinfluft ist. 

Vor allem augenscheinlich zeigen sich die Einwirkungen der 
Beïinexstirpationen im Mittelhirn und den Hemisphären des Vorder- 
hirns. Im Mittelhirn treten sie hauptsächlich am Dache zutage. 
Besser als eine Beschreibung werden die beistehenden Abbildungen 
die anormale Form des Mittelhirnes veranschaulichen, die je einen 
Querschnitt durch den vorderen und hinteren Teil des Mittelhirns 
von zwei verschiedenen Tieren darstellen. Auf Einzelheiten môchte 
ich in dieser vorläufigen Mitteilung nicht eingehen. 

Die mit der Exstirpation der linken Hinterbeinanlage ver- 
bundene eigentümliche Form der Hemisphären des Vorderhirns 
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zeigen die folgenden Abbildungen. Während im Rückenmark und 
Mittelhirn nicht ohne weiteres ersichtlich ist, ob nur die linke (gleich- 
seitige) Hälfte in Mitleidenschaft gezogen ist, zeigt der Schnitt 


Figur 1. 


Figur 8; Figur 4. Figur 5. 


Fig. 1—4. Querschnitte durch das Gehirn von Rana temporaria nach Ex- 
stirpation der Anlage des linken Hinterbeines. 

Alle Figuren von Tieren gegen AbschluB der Metamorphose. 

fs Fissura sagittalis; is Isthmus; lop Lobus opticus; ro Recessus opticus ; 
vl Ventriculus lateralis; vm Ventriculus mesencephali. 

Fig. 1. Mittelhirn, hintere Region; das Objekt lebte nach der Operation 
mindestens noch 44 Tage. 

Fig. 2. Mittelhirn, vordere Region. 62 Tage nach der Operation. 

Fig. 3, 4. Vorderhirn, vordere und mittlere Region. Dasselbe Objekt wie 
in Fig. 1. 

Fig. 5. Querschnitt durch das Vorderhirn von Rana. 49 Tage nach Ex- 
stirpation der Anlage des linken Vorderbeines. 
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durch den vorderen Teil der Hemisphären, daB auch die rechte 
(gekreuzte) Seite Anomalien aufweist (bei +), doch überwiegt 
immerhin die Asymmetrie der linken Seite. Ein ganz anderes 
Ergebnis lieferte die Exstirpation der Anlage der linken Vorder- 
extremität, wie die folgende Figur lehrt. In diesem Falle ist die 
rechte Hemisphäre bedeutend kleiner als die linke. Wie weit 
hier eine Gesetzmäfigkeit in der gleichseitigen und gekreuzten 
Lokalisation der Extremitäten To kann vorläufig noch nicht 
entschieden werden. 

Daf auch die übrigen Gehirnteile der operierten Tiere anor- 
male Asymmetrien aufweisen, wurde schon erwähnt: hier soll nicht 
näher darauf eingegangen werden. 

Es ist natürlich verfrüht, aus den mitgeteilten Ergebnissen 
im einzelnen schon sichere Schlüsse ziehen zu wollen. Ich behalte 
mir vor, in einer ausfübrlichen Untersuchung, in der auch die 
Literatur gebührende Beachtung finden wird, darauf zurückzu- 
kommen und die angedeuteten Versuche eventuell auch auf andere 
Formen auszudehnen. Aber jedenfalls steht schon jetzt folgendes 
fest: zwischen dem Zentralnervensystem der Wirbeltiere und den 
unmittelbar oder mittelbar zugehôrigen peripheren Organen be- 
stehen wenigstens in einer gewissen, noch näher zu bestimmenden 
Zeit der Individualentwicklung Entwicklungskorrelationen derart, 
daf, wenn etwa die Entwicklung einer Extremität frühzeitig ver- 
hindert wird, im ganzen Zentralnervensystem (wie auch im peri- 
pheren) anormale Bildungen Platz greifen. Daher bietet die Me- 
thode der embryonalen Amputation einen sehr wichtigen Weg zu 
dem Verständnis der Entwicklung und der Morphologie des Zentral- 
nervensystems. Sie liefert einerseits entwicklungsphysiologische 
Ergebnisse, andrerseits kann sie als experimentelle Morphologie 
bezeichnet werden. 


Ueber den Thomson-Effekt in Kupfer, Eisen 
und Platin. 


Mit einer Figur. 
Von 
Otto Berg. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Februar 1910 von Eduard Riecke. 


Von den thermoelektrischen Konstanten der Metalle ist der 
Thomsoneffekt bisher am schwersten der direkten Messung zugäng- 
lich. Auch ist es wünschenswert, Messungen an solchen Metall- 
stücken anstellen zu kônnen, die sich auch zur Bestimmung des 
Halleffektes und der ähnlichen Effekte eignen. Denn um Zahlen- 
werte zu erhalten, an denen sich die Elektronentheorie der Me- 
talle prüfen läft, müssen sämtliche Konstanten an einem und 
demselben Stück Metall bestimmt sein, da die chemische Reinheiït 
für die physikalischen Eigenschaften nicht allein mafigebend ist. 
Ich habe darum Messungen des Thomsoneffektes nach einer Methode 
angestellt, welche die Untersuchung der Metalle in Blechform ge- 
stattet und habe mich dabei bemüht, einige Fehlerquellen der bis- 
herigen Methoden zu vermeiden. Weiterhin habe ich versucht, 
môglichst tiefe Temperaturen zu erreichen. 

Die üblichen Methoden zur Messung des Thomsoneffekts 
schlieBen sich der Anordnung von Le Roux an. Zwei Stäbe des 
zu untersuchenden Metalls liegen parallel neben einander und 
werden gemeinsam an dem einen Ende erhitzt, an dem anderen 
abgekühlt, so daf in Längsrichtung der Stäbe ein Temperaturge- 
fälle entsteht, während je zwei korrespondierende Stellen beider 
Stäbe auf derselben Temperatur sind. Schickt man nun einen 
Strom durch die Stäbe, der beide in entgegengesetzter Richtung 
durchflieft, so wird von je zwei korrespondierenden Stellen beider 
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Stäbe die eine erwärmt die andere abgekühlt. Durch Messung 
der Temperaturänderung bei Umkehrung des Hauptstromes erhält 
man einen Effekt, der dem 4-fachen Thomsoneffekt entspricht. 

Diese Temperaturmessung geschieht meist durch Thermoele- 
mente aus dünnen Drähten, ebenso wie die Messung des Tempe- 
raturabfalls, die zur Berechnung des Thomsoneffektes nôtig ist. 
Werden die Drähte dieser Thermoelemente direkt an die Stäbe 
angelôtet, so ist es nicht môglich, den Thomsoneffekt bei ge- 
schlossenem Hauptstrom zu beobachten, da man sich vor Zweig- 
strômen nicht schützen kann. Isoliert man die Thermoelemente, 
so ist man nicht sicher, daB sie die Temperatur der Stäbe richtig 
anzeigen. = 

Um die Wärmeentwicklung angeben zu kônnen, welche der 
beobachteten Temperaturänderung entspricht, schickt man hinterher 
bei konstanter Temperatur der Stäbe einen Strom durch einen 
derselben, den man so reguliert, daB dieselbe Temperaturänderung 
erfolgt, die vorher beobachtet wurde. Dabei kônnen schwer ab- 
schätzbare Fehler entstehen, da die Wärmeableitung bei der 
Hauptmessung und der Hilfsmessung nicht gleich groB ist. Da 
ferner beide Messungen bei verschiedenen Temperaturen angestellt 
werden, muf die Aenderung des Widerstandes und der spezifischen 
Wärme mit der Temperatur berücksichtigt werden, was umständ- 
licher ist als erwünscht. 

Endlich liegt diesen Messungen die Annahme zu Grunde, daB 
die an einer Stelle der Stäbe beobachtete Temperaturänderung 
der dort entwickelten Wärmemenge entspreche. Diese Annahme 
ist nicht berechtigt. Stellen wir uns vor, es habe sich in den 
Stäben eine stationäre Temperaturverteilung eingestellt, die der 
äuferen und inneren Wärmeableitung und der Wärmeerzeugung 
bei einer bestimmten Stromrichtung entspricht. Wenn wir jetzt 
die Stromrichtung umkehren, so ist wegen der Thomsonwärme, die 
ihr Vorzeichen umkebrt, die Wärmeerzeugung eine andere, also 
der stationäre Zustand gestôürt; ein neuer stationärer Zustand 
kann sich im allgemeinen nur durch longitudinale Wärmestrüme 
wieder einstellen, so daB die Temperaturänderung an einer Stelle 
durch die Wärmeerzeugung an den benachbarten und weiter ent- 
fernten Stellen beeinfluft wird. 

Um den Einflu8 dieser Wärmestrôme nach Môglichkeit zu ver- 
meiden, muf man suchen, den Thomsoneffekt schon in den ersten 
Sekunden nach Umkehrung der Stromrichtung zu beobachten. Das 
kann durch eine Art Kompensationsmethode erreicht werden, deren 
Prinzip in der Figur schematisch dargestellt ist. Dort sind a, b, 
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und a,b, die beiden zu untersuchenden hs 
Stäbe. Der Strom einer Akkumulatoren- 
batterie durchflieft beide Stäbe und 
kann durch einen Kommutator gewendet 
werden. Von dem einen Pol der Batterie 
führt eine Zweigleitung zu den oberen 
Enden b,b, der Stäbe. Dann ist die 
Stromstärke in beiden Stäben verschie- 
den; wir bezeichnen sie mit à, und 2. 
Es môüge nun dem Thomsoneffekt eine 
Erwärmung desjenigen Stabes ent- 
sprechen, in welchem Wärmestrom und 
elektrischer Strom gleichgerichtet sind 
(positiver Thomsoneffekt); dann legen 
wir die Zweigleitung am positiven Pol 
der Akkumulatorenbatterie an und 
kônnen nun den Zweigstrom à —i, so 
regulieren, daB durch ihn die Wirkung 
des Thomsoneffekts gerade kompensiert 
wird. Es sei nämlich w der Wider- 
stand der Längeneinheit beider Stäbe, 
49 der Temperaturgradient und 6 der 
Thomsoneffekt (d. h. die Wärmemenge, 
die ein Strom 1 in der Zeiteinheit er- 
zeugt, der zwischen zwei Querschnitten 
der Stäbe mit den Temperaturen # und 
9—1 flieft). Die Bedingung, daB in 
beiden Stäben auf der Längeneinheit 
dieselbe Wärmemenge erzeugt wird, 
lautet dann, wenn der Strom bei a, 
eintritt: do — où, A9 — à w + 6i, A9. 


Oder 6 = (i, — 


nt 
4): PTT 

Der Zweigstrom , —t,, der zur Kompensation dient, ist also 
von der Stärke des Hauptstromes , unabhängig. Um den Thom- 
soneffekt in absolutem Mafe angeben zu kônnen, ist aufer diesem 
Zweigstrom (i,—4,) nur noch das Verhältnis des Widerstandes (1) 
zur Temperaturdifferenz (7/9) zwischen denselben zwei Punkten 
der Stäbe zu bestimmen. 

Die Einstellung des Zweigstromes (i, —4i,) geschieht nun tat- 
sächlich durch Beobachtungen beim Umwenden des Hauptstromes; 
auSerdem sind die obigen Ueberlegungen insofern zu modifizieren, 
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als Widerstand und Temperaturgradient auf beiden Stäben etwas 
verschieden sind. Die Berücksichtigung dieser Umstände führt 
aber mit ausreichender Genauigkeit. zu derselben Formel für die 


Berechnung von 6; nur ist statt des Quotienten 7 das Mittel 


der Werte für beide Stäbe einzusetzen. 

Für die weitere Ausführung der Messungen war die Form 
des Materials (Blech von 0,05 mm Dicke) maBgebend. Das zu 
untersuchende Blech wurde zu flachen Kästchen von 10—12 cm 
Länge, 10 mm Breite und 1mm Dicke zusammengebogen. Zwei 
solcher Kästchen lagen mit ihren Breitseiten eng neben einander 
(Abstand 1 mm) und wurden aufBerdem durch einen eng (Abstand 
1 mm) herumlaufenden Schutzmantel aus gleichem Blech umgeben. 
Das Ganze (Kästchen und Mantel) wurde in einem evakuierten 
GefäB untergebracht und konnte von der einen Seite her durch 
einen elektrischen Strom erhitzt, auf der anderen Seite abgekühlt 
werden. Zur Kühlung wurde Eis, Kohlensäureschnee und flüssige 
Luft verwandt. 

Zur Beobachtung des Thomsoneffektes (bez. zur Einstellung 
des Zweigstromes), dienten Flächenbolometer, welche an ent- 
sprechenden Stellen innerhalb der beiden Kästchen angebracht 
waren. Um den Quotienten Widerstand durch Temperaturgradient 
zu messen verfuhr ich folgendermaBen. In jedem Kästchen waren 
oberhalb und unterhalb des Bolometers, und zwar in 1 em Abstand 
von einander, dünne Drähte von Konstantandraht (0,025 mm), ein- 
gelôtet unter Beachtung von VorsichtsmaBregeln, welche einige 
Gewähr dafür gaben, daf die Lôtstellen auf der richtigen Tempe- 
ratur waren und die Temperaturverteilung nicht wesentlich beein- 
fluften. Während der Hauptstrom in einer bestimmten Richtung 
durch die Kästchen strômte, wurde die Potentialdifferenz an den 
Konstantandrähten jedes der Kästchen nach einem Kompensations- 
verfahren bestimmt. Diese Bestimmung wurde nach Umkehrung 
des Hauptstromes wiederholt. Aus diesen beiden Beobachtungen 
für jedes Kästchen ergab sich die thermoelektrische Kraft der 
Temperaturdifferenz und die Potentialdifferenz, welche durch den 
Hauptstrom erzeugt wurde. Durch Messung der Hauptstromstärke 
konnte also der Widerstand erhalten werden. Aus dem Wider- 
stande ergab sich auch die Temperatur, bei welcher der Effekt 
gemessen war. Es war also noch eine Hilfsmessung nôtig, um 
Thermokraft und Widerstand in ihrer Abhängigkeit von der Tem- 
peratur zu bestimmen. Diese Messung wurde an denselben Kon- 
stantandrähten ausgeführt, indem die Kästchen so, wie sie bei der 
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Hauptmessung benutzt worden waren (aber ohne Bolometer), in 
ein Toluolbad von regulierbarer Temperatur gebracht wurden. 

Bei dieser Art der Messung bestimmt man den mittleren 
Widerstand längs einer Strecke von 1cm, ebenso den mittleren 
Temperaturgradienten und auch den mittleren Thomsoneffekt, da 
das Bolometer den Abschnitt der Längsaxe einnimmt, der durch 
die Lôtstellen der Konstantandrähte abgegrenzt wird. Eine ge- 
nauere Berücksichtigung dieser Umstände zeigt, daf auch dann 
noch die oben angegebene Formel zur Berechnung des Thomson- 
effektes mit hinreichender Annäherung verwandt werden kann; 
auch wenn berücksichtigt wird, daB die Bolometermethode nur ge- 
stattet, das Verhältnis der Temperaturen in beiden Kästchen 
zu beobachten. 

Durch die Beobachtungen werden die eingangs angestellten 
Ueberlegungen bestätigt. Reguliert man den Zweigstrom so, daf 
im ersten Augenblick nach Wendung des Hauptstromes der Thom- 
soneffekt kompensiert ist, so gibt das Galvanometer der Bolometer- 
schaltung schon nach einer Reihe von Sekunden einen Ausschlag 
von wachsender Stärke, der nur langsam zu einer neuen Ruhelage 
fübrt und augenscheinlich den sekundären Wärmestrômen entspricht. 

Die Messungen ergaben für Kupfer einen positiven Thomson- 
effekt, der in dem Temperaturintervall von —100° bis + 100° 
von etwa 1 bis 2< 10% Wattsekunden ansteigt. Platin zeigt 
einen negativen Thomsoneffekt von etwa 9.10% Wattsekunden mit 
kleinem Temperaturkoëffizienten. Die interessantesten Resultate 
wurden für Eisen gefunden. Der Thomsoneffekt ist hier darstellbar 
durch die Formel 6.105 — — 4,0 — 0,0833 & (3 — Temperatur), 
hat also einen auBerordentlich grofen Temperaturkoeffizienten, so 
daf er bei + 60° dem des Platins gleichkommt, bei etwa — 60° 
dem des Kupfers, während er bei — 50° den Nullwert durchschreitet. 

Herrn Geheimrat Riecke, durch dessen Güte mir die Hilfs- 
mittel des physikalischen Instituts zur Verfügung standen, spreche 
ich meinen herzlichen Dank aus. 


Florenz, den 23. Februar 1910. 
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Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit vier wesentlich singulären 
Stellen. 


(Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein.) 


Von 
Richard Fuchs in Berlin. 


Vorgelegt von Herrn F. Klein in der Sitzung am 30. April 1910. 


Sie hatten seinerzeit die Güte, sich für meine Untersuchungen 
über die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit den 
wesentlich singulären Stellen 0, 1,f,c und der scheinbar singu- 
lären Stelle 4 — (ft) zu interessieren und diese Untersuchungen 
in die Mathematischen Annalen, Bd. 63 S. 301 ff. aufzunehmen. Ich 
habe diese Untersuchungen jetzt fortgesetzt und bitte Sie, mir 
gütigst zu gestatten, daB ich Ihnen im Folgenden zunächst einen 
Auszug aus meinen Resultaten vorlege. 

In meiner früheren Arbeit habe ich die Form der Differential- 
gleichung aufgestellt, bei der die Substitutionen, die ein Funda- 
mentalsystem von Integralen bei Umläufen der unabhängigen Va- 
riablen + um 0,1,{,co erfährt, beliebig vorgeschrieben werden 
kônnen, insbesondere also von der Wahl von #{ unabhängig sind. 
Dabei zeigte es sich, daB die scheinbar singuläre Stelle als Funk- 
tion von { einer gewissen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit festen Verzweigungspunkten zu genügen hat (Math. Ann. 
Bd. 63, S. 308, G1. (L’)). Schon damals habe ich (Nr. VIII) auf 
einen besonders interessanten Spezialfall hingewiesen, nämlich den, 
der zu der allgemeinen Differentialgleichung dieselbe Speziali- 
sierung bildet wie die Legendresche Gleichung zur allgemeinen 
GauBschen. 
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In diesem Spezialfalle sind die Wurzeln der determinierenden 
Fandamentalgleichungen für alle Punkte 0, 1, f, co einander gleich, 
und die Differentialgleichung lautet: 


(A) 2 — Py;, 
wenn 
() »— rs 1e ep tin 
++ _ onde er 
mme el 
M | 1 1 LE — ; 
om 
y = a a erhaiia ele 


gs 1 1 DIT) Et 
| sé =5 [rt re TERESA 


Für 4 als Funktion von { gilt Folgendes: Ist f(u,t) die durch 
Umkehrung des elliptischen Integrals 


z dx 
(8) : a) FG&-D@&-9 


entstehende elliptische Funktion, und sind &,,œ, zwei primitive 
Perioden, so ist 
(4) À — (ao, +c,o,,t), 


wenn c,, €, ZWei willkürliche Konstanten bedeuten. 

Die Gruppe der Substitutionen, die ein Fundamentalsystem 
Y,, Y, bei Umläufen von x erfährt, hängt dann aufer von den in 
der Willkür der Wahl von y,, y, liegenden drei Konstanten nur 
noch von den beiden Konstanten c,, c, ab. 

Ich habe mir nun die Aufgabe gestellt, diese Substitutions- 
gruppe aufzustellen. 

Bei der Lôsung dieser Aufgabe wird zuerst die Abhängigkeit 
der scheinbar singulären Stelle 4 von { genau studiert. Es zeigt 
sich, daf 4 und t mit Hilfe der Modulfunktion beide als eindeutige 


Funktionen des Periodenquotienten tr — _ dargestellt werden 
1 


kônnen. 
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Sodann mu der Fall, in welchem À eine algebraische Funk- 
tion von # wird, d. h. 


6) 1 = H(Éa+To,d), 


wenn k,l,n ganze Zahlen bedeuten, genauer untersucht werden. 
Es lassen sich der Grad der algebraischen Gleichung, die Art der 
Verzweigung, die Riemannsche Fläche und die Entwickelungen 
in der Umgebung der Verzweigungsstellen genau angeben. Ist 
n eine Primzahl, so ist das Geschlecht der Riemannschen Fläche 


@ ) 


Die Entwickelungen von À lauten z. B. bei geigneter Wahl von 
©,, ©, in der Umgebung von é — 0: 


k ä l = x 4 
(@ ff) DPI ITÉ EAU 
Sie 
ñn 
k Î MARIE L'empire 
(8) f(ie+ga) — Sin n ‘tags re +.., 
- = PRE 
@ fete) = 48 ttes +, 
27 
wenn 
DE 
2xik 
= u u 1 
n 2[1—— 2(1——)+— 
(10) foto) = 4 : 2 Sie ad À n 
NT TT 
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Sei nun das Fundamentalsystem y,,y, von (A) so gewählt, 
daf seine Substitutionsgruppe von { unabhängig ist, dann läft sich 
dieses Fundamentalsystem so einrichten, daB es der partiellen 
Differentialgleichung 

Oy: 1 04 x(x—1) t—1 


A EE y, + à 
de AA RE er D 
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der Integralquotient n — also der Gleichung 
1 


t(t—1) On , x(x—1) On 
GE AR 
genügt. 
Bei einem Umlauf um x — 1 erleiden ,,7, die Substitution 
—1 0 
(13) ET pt) 


Ferner mügen 


a 2-(Gix-(é z-(5) 


bzw. die zu æ = 0,1,{ gehôrigen Substitutionen sein, dann lautet 
die zu x = © gehôürige Substitution 


(5) A En 


Mit Hilfe der obigen Entwickelungen für À gelingt es dann, 
die von Herrn Poincaré so genannten Fundamentalinvarianten, 
die zu den Substitutionen: 


(16) 2) D: 2x 
und den komponierten: 
(16a) DRPNT pp pHPYT 2 


gehôren, zu berechnen. 

Für die Invarianten von D», 5,, 3, > ergibt sich un- 
mittelbar der Wert —2. Der leitende Gedanke, der zur Bestim- 
mung der drei übrigen Fundamentalinvarianten fübrt, und der 
auch in allgemeineren Fällen zur Lüsung derselben Aufgabe Ver- 
wendung finden dürfte, ist der Folgende: 

Gehôürt zu irgend einer Umlaufskurve C der Variablen x die 


Substitution KE von Y,,%,, S0 ist die zugehôürige Invariante 


J = a+ù ten von der Wahl des Fundamentalsystems 
unabhängig, sie hängt also lediglich von der Natur der Kurve C 
und von den in dem Koeffizienten p von (À) auftretenden GrôBen ab. 
In der Tat zeigt dies z. B. die Günthersche Darstellung dieser 
Invarianten (Crelles Journal Bd. 107, S. 300 (7) und (8)). Soll nun 
z. B. die Invariante J,, der Substitution 5,35, die zu einer die 
beiden Punkte O und # einfach umgebenden Umlaufskurve gehürt, 
bestimmt werden, so entwickele man p mit Hilfe der Reihen 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichteu. Matb.-phys. Klasse. 1910. Heft 2. 11 
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(7) bis (10) für 4 nach Potenzen von # bzw. r — t”". Es zeigt sich, 
daf in diesen Entwickelungen nur Potenzen mit positiven Ex- 
ponenten vorkommen. Da nun aber die Invarianten nach der Vor- 
aussetzung über die Natur der Substitutionen von { unabhängig 
sind, so braucht in der Entwickelung von p nur das von { bzw. 
r freie Glied beibehalten zu werden. Das heift aber nichts anderes 
als: wenn die zu einem Umlauf um die beiden Punkte x — (0 und 
æ — t gehôürige Fundamentalinvariante bestimmt werden soll, so 
kann statt dessen die zu dem einfachen Umlauf um x = 0 allein 
bei der Differentialgleichung 

A7) TH = be vv 

gehôrige Fundamentalinvariante berechnet werden, wobei nur noch 
zu beachten ist, ob 4 — O0 oder nicht gleich Null wird, da im 
ersteren Falle die berechnete Invariante noch mit —1 zu multi- 
plizieren ist. Man findet so, daf die zu 5,5, gehôürige Invariante 
den Wert 


(18) TJ, = — 2008 


hat. 

Aus dem Satze des Herrn Poincaré, nach welchem die Funda- 
mentalinvarianten ganze transzendente Funktionen von «, B, y, e sind 
(Acta Math. Bd. 4 $. 212 ff.) folgt dann, wenn wieder 

À — fm +co,, t) 
ist, daf diese Invarianten eindeutige und stetige analytische Funk- 
tionen von c,,c, sein müssen, wobei nur zunächst die Fälle, wo 
€,,  unendlich groB oder beide ganzzahlig sind, auszuschliefen 
sind. Bezeichnet man nun 
(19) P = J,,+20cos2c,x, 


so ist P eine eindeutige und stetige analytische Funktion von 
CC Da aber P für alle rationalen Werte c,,c, den Wert Null 
hat, so muB es wegen der Stetigkeit für alle reellen Werte c,,c, 
und dann nach einem bekannten Satze der Funktionentheorie für 
alle Werte c,,c, den Wert Null haben. Man findet also: 


(20) Ty = —2 cos 26, x. 
Zur Bestimmung der zu ©, >}, gehôrigen Fundamentalinvarianten 
muB ebenso der Grenzübergang t — 1 und zur Bestimmung der 


Invarianten von 5,5, der Grenzübergang { — © gemacht werden. 
Es ergibt sich schlieflich: 


Dix 
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. J=Jj=J,= TJ, = -19, 
5 Ju = —20cos2c,x, J, = —2co82c,x, J, — —2cos2(c, —c,)x. 


Mit Hilfe der Fundamentalinvarianten kônnen dann die Funda- 
mentalsubstitutionen selbst berechnet werden (Poincaré, Act. Math. 
Bd. IV, Vogt, Théses, Ann. de l’Ec. Norm. 1889). Es ergibt sich: 


Do bte t ) ME mi 
Es Ze (= DR el 010 Jar AE RE Ar 


1+0a,6, 1+a,b, —t! 
>= ( as —1— mp) Zoe ( Un M) 


LA 


Dabei gelten für die GrôBen a,, b, die Relationen: 


@,0,—4a,b, = 2cos(c,—c,)x, a,b,—a,.b, = 2sinc,x, 
(23) a,b,—a,b, — 2cosc,z, a,b,—a,b, = —2sin(2c,—-c,)x 
a,0,—a,b; —= —2cosc,x, a,b,—a,b, = —2sinc,x. 


Von diesen 6 Gleichungen sind aber nur 5 von einander unab- 
hängig, so daB also in der Tat, wie es bei der beliebigen Wahl 
des Fundamentalsystems notwendig ist, noch 3 Konstanten in den 
Fundamentalsubstitutionen willkürlich bleiben. 

Um die Fundamentalsubstitutionen eines zu x — 0 gehôrigen 
kanonischen Fundamentalsystems Y,,,Y,, zu erhalten, hat man 
jetzt nur 
(24) Hill D =#10 


zu setzen. Dann dl die Bedingungsgleichungen (23) 
IS me), 


ie 
1+ cs Le (ec, —c,)x —4 cos (c, — c,)x 
= ( — 1 — 2a,, cos (c, — c,) j 
Li 
ie 


(25) 
3 
Le — 4 cos c, x ) 
? 
— 1 — 2a,, cos c,x 
"3 
SE Lines — 4 sin 7% } 
17 —1—24a,sinc,x 
Zwischen a,,,4a,, 4,  astaten noch die Relationen 
&,, COS C, TX — Ag COS (C, — C3) 7 + COS CT = 0, 
(26) a,sincæ—4,, cos (c, —c)x + sin (20, —c,)x = 0, 
4 Sin C,Æ — 4, COS C,T +sin( c—c,)xz = 0. 


Da die dritte dieser Gleichungen eine unmittelbare Folge der 
beiden ersten ist, so bleibt, wie es für ein zu x = 0 gehôüriges 
11e 
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kanonisches Fundamentalsystem sein muB, noch eine Konstante 
willkürlich. ÆEbenso erhält man für a, = 1, b, — 0 die Funda- 
mentalsubstitutionen eines zu + = 1'gehôürigen kanonischen Funda- 
mentalsystems y, Y,; für a, = 1, b, = 0 das zu x = t gehürige 
und endlich für a, — 1, b, — 0 das zu x — co gehôrige. Auch 
lassen sich die sogenannten Uebergangssubstitutionen leicht hin- 
schreiben. 

Von Interesse ist die Frage, in bte Fällen sich die Glei- 
chung (A) durch eine Transformation 


(27) E — R(x, t), v— —— Ÿ; 


VE 


wo £ eine rationale Funktion von x ist, in eine Gleichung 
d? 
(B) æÆ = 1Œ 


überführen läft, so daB q(£) wieder eine rationale Funktion von 
E ist, die aber { nicht mehr explizite enthält. Es zeigt sich, daf 
dies, abgesehen von den trivialen Fällen 


(28) = f($)=1, ai) otre De. te) Ag 
nur in den Fällen 
29 À l ED l 
(29) = (5 a,+çe)) un = ((ça+ge) 
môglich ist. 

Man fndet z. B. für 1 = r(<) mob 


4 
Len 
@ +1) 
ce 1) AG LU Pioeail go) 
ER LR D (El) 
Für 
(81) 1= foto) 


auf welchen Fall sich 4 = f É ©, + à a) reduzieren läBt, ist das 


=) = 0; die algebrai- 


Geschlecht der Riemannschen Fläche 
sche Gleichung, der 4 genügt, lautet: 
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(32) 32*— 41 (1+6+646—È = 0, 
und es ergibt sich 
5 = -1 9 Ge 


7. G,(&) = 92° + 2x (84 — 4 — 4) + 84° 41 (1 +?) + 66, 
px) = x(x—1)(x—t), 


(85) mm PEL 3 1 23 É 
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Zur Begründung des Dirichlet’schen Prinzipes. 


Von 
Richard Courant in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert am 28. Mai 1910. 


Die klassische SchluBweise des Dirichlet'schen Prinzipes, die 
durch den Weierstrass'schen Einwand aus dem Gebäude der strengen 
Mathematik verbannt worden war, ist bekanntlich in neuerer Zeit 
von Hilbert zu einem vollgültigen Beweisverfahren erhoben 
worden. Die erste von Hilbert gegebene Methode zur Begrün- 
dung des Dirichlet’schen Prinzipes !) wurde von ihm nur skizziert. 
Sie bezieht sich auf die Randwertaufgabe der Theorie des loga- 
rithmischen Potentials und erscheint einer unmittelbaren Aus- 
dehnung auf die weiteren Existenztheoreme der Funktionentheorie 
nicht fähig. Die zweite Hilbert'sche Methode dagegen, die von 
ihm an dem Beiïspiele des Beweises für die Existenz überall end- 
licher Potentiale auf gegebenen Riemann'schen Flächen ausführlich 
dargelegt ist?) und die auf Überlegungen von auBerordentlicher 
Allgemeinheit und Tragweite beruht, ist keineswegs auf das ge- 
nannte Problem beschränkt. Indessen müssen bei der Anwendung 
dieser Methode zur Führung anderer Existenzheweise stets noch 
weitere Betrachtungen hinzukommen, die, wenn sie auch nicht 
so prinzipiellen Charakter tragen, doch den gesamten Existenz- 


1) Über das Dirichlet’sche Prinzip, Jahresbericht der Deutschen Math. - Ver- 
cinigung 1900, abgedruckt im Journ. f. Math. Bd. 129. 

2) Über das Dirichlet’sche Prinzip, Festschr. zur Feier des 150jährigen Be- 
stehens der Kgl. Gesellschaft der Wiss. zu Gôttingen 1901, abgedruckt in Math. Ann. 
Bd. 59. Dic an die beiden Hilbert'schen Abhandlungen anknüpfende Literatur 
ist ziticrt bei Hilbert, zur Theorie der konformen Abbildung, Nachrichten der 
Kgl. Ges. der Wiss. zu Güttingen 17. Juli 1909. 
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beweïis zu einer Kette recht tiefsehender und umständlicher Ent- 
wickelungen machen. 

Die Untersuchungen meïiner Dissertation‘), die von der durch 
die zweite Hilbert'sche Methode verbürgten Existenz einer ge- 
wissen Potentialfunktion ausgehen, veranlafiten mich nun, nach 
einer Begründung des Dirichlet’schen Prinzipes zu suchen, die 
sich in hôherem Grade die spezielle Natur des Minimalproblems 
zu Nutze macht und dadurch in einfacherer Weise zum Ziele fübrt 
und sich gleichfôrmig auf alle in Frage kommenden Existenzbe- 
weise der Funktionentheorie anwenden läfit. Eine solche Beweis- 
methode aufzufinden, ist mir in der Tat gelungen. 

Ich môchte in dieser Note, die als vorläufige Mitteilung dienen 
soll, den Grundgedanken meiner Methode an einem ganz einfachen 
Beispiele auseinandersetzen und wähle hierzu die Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie für einen ebenen, einfach zusammenhängenden 
Bereich &, dessen Begrenzung aus einer endlichen Anzahl von gerad- 
linigen Strecken parallel zur x- und y-Axe gebildet wird. 

Der Beweis beruht einerseits auf der Tatsache, da wir die 
Randwertaufgabe für jedes Rechteck als gelôst ansehen kôünnen, 
andererseits auf einem elementaren Hilfssatze über Potential- 
funktionen. 

Was den ersten Punkt anbetrifft, so kônnen wir etwa die 
Existenz der Green’schen Funktion für das Rechteck als Voraus- 
setzung an die Spitze stellen. Da man das Rechteck durch eine 
elliptische Funktion unmittelbar auf die Halbebene konform ab- 
bilden kann und für diese die Green’sche Funktion kennt, so hat 
dies keinerlei Bedenken. Wir werden von unserer Voraussetzung 
in folgender Form Gebrauch machen: Ist eine stetige Folge 
von Randwerten auf dem Rande eines Rechteckes R vorgegeben, 
so existiert eine und nur eine in À reguläre Potentialfunktion 
u (x, y), die diese Randwerte annimmt. Ist y irgend eine andere 
in À stetige, abteilungsweise stetig differenzierbare ?) Funktion, 
die die vorgeschriebenen Randwerte besitzt, so ist 


D,)= D;(œ), 
D,(u) = D,(p) —D,(p —), 


und zwar 


1) Über die Anwendung des Dirichlet'schen Prinzipes auf die Probleme der 
konformen Abbildung, Gôttingen 1910. 

2) Abteilungsweise stetig differenzierbar heïift cine Funktion zwcier Verün- 
derlicher in einem Gebiete, wenn man dasselbe in eine endliche Anzahl von 
Teilgebieten derart einteilen kann, daB die Funktion im Inneren jedes cinzelnen 
stetig ist und stetige erste Ableitungen besitzt. 
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Din JS {Ce + (Su) } dar, 


(ae) + (ae) 
Den = ff (EE 4 + (20) | de av 


gesetzt ist, vorausgesetzt, daB diese Integrale existieren. Hin- 
sichtlich der Existenz dieser Integrale ‘) gilt folgender unschwer 
zu beweisende Satz: Wenn es zu den vorgeschriebenen Randwerten 
eine in R stetige Funktion y giebt, deren erste und zweite Ab- 
leitangen in À an einer oder mehreren analytischen Kurven end- 
liche Sprünge erleiden dürfen, im übrigen aber stetig sind, und 
wenn D,(p) existiert, so existiert auch für die Potentialfunktion 
u mit den vorgeschriebenen Randwerten D,(u); die Existenz von 
D,(p—u) ist eine unmittelbare Folge der Existenz von D,(y) und 
D, (u). 

Der Hilfssatz, auf dessen Anwendung die Beweismethode in 
zweiter Linie beruht, lautet folgendermafen *): Ist u(x,y) eine 
im Kreise X, mit dem Radius r reguläre Potential- 


fanktion und ist 
(2 a) + +(5 | aa < 5, 


so ist im Er ns 


Ou \? Ou \° 1! 
(ar) +) < 7 5: 


Éeeee 
Où TOR JPG 


wobei (5) den Wert von si für den Mittelpunkt des Kreiïses 


wobei 


D, (og) = dx dy, 


Beweis: Es ist 


Ox 0x 


1) Vergl. Hadamard, Bull. de la Société Math. de France, Bd. 34, 1906, wo 
zum ersten Male die Bemerkung gemacht ist, daB man stetige Randwerte vor- 
schreiben kann, für die D,(w) nicht existiert. 

2) Vergl. $3 meiner Dissertation und die dort zitierte Abhandlung von Herrn 
Koebe sowie eine demnächst in den Math. Annalen erscheinende Arbeit von 
Herrn Robert Künig. 
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bedeutet und das Integral über einen zu X, konzentrischen Kreis 
vom Radius po <r erstreckt werden soll, in dem 4 der Zentri- 
winkel ist. Durch Maultiplikation mit @ und Integration nach o 
von 0 bis r folgt 


r° [ôu 1 Ou ; 
3 (ee), = 2 JJ (a) a, 
(A7) 


also zufolge der Schwarz'schen Ungleichung 


| Gin = : r°x [I Ce) A dÿ, 


durch Addition der entsprechenden Ungleichung für (a) ergibt 


sich nun unmittelbar die Behauptung. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Lôsung der 
oben gestellten Aufgabe, eine Potentialfunktion w(x,y) zu kon- 
struieren, die auf dem Rande I" des gegebenen Gebietes & stetig 
vorgegebene Werte annimmt. Zu diesem Zwecke zerlegen wir & 
in eine endliche Anzahl von Rechtecken R,, R,, ... R, deren 
Seiten den Koordinatenaxen parallel sind, derart, da die gerad- 
linigen Stücke des Randes T° sowie deren Verlängerungen zu den 
Seiten dieser Rechtecke werden. Den Rand von R, bezeichnen 
wir mit 1} Ferner konstruieren wir irgend eine in & zweimal 
stetig differenzierbare Funktion ,, die die vorgeschriebenen Rand- 
werte besitzt, deren Werte auf jeder in & liegenden Rechtecks- 
seite eine analytische Funktion der Bogenlänge bilden und deren 
Dirichlet’sches Integral 


D = [If | (En (8 aa 


einen endlichen Wert “ hat. Wir setzen dabei voraus, daf 
die Beschaffenheit der Randwerte der ÆExistenz einer solchen 
Funktion nicht widerstreitet ?). 

Die Funktion « ergibt sich nun als Lôsung des folgenden 
Variationsproblemes. Es ist diejenige Funktion «(x,y) gesucht, 
für die das Dirichletsche Integral 


1) Vergl. Koebe, loc. cit. 

2) Vergl. Anm. 1 auf S.3. Es genügt etwa die Annahme analytischer Rand- 
werte, um die Existenz einer Funktion y, zu sichern. Daher lüft sich jeden- 
falls die Greensche Funktion für & durch die Methode des Dirichletschen 
Prinzipes konstruieren, was zur Lüsung der allgemeinen Randwertaufgabe für & 
ausreicht. 


te 
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zum Minimum wird, wenn zum Vergleich alle Funktionen (x, y) 
zugelassen werden, die den nachstehenden Bedingungen genügen: 


1. ist in & stetig und besitzt im allgemeinen stetige erste 
und zweite Ableitungen; dieselben dürfen im Innern von & hôch- 
stens in den Ecken der Recktecke R, zu existieren aufhôren und 
an den Seiten der Rechtecke R, endliche Sprünge erleiden. 


2. Bezeichnet Z eine im Inneren von & gelegene Seite des 
Rechtecksnetzes, s die Bogenänge auf Z, Z, ein Stück dieser 
Seite, dessen Endpunkte von der nächsten Seite der Rechtecks- 
einteilung einen Abstand = @ haben, so ist œ im Inneren von 
Z eine analytische Funktion von s und der Differentialquotient 


_ von æ wird auf 2, absolut genommen nicht grôBer als der 


dx dy 


grüBere der beiden Werte ee und M(o), wo M(o) das Maximum 
oVz 


CLA 
Ôs 


8. œ besitzt die vorgeschriebenen Randwerte. 


von | auf 2 ist. 


4. Die Werte von œ in ® liegen zwischen dem grôüften 
und dem kleinsten der Werte, die y, in & und auf J° annimmt. 

Wir wollen zeigen, da dieses Variationsproblem eine Lôüsung 
u besitzt und daB diese eine überall in & reguläre Potential- 
funktion ist. 

Da die Funktion y = y, den Bedindungen 1.—4. genügt, 
so besitzen die Werte D(y) eine untere Grenze d = S° derart, 
dañ für alle den Bedingungen 1.—4. genügenden Funktionen gilt 


D(y) = d 


und daB es eine Folge ®,, y,, .. von solchen Funktionen gibt 
für die 
TI, D (y) + d 
hk= 

ist. Aus dieser Folge machen wir uns nun eine andere, normierte 
Folge von Funktionen v,, v,,..., die den Bedingungen 1.—4. 
genügen und von denen wir zeigen kônnen, daf sie gegen eine 
Grenzfunktion w(x,y) konvergieren, die unser Variationsproblem 
lüst. Zu diesem Zwecke lôsen wir mit den Werten, die y, auf 


Zur Begründung des Dirichlet’schen Prinzipes. 159 


1 1,,.. Tbesitrt,,.als-Randwerten für) R5, R,,...R, die 
Randwertaufgabe; so erhalten wir eine Funktion v,, die in jedem 
R, Potentialfunktion ist und den Bedingungen 1.—4. genügt. Es 
ist ferner unserer ersten Vorbemerkung zufolge D, (x) = D,(,), 


WO 
D, (y) = db (Se) + (y dx dy 


(Bi) 
D(r,) < D(y)). 


In derselben Weise machen wir uns aus æ, eine Funktion v,, us.w. 
Da D(v,) Z & sein muf, so folgt notwendig 


L_ D(,) = d. 


Die 


gesetzt ist. Also ist 


Nach einem bekannten elementaren Konvergenzsatze ‘) kônnen wir 
nun wegen der Bedingungen 2. und 4. aus der Folge ,, v,,. 
eine solche Teilfolge v.,, 0, ... auswählen, daB für sie die 
Randwerte auf sämmtlichen Begrenzungen 17, 1,,... konver- 
gieren, wobei nur die Eckpunkte auszunehmen sind, und daf ferner 
diese Konvergenz für jeden Teil des gesamten Liniensystemes der 
T,, der keine Eckpunkte im Inneren oder auf dem Rande enthält, 
gleichmäfig ist. Wie man leicht erkennt, konvergieren daher die 
Funktionen *,, gegen eine Funktion w, die in & hôchstens mit. 
Ausnahme der Eckpunkte der R, a ist und in jedem R, der 
Gleichung Ju — 0 genügt. Wir wollen zeigen, da sie weder 
auf den Seiten, noch in den Ecken der Rechtecke eine Unter- 
brechung der Regularität erleidet. 

Um das erstere etwa für die Seite Z einzusetzen, in der 
R, und Z?, zusammenstofien, betrachten wir das durch Vereinigung 
der beiden Rechtecke X, und ZX, entstehende Rechteck À, und 
konstruieren für jedes L die in & stetige Funktion v,, die im 
Inneren von Z,, eine reguläre Potentialfunktion ist und sonst 
überall in & mit v, übereinstimmt. Setzen wir D,,(p) = D,(y) 
+ D,(æ), so existiert unserer ersten Vorbemerkung zufolge wegen 
der Existenz von D,,(v,) auch D,.(w), und zwar ist, wenn 
à, = v,—v,, gesetzt wird, 


"}n LU 


1) Wenn fi(s), f2(s),... unendlich viele in dem Intervalle as b 
stetige Funktionen sind, die sämtlich unterhalb einer festen Schranke G bleiben 
und deren Differentialquotient unterhalb einer festen Schranke G’ bleibt, so 
läft sich aus ihnen cine Teilfolge fs, (s), 1 (s), ... auswählen, die in dem 
Intervalle gleichmälig gegen eine Grenzfunktion f(s) konvergicrt. 
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dr (ur) = Da (v,,) Lu Ds, (d,.,), 
also, sobald À hinreichend gro gewählt wird, 
Do), 


Die Funktion v*, die offenbar den Bedingungen 1, 8, 4. überall 
und der Bedingung 2. auf allen Rechtecksseiten hôchstens mit 
Ausnahme von Z genügt, befriedigt daher nach unserem Hilfs- 
satze auch auf Z die Bedingung 2. und ist also eine der konkur- 
renzfähigen Funktionen. Da nun D(v*) = D(v,)—D,,(6,)= D(v,,) 
ist, so folgt 

L D(x) = 4 


h = @ 


Fée CAE À 


Nun konvergieren aber die Funktionen v* gegen eine Funktion 
u*, die in R,, eine reguläre Potentialfanktion ist und sonst überall 
in & mit w übereinstimmt. Setzt man Ô — w—«*, so folgt aus 
= L 9. ô und L D,,(0.,) = 0 leicht 

= D 


und somit 


= const., 
und zwar 
d = 0; 


mithin ist w auf Z regulär, wie gezeigt werden sollte. 

Davon, daB w sich auch in den Eckpunkten der R, regulär 
verhält, überzeugt man sich nunmehr ganz analog. 

Die so gefundene Funktion (x, y) ist daher eine überall in 
S reguläre Potentialfunktion, die auf I' die vorgeschriebenen 
Randwerte annimmt, und somit ist der gewünschte Existenzbeweis 
erbracht. 

DaB die Funktion w unser Variationsproblem lôst, ist jetzt 
ohne Schwierigkeit zu erkennen. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daf nicht nur die Folge 
Vin Van + + + gegen « konvergiert, sondern schon die Folge 
V,, Ve, + « ., eine Tatsache, die sich daraus ergibt, da es nicht 
zwei Lôsungen der Randwertaufgabe geben kann. 

In einer ausführlicheren Publikation gedenke ich die An- 
wendung der hier entwickelten Methode auf die in Frage kom- 
menden Existenzbeweise in Vollständigkeit darzulegen. 


Zur Kinematik des starren Kôrpers im System 
des Relativitätsprinzips. 


Von 
Max Born. 


Vorgelegt von Herrn W. Voigt in der Sitzung am 28. Mai 1910. 


Einleitung. 


Die von mir gegebene Definition der Starrheit !), die dem Lo- 
rentz-Einsteinschen Relativitätsprinzip genügt, hat sich als zu eng 
erwiesen?), indem sich herausgestellt hat, daf die Bewegung eines 
in diesem Sinne starren Kôrpers durch die Bewegung eines seiner 
Punkte im allgemeinen vollkommen bestimmt ist, bis auf einige 
Ausnabmefälle, die von Herrn Herglotz ausführlich diskutiert 
worden sind. Daher kann diese Definition keinesfalls auf die ge- 
wôühnlichen materiellen starren Kôrper angewendet werden*), wenn 
sie auch zur Begründung der Dynamik des Elektrons für alle be- 
obachtbaren Erscheinungen ausreicht. Man wird aber die Auf- 
stellung einer Starrheitsdefinition, welche eine môglichst vollkom- 
mene Analogie zum starren Kôrper der gewôhnlichen Kinematik 
darstellt, als wünschenswert ansehen müssen; denn einmal ist 
der starre Kôrper zum Aufbau der Mechanik notwendig, sodann 
erscheint mir auch eine Elektronentheorie ohne diesen Begriff 
einen wesentlichen Rückschritt zu bedeuten. 

Ich habe daher versucht eine neue Definition der Starrheit 
aufzustellen, die eine môglichst grofe Analogie zur gewôhnlichen 
Starrheit aufweist, und will hier die Definition und diejenigen 


1) M. Born, Ann. d. Phys. (4), 30, S. 1, 1910. 

2) G. Herglotz, Ann. d. Phys. 31, S. 393, 1910. F. Ncether, Ann. d. Phys. 
81, S. 919, 1910. 

8) M. Born, Phys. Zeitschr. 11, S. 233, 1910. 
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Folgerungen mitteilen, welche sich ohne weiteres leicht erledigen 
lassen. Die Eigenschaften des auf die neue Weïse definierten 
starren Kôrpers, welche ich hier entwickeln will, sind die fol- 
genden: 

1) Der starre Kôrper hat sechs Freiheitsgrade. 

2) Die von mir zuerst gegebene Definition entspricht dem 
Falle der Translation gemäB der neuen Definition, wobei aber die 
von Herrn Herglotz behandelten Ausnahmefälle nicht auftreten. 

3) Das Geschwindigkeitsfeld der Punkte des Kôrpers wird 
durch Formeln gegeben, welche ein Analogon der entsprechenden 
Formeln der gewühnlichen Kinematik sind. 

4) Vernachlässigt man die Quadrate der Geschwindigkeiten 
der Punkte des Kürpers gegen das Quadrat der Lichtgeschwindig- 
keit, so ist die Bewegung mit der starren Bewegung der gewühn- 
lichen Kinematik identisch. 

5) Es existiert eine instantane Rotationsachse, d. h. man kann 
durch eine geeignete Lorentz-Transformation erreichen, da sämt- 
liche Punkte einer geraden Linie ruhen. 

6) Alle Punkte des Kôrpers haben von einem bestimmten, auf 
der instantanen Achse gelegenen Punkte, dem Zentrum der Ro- 
tation, eine konstante ,Ruh-Entfernung“. 

Aufer der Feststellung dieser allgemeinen Eigenschaften der 
Definition habe ich einige spezielle Bewegungen durchgerechnet, 
darunter den Fall, da ein Punkt des Kôrpers eine gleichfôrmig- 
beschleunigte Bewegung (Hyperbelbewegung) ausführt und der 
Kôrper um die Translationsrichtung beliebig rotiert. Das wesent- 
liche Resultat dabei ist, daB sämtliche Punkte des Kürpers stets 
auf Kreiszylindern von konstantem Radius verbleiben und ïihre 
Projektionen auf die Bewegungsrichtung kongruente Hyperbelbe- 
wegungen ausführen. 

Daf der bei dieser Definition eingefübrte Begriff der Rotation 
für manche Zwecke brauchbar ist, geht vor allen Dingen aus 
folgendem Umstande hervor. Mit Hilfe einer von Minkowski 
kurz vor seinem Tode entworfenen Methode habe ich gezeigt !), 
daB die von diesem aufgestellten Grundgleichungen für die elektro- 
magnetischen Vorgänge in bewegten Kôrpern sich aus den Vor- 
stellungen der Elektronentheorie ableiten lassen. Dabei werden 
nach dem Vorgange von Lorentz die dielektrische Polarisation 
und die Magnetisierung der Materie erklärt durch Relativbewe- 
gungen der Elektronen gegen die materiellen Moleküle. Die Me- 


1) M. Born, Math. Ann. 68, S. 526, 1910. 
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thode ist aber von der Lorentzschen gänzlich verschieden; sie be- 
ruht darauf, daf die Abweichungen der Bewegungen der Elek- 
tronen von den Bewegungen der materiellen Teile durch Potenz- 
reihen dargestellt werden, die nach einem die mittlere Verschie- 
bung messenden Parameter fortschreiten. Dabei zeigt sich, daf 
die Glieder 1. Ordnung der Reïhen die dielektrische Polarisation, 
die Glieder 2. Ordnung die Magnetisierung darstellen, und es ent- 
stehen ganz von selbst als Entwicklungskoeffizienten die Aus- 
drücke, welche die magnetischen Momente, d.h. die mit der La- 
dung multiplizierten Drehmomente der Elektronen darstellen. Die 
so ganz formal gewonnenen Ausdrücke zur Darstel- 
lung der Rotationen der Elektronen stimmen nun 
mit der hier gegebenen Definition der Rotation über- 
ein. Dieser Uebereinstimmung stehen aber auch Schwierigkeiten 
für die Brauchbarkeit der neuen Definition gegenüber !). 


$ 1. Der starre Kôrper der gewôhnlichen Mechanik. 


Während meine erste Definition der Starrheit die Eigenschaft 
des gewôhnlichen starren Kôrpers zu analogisieren suchte, da 
die Entfernung irgend zweier Punkte des Kôrpers bei der Be- 
wegung konstant ist, knüpft die neue Definition an eine andere 
* Eigenschaft des gewühnlichen starren Kôrpers an. 

Der Geschwindigkeitsvektor tv irgend eines seiner Punkte 
2, y, 4 läBt sich nämlich auf folgende Weise darstellen ?): 


(1) w—u = [pr]. 
Dabei bedeutet r den Vektor mit den Komponenten 
T— à, y—b, 2— 0, 


wo a,b,c ein bestimmter Punkt des Kôürpers ist; nu ist die Ge- 
schwindigkeit des Punktes a, b, e und p der Vektor Winkelge- 
schwindigkeit. 

Aus der Bedingung (1) findet man die Gleichung der instan- 
tanen Rotationsachse, deren Punkte alle die gleiche Greschwindig- 


1) Die von Herrn Nother, 1. c. (Anm. 9, S. 161) vorgeschlagenc Definition, bei 
der dem starren Kürper 9 Freiheitsgrade zukommen, hat vor der meinigen den 
Vorzug, daB kein Punkt des Kürpers ausgezeichnet ist, scheint aber ohne weiteres 
weder mit der angedeuteten Theorie der Magnetisierung noch mit den die Dynamik 
betreffenden Absichten Minkowskis im Eïinklang zu sein. 

2) Ich gebrauche hier die in der Vektoranalysis meist üblichen Zeichen; so 
ist z. B. AB oder auch (AB) das skalare, [AB] das vektorielle Produkt der Vek- 
toren À und B. 
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keit haben, indem man tv — u setzt; es muB also der Vektor 
[p, r] verschwinden, d. h. es müssen die Proportionen 

(2) Z—a:y—b:e—c = p,:p,:}, 


bestehen, welche eine gerade Linie darstellen. Ist R die Entfer- 
nung eines Punktes #, y, z vom Punkte a, b, c, d.h. 


BR = (ea) + (0) +(e— 
so findet man durch Differentiation nach der Zeit {: 


dR 
RE = (r, W—u). 


Nun folgt aus den Gleichungen (1): 
(r, Wu) = (r, [p, r])) = 0, 


8 
) (p, WW —u) FE (p, [p, t)) = (0, 
Also wird: 
dr 
(à) R+ = 0. 


Es verschwindet d. h. es ist die Entfernung aller Punkte 


dR 
PE 
vom Punkte a,b,c konstant. Diese für die Starrheit charakte- 
ristischen Eigenschaften werden sich bei der neuen Definition. 
wiederfinden. 

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des gewühnlichen starren 
Kôrpers wird sich nicht übertragen, da nämlich die Entfernung 
von irgend zwei Punkten z', y’, z' und x”, y”, z’ konstant ist. Letz- 
tere Tatsache ist in der gewôhnlichen Kinematik so zu beweisen. 
Wir unterscheiden alle auf die beiden Punkte bezüglichen GrôBen 
durch einen bezw. zwei Striche; dann haben wir die Gleichungen : 


W'—u —= [p,1| 
Wu = [p,r], 
woraus durch Subtraktion folgt : 
(5) WW" = [p,r’—+"]. 


Andererseits ergibt sich durch Differentiation des relativen Ab- 
standes 


Ge) = Ga) + y) +2) 
nach der Zeit f: 


, 


DOCETIRe 


L dt te 


—t", 1W'—10"). 
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Durch skalare Multiplikation mit (t’—1”) ergibt sich aus (b): 


(6) (— 1", W'—07) = (1, [p, v—1]) = 0. 
Also ist 

d\r'—?" 
(7) D us 0. 


Dieser Schluf wird sich nicht übertragen lassen. Man wird aber 
dabei einen klaren Einblick gewinnen, warum diese Eigenschaft 
des starren Kôrpers bei der neuen Definition fortfallen mu. 


$ 2 Ruh-Vektoren 1. und 2. Art. 


Im folgenden werde ich der Kürze halber die von Minkowski !) 
eingeführte vierdimensionale Vektor - Analysis gebrauchen und ich 
verweise dieserhalb auf des genannten Autors Publikationen. 

Ein beliebiges Bezugsystem .rechtwinkliger Koordinaten x, y, z 
und der Zeit { sei zu Grunde gelegt; c sei die Lichtgeschwindig- 
keit. Wir ersetzen 


x, Y, à, ict 
durch 
%;;, La; Ts: L,. 


Eine homogene lineare Substitution 
4 
(8) La = D pt; (a == 1, 2, 3, 4) 
B=1 


von der Determinante +1, in der alle Koeffizienten ohne einen 
Index 4 reell, «&,, &,,, 4, sowie «,,, «,., &,, rein imaginär (ev. 
Null) sind, endlich «,, wieder reell und 0 ist und durch welche 


4 4 
(8) Dr im Da 
CEA | al 


übergeht, heift eine Lorentz-Transformation. Die Lorentz- 
Transformationen enthalten 6 unabhängige Parameter und lassen 
sich deuten als Uebergang von einem Bezugsystem zu einem 
gleichfôrmig dazu bewegten unter gleichzeitiger zeitloser Drehung 
des x, y, +-Achsenkreuzes. 

LäBt man diesen zeitlosen Wechsel der Raumkoordinaten fort, 
so erhält man die speziellen Lorentz-Transformationen”), 
welche nur noch 3 Parameter, nämlich die Komponenten der 
Relativgeschwindigkeit 1 beider Bezugsysteme, enthalten. 

Ein Raum-Zeit-Vektor 1. Art s ist ein System von 4 GrüBen 


1) H. Minkowski, Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, Math.- 
phys. K1, S. 54, 1908 (abgedruckt in Math. Ann. 68, S. 472, 1910). 
2) Vergl. Minkowski, (1. c. Anm. 1), $ 4. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Hoft 2, 12 
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S,1 Sas 88 Sy Welche sich bei Lorentz-'Transformationen wie die 
Koordinaten x, transformieren. In jedem Bezugsystem stellen die 
drei ersten Komponenten 5,, s,, s, einen Raumvektor 8 dar. Ein 
Raum-Zeit-Vektor 2. Art f ist ein System von 6 Grüfen 


fn Fr) fi 1100 fo fi 


welche sich bei Lorentz-Transformationen wie die 6 Determinanten 
transformieren, die man aus dem mittelst zweier Vektoren 1. Art 
gebildeten Schema 


XX LL 


S; S Sg s, 
erzeugen kann. 

In jedem Bezugsystem stellen die 6 Komponenten von f zwei 
Raumvektoren dar, und zwar mügen f,, fn, /,, den Raumvektor 
M, fus os Ua Àen (reellen) Raumvektor n bilden. Der zu f duale 
Vektor f* ist der Raum-Zeit-Vektor mit den Komponenten f;,, fs 
faas Pass loir Laos der aus den Raumvektoren m, …n in umgekehrter 
Reïhenfolge zusammengesetzt ist. 

Wir betrachten nun das Verhalten der Vektoren 1. und 2. Art 
bei speziellen Lorentz-Transformationen mit dem Vektor u, d.h. 
beim Uebergang von einem Bezugsystem Z zu einem anderen Z 
mit parallelen räumlichen Koordinatenachsen, welches relativ zum 
ersten System die Geschwindigkeit u hat. 

Ein Vektor 1. Art s geht dabei in einen Vektor s’ über; die 
ersten drei Komponenten desselben, s!, s!, s, stellen denjenigen 
Raumvektor 8’ dar, als welcher der Raum-Zeit-Vektor s von dem 
bewegten System Z’ aus erscheint. Diesen Raumvektor 8° kann 
man nun wiederum als einen Raum-Zeit- Vektor ansehen, dessen 
vierte Komponente in dem Bezugsystem Z’ verschwindet. Dieser 
neue Raum -Zeit- Vektor mit den in Z’ gemessenen Komponenten 
Si, 82 83 O hat im Systeme Z die Komponenten 


s, = Ss+(u, Ss)u,, (« = 1, 2, 3, 4) 
d. h. er ist identisch mit dem Vektor 

(9) S, = S+(u, s)u, 

wobei w den Raum-Zeit-Vektor mit den Komponenten: 


U = —"°— u 


= u, 
1 St | Du nn } 
ul 3 2 
C pie c V1 Lies 
L 
U TT à u, DR, 
[uF [ul 
y ER nr 


(10) 
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bedeutet, welche die Relation 


(11) Zui = (u,u) —= —1 
erfüllen. 

Der Vektor s, ist gemäf seiner Definition normal auf «: 
(12) (4, 5) = 0. 


Er heïft der Ruhvektor von s bezüglich der Geschwindigkeit 
u, weil in demjenigen Koordinatensystem Z', in welchem ein mit 
der Geschwindigkeit 1 bewegter Punkt zu ruhen scheint, die drei 
ersten Komponenten, die Raumkomponenten, von s, mit den drei 
ersten Komponenten des auf Z' transformierten Vektors s' iden- 
tisch sind. 

Wir betrachten jetzt den Vektor 2. Art f. Dieser geht bei 
der speziellen Lorentz-Transformation in den Vektor 2. Art f’ 
über, der in dem System Z’ in die beiden Raumvektoren m', n’ 
zerfällt. Diese beiden Raumvektoren kann man als Raum-Zeit- 
Vektoren auffassen, deren vierte Komponente im System Z' ver- 
schwindet; diese Raum-Zeit-Vektoren mit den Komponenten f., 
fs lin O bezw. f}, fn, fa O im Systeme Z”’ seien mit y und œ be- 
zeichnet. Dann kann man leicht zeigen, daB die Komponenten 
von œ in dem ursprünglichen Systeme Z folgendermafen lauten : 


pe = D fs (« = 1, 2, 3,4) 
d. h. es ist é> 
(13) p— —uf; 
ebenso ergibt sich, daf 
(14) ÿ = inf" 
ist. Offenbar sind sowohl y, als auch y normal zu u: 
(15) Gp) —0, (4, ÿ) = 0. 


Wir nennen @ und # die zu dem Raum-Zeit-Vektor f(m, n) bezüg- 
lich der Geschwindigkeit 1 gehôrigen Ruh-Vektoren, weil in 
demjenigen Koordinatensystem Z’, in welchem ein mit der Ge- 
schwindigkeit u bewegter Punkt zu ruhen scheint, die drei ersten 
Komponenten von g und # mit den Komponenten der Raumvek- 
toren n’ und m’ identisch sind, welche den transformierten Vektor 
2. Art f' zusammensetzen. 

Die Beweise der hier aufgestellten Behauptungen lassen sich 
leicht analytisch oder geometrisch erbringen. Sie sind aber auch 
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implizite in den Betrachtungen Minkowskis !) über die Transfor- 
mation der elektrischen und der magnetischen Feldstärke ent- 
halten. 


$ 3. Definition des starren Kôrpers. 


Die soeben entwickelten Begriffe der Ruh-Vektoren 1. und 2. 
Art wollen wir nun bei der Definition der Starrheit verwerten. 

Wir bezeichnen einen bestimmten Punkt des sich bewegenden 
Kôrpers als das Zentrum. Dieses sei in einem Moment durch 
den Raum-Zeit-Punkt «a (a,, a,, a, a,) dargestellt und habe die 
durch den Raum-Zeit- Vektor w (u,, u,, ,, u,) definierte Ge- 
schwindigkeit; es ist also 


(16) (u, u) = —1. 


Wir fassen einen beliebigen Punkt x (x,, x,, x,, «,) in dem 
durch a gelegten, auf w normalen Raume ins Auge; es ist also 


(17) (u, x—=a) = 0. 

Zu x gehôre der Geschwindigkeitsvektor w(w,, w,, w,, w,), der die 
Bedingung 

(18) (w, w) = —-1 

erfüllt. 


Es sei ferner p ein ganz beliebiger auf w normaler Raum- 
Zeit-Vektor: 


(19) (CADET 


Wir nennen ihn die Winkelgeschwindigkeit. Seine ersten 
drei Komponenten 


1 1 
PURES Pas DE Te Pur Pois 


definieren einen Raumvektor p, während 


! è è 
(19) D = = GPe+up Hip) = = (up) 
ist. 
Der Ruh-Vektor der Geschwindigkeit w von æ bezüglich uw ist 
(20) w° = w+(u, w)u; 


nach den Erürterungen des vorigen Paragraphen sind in einem 
Koordinatensystem Z', in welchem der Punkt a ruht, d.h. u — 0 


1) Minkowski, 1. c. (Anm. 1, S. 165). 
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ist, seine drei ersten Komponenten identisch mit denen des Vektors 
1. Art w’', der bei der speziellen Lorentz-Transformation un aus 
w hervorgeht. Man wird w° also auch als Ruhgeschwindig- 
keit oder Relativgeschwindigkeit des Punktes æ bezüg- 
lich der Geschwindigkeit # des Punktes « bezeichnen kônnen. 


Den Raum-Zeit-Vektor 2. Art 
(21) [p, t—a] = Q 
bezeichnen wir als die Rotation des Punktes x um den 
Punkt a. 

Wir bilden die beiden zu Q gehôrigen Ruh-Vektoren. Aus 
der identischen Relation 

u[», t—a] = (u, p)(x—u)—(4x, x—a)p 

folgt wegen (17) und (19), da der eine der beiden Ruh-Vektoren 
(22) uQ = 0 
ist. Den anderen nennen wir Ruh-Rotation und bezeichnen ihn 
mit q: 


(23) HOT = 
Nach (15) ist q normal auf «: 
(24) (4, :q):=.0. 
Die ersten drei Komponenter von 9, 
= rh Q; y — __ 
Qi Fri C } UE N - c }] UE € 


bilden einen Raumvektor, während 


) i 
(24) ME == (ut, qe +u,q,+ 1,0.) Se ee q) 
ist. 
Die Formel (22) zeigt, da in dem Koordinatensystem Æ, in 
dem der Punkt « ruht, der Vektor 2. Art Q sich auf einen Vektor 
1. Art q reduziert, und zwar ist für u — 0 offenbar 


(25) q = [p, tr}, 
wo r den Raumvektor mit den Komponenten 


TG, TX, — A; Ts — As) 
bedeutet. 
Man kann auch den Vektor 2. Art Q durch q ausdrücken. 
Aus der Identität : 
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(26) [u, uQ]+[u, QT = (ur) Q 
folgt nämlich wegen (16) und (22) 
(27) [u, g% = —1Q. 


Jetzt kônnen wir in Uebereinstimmung mit dem Relativitätsprinzip 
und gleichzeitig in voller Analogie zu der Gleichung (1) den 
starren Kôrper folgendermaBen definieren : 

Definition: Die Bewegung eines Punktsystems heie starr, 
wenn zwischen dem Orte x und der Geschwindigkeit w jedes 
Punktes zu jeder Zeit die Beziehung besteht, daB die Relativ- 
geschwindigkeit gegen das Zentrum «u gleich der Rubrotation ist: 


(28) w° = Q, 
oder ausführlich: 
(28') w+(u, w)u = iu[p, x—-af. 


Diese Definition ist kovariant gegen Lorentz-Transformationen. 
Ferner ist sie in Verbindung mit den Bedingungen (17) und (18) 
vôllig hinreichend, die Bewegung zu bestimmen, sobald die Be- 
wegung des Zentrums a und der Verlauf des Vektors » für alle 
Zeïiten in Uebereinstimmung mit den Bedingungen (16) und (19) 
gegeben sind. 
Sei nämlich die Bewegung von a dadurch beschrieben, daB a,, 
a, 43, 4, als Funktionen der Eigenzeit 6 gegeben sind; dann sind die 
M 1 da, 
+ c do 
ebenfalls bekannte Funktionen von 6, die die Relation (16) erfüllen. 
Ebenso seien die p,, von denen nur drei wegen (19) unab- 
hängig sind, als Funktionen von 6 gegeben. 
Dann kann man aus der Gleichung (17) 6 als Funktion von 
%;, L, X3, &, berechnen und diese Werte in (28') einsetzen. 
Wenn nun r die Eigenzeit des Punktes x bedeutet, so hat man 


sp ER ge 
PR 7 Pi (a = 1, 2, 3, 4). 


(« = 1, 2, 8, 4) 


Demnach stellen die Gleichungen (28), von denen wegen der 
Orthogonalität beider Seiten zu « nur drei unabhängig sind, zu- 
sammen mit (18) ein System von Gleichungen der Form dar: 


di, 
dt Hi 4.f, Lys Ls) æ), (œ 2 1, 2. ô, 4), 


2 (5) Mas: 


FL SUT 


(29) 
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Dabeï sind die f, bekannte Funktionen ihrer Argumente und 
1 ist ein Proportionalitätsfaktor, welcher vermôüge der letzten 
Gleichung eliminiert werden kann. 

Man hat demnach ein System von gewühnlichen Differential- 
gleichungen für die Funktionen x,, x,, #,, x, von r. 

Die allgemeine Lôüsung wird aufer einer Konstanten, welche 
der willkürlichen Wahl des Nullpunktes von 7 entspricht, drei 
Parameter £,, Ë,, £, enthalten, welche die einzelnen sich bewegenden 
Punkte individualisieren. 

Man erhält also die Bewegung dargestellt in der nach La- 
grange benannten Weise durch Gleichungen der Form: 


(80) La = La(ér É 4 t), 


wie ich sie früher des ôfteren benutzt habe. 


$ 4 Allgemeiïine Eigenschaften des starren Kôrpers. 


Wir kônnen nunmehr aus der Definition des starren Kôrpers 
diejenigen Eigenschaften ableiten, welche den in $ 1 besprochenen 
des gewôhnlichen starren Kôrpers analog sind. 

Zunächbst ist klar, daf die Definition (28°) in die Gleichung 
(1) der gewôhnlichen Kinematik übergeht, sobald man Glieder der 

2 
Ordnung r LE _ vernachlässigt. 

Um sodann die Existenz einer instantanen Rotationsachse zu 
beweisen, fragen wir nach den Raum-Zeitpunkten x, deren Ge- 
schwindigkeit gleich der des Zentrums ist. Aus 


w = u 
folgt durch Multiplikation mit « wegen (16) 
(u, w) = (u, ti) = À 
also wird 
w° = w+(u, wu = w—u = 0. 


Für die gesuchten Punkte muB daher q = 0 sein; aus (27) ergibt 
sich dann Q — 0, oder 
[p, æ—a] = 0. 


Daraus aber folgt die Proportionalität der p, mit den æ,—a,. 
Die gesuchten Punkte liegen also auf der geraden Weltlinie 


(31) La y — A; 


welche offenbar auf # normal ist. In dem Koordinatensystem 2Z, 
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in welchem das Zentrum « ruht, bilden diese Punkte eine räum- 
liche Gerade, welche in ihrer ganzen Länge momentan ruht. Das 
ist die instantane Rotationsachse. 

Sei R die Ruh-Entfernung eines Punktes x vom Zentrum, 
d. h. sei 


4 
F° HT »> (œ,—a), 
CE 
wobei x die Bedingung (17) erfüllt. Ist die Bewegung bekannt, 
also die x, bekannte Funktionen von +, so kann man aus (17) x 
als Funktion der Eigenzeit 6 des Zentrums ermitteln und diesen 


Wert wieder in die x, einsetzen. Dann wird R eine Funktion 
von 6. Differenzieren wir diese nach 6, so kommt: 


dR : dx 
Ro = D(-a(0 Tu) 
dr ) 
= [x—u, w———u). 
(e 
Nun folgt aus (28”) durch Maultiplikation mit æ—a: 


(c—a, w)+(u, w)(u, T—a) = i(u[p, z—-a, x—a). 


Berücksichtigt man (17) und bemerkt, daf identisch für zwei 
Vektoren 1. Art p, q 


(32) (u [p, a}, n) DE (u [?, (4 dé ») = 0 
ist, so findet man: 
(33) (x— a, w) = 0. 


Ebenso findet man aus (28') durch Multiplikation mit p: 
Gp, &)+(u, w)(u, 2) = i(ufr, «af, p) 
und wegen (19) und (32): 


(34) (AUS 0 

Aus (33) ergibt sich im Verein mit (17) 
. dr 

(35) R Te — ) 


eme Gleichung, die zu (4) vüllig analog ist. 

Daraus folgt, daf die Ruh-Entfernung aller Punkte vom 
Zentrum « von der Eigenzeit des letzteren unabhängig, also über- 
baupt konstant ist. 

In dicsen Eigenschaften stimmt die neue Definition mit den 
in $1 aufgezählten des gewühnlichen starren Kürpers überein. 
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DaB aber, wie schon dort gesagt wurde, die Ruh-Entfernung 
zweier Punkte x, y bei der Bewegung nicht konstant bleibt, hängt 
damit zusammen, daB nicht jeder beliebige Punkt des Kôrpers als 
Zentrum angesehen werden kann, sondern nur die Punkte der 
Achse. Sind nämlich w, v die Greschwindigkeiten der Punkte x, y, 
so lauten nach (28°) die Starrheitsbedingungen 

w+(u, w)u = iu[p, x—af*, 

v+(u, vu = iulp, y—af*. 

Durch Subtraktion findet man: 


(37) Qo—v)+(u, w—v)u = iufp, z—yf*. 


(86) 


Kôünnte man nun den Punkt y als Zentrum der starren Be- 
wegung ansehen, so müfite gemäB der Definition (28) die Gleichung 


(38) w+ (0, @o = üufp, y} 
bestehen, die der vorhergehenden (37) im allgemeinen widerspricht. 
Man kann also keinen beliebigen anderen Punkt als Zentrum wählen, 


wohl aber Punkte der instantanen Achse. Denn da für diese v = 
ist, wird die linke Seite von (37) zu 
w—u+(u, wju—{(u, w)u = w+(u, w)u, 

d.h. mit der von (38) identisch. 

Ist R die Ruh-Entfernung der beiden beliebigen Punkte x, 
y, 4. h. 

EF — (&— y, Z—Y), 
so folgt durch Differentiation nach der Eigenzeit 6 des Zentrums 
a (wie auf $. 13): 
dR RUras eux 

(39) Æ EC fe Mr br) 
wo tr und x die Eigenzeiten der Punkte x, y sind. 

Nun folgt zwar aus (37) durch Multiplikation mit (æ—#7) wie 
früher 


CR RAS a gi 


daraus aber kann man im allgemeinen nicht auf das Verschwinden 
der rechten Seite von (39) schliefen. 
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$ 5. Spezielle Bewegungen. 


Ist der Rotationsvektor p identisch Null, woraus wegen (19') 
das identische Verschwinden von p folgt, so ist die Bewegung als 
eine reine Translation anzusehen. In diesem Falle folgt aus 


w+(u, wju = 0 
durch Multiplikation mit w wegen (18) 


(uw, w)+(u, w)ÿ — —1+(u, w) = 0, 
also 
(4, D)" r 
Hier ist das negative Zeichen zu wählen; denn ist u = 0, also 
WU, = u, = 0, 4, = 1, s0 geht (4%) in 
—1 
CPP 


ii 
C 


über, und da die Quadratwurzel immer positiv ist, hat man 


(u, w) = —1 
zu setzen. 
Also ist bei der Translation: 
(40) w =. 
Diese Gleichung zusammen mit den Bedingungen 
(41) (u, u) = —1, (w, w) = —1, lu, ne) 0 


ist vollkommen äquivalent mit dem regulären Falle der Bewegang 
eines gemäB meiner ersten Definition als starr zu bezeichnenden 
Kôrpers, wie aus den Resultaten von Herglotz und Noether!) her- 
vorgeht. Man kann nämlich die Gleichungen (40), (41) so in Worte 
fassen : 

Bei einer Translation sind die Weltlinien der Punkte des 
Kôürpers die orthogonalen Trajektorien einer Schar von ortho- 
gonalen Räumen ?). 

Die von mir auf die Dynamik des Elektrons gemachte An- 
wendung meiner ersten Definition der Starrheit behält demnach 
ihre volle Gültigkeit auch bei Annahme der neuen Definition. 

Ein weiterer einfacher Spezialfall ist der, da$ das Zentrum 


1) Vergl. 1. c. (Anm. 2, $. 161). 
2) Vergl. G. Herglotz, 1. c. (Anm. 2, $. 161), L'all A auf $S. 401. 
12 
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dauernd ruht; dann reduziert sich, wie schon auf S. 18 gesagt 
wurde, die Rotation g auf den Raumvektor 


cs [p, tr] 
und die Definitionsgleichung (28’) geht in 
Lu) 
(42) © = {p, rl 


über. Durch Vergleich mit (1), $ 1, sieht man, daf die Bewegung 
nur bis auf Glieder 2. Ordnung mit der Rotation der gewühnlichen 
Kinematik übereinstimmt. 

Rotiert z. B. der Kôrper um die x-Achse mit der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit p,, so ist die Lôüsung von (42) darstellbar 
in der Form 

x —= konst., 
Va==pO)C08 P; 
z2 = psin y, 
wo @ eine Konstante und 
ps 


TP ner 
c? 


ist. Die vom ruhenden System gemessene Winkelgeschwindigkeit 
2 nimmt also mit wachsendem Abstande 9 von der Achse ab). 


Die Umfangsgeschwindigkeit @ 


dp 
dt 
daB keine Beschränkung der Dimensionen des starren Kôrpers, 
wie sie bei beschleunigter Translation auftritt, hier vorhanden ist. 

Ein anderes einfaches Beispiel ist folgendes. 

Das Zentrum müge eine Hyperbelbewegung (gleichfôrmig be- 
schleunigte Translation) ausführen, und der Kürper müge um die 
Translationsrichtung rotieren. Es sei also: 


bleibt immer kleiner als c, so- 


aÿ+a, = konst. = 6;, 4, = 0, lei), 
(43) ?, = 0, 
Pa vee 0. 


Führen wir statt der Eigenzeit 6 die imaginäre GrôBe 


6, —= C6 


ein, so kann man die Bewegung mit Hilfe von trigonometrischen 


1) Danach würe die Erdkugel schwerlich ein in diesem Sinne ,starrer“ Kürper. 


176 Max Born, 


Funktionen des imaginären Argumentes À (hyperbolischen Funk- 
« 1 


tionen) so darstellen : 


6 PA 
(4) a = 6,008, a—=0, a—=0, a, = 6,sin <. 
6, 6, 
Dann wird 
o cd e ER 
(40), 4,.= —isn ux =), Hier, u, = iCcos —<- 


1 1 


Bestimmen wir zunächst 6 als Funktion der x, aus der Gleichung 
(17). Diese lautet hier: 


CR 1 
de sin — x, cos -# 10, 
6, 6, 
woraus sich 
LR Te 
(46) nl 
ergibt. 
Nach (21) werden die Komponenten von Q: 
Qs ES O, (2 — Pl; Qù —= Pis; 
10 G 
Qu al: fe. 6, sin 4) — D, (z, 0; cos 4) Qu Div 
1 L 
Qu = —P,%s 


Aus (23) findet man die Komponenten von g: 


& = 0, 
dr Lo sin-Æ +p cos 2e 
2 4 6, 1 6, 37? 
ENS —( sin +p cos #) 
8 4 6, 1 6, 2) 
4 = 0. 
Die Bewegungsgleichungen lauten also: 
(47a) w, cos 24 iv, sin OR: 
6; 6; 
OS (4 
(47b) W,. = (o. sin ne. + p, cos 2) n.. 
1 1 
(470) dy = — (r. sin % + p, cos 2) Fe 
6; 5, 


und diese bestimmen zusammen mit 
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(48) ur +u = —1 
die Bewegung vollkommen. 

Es fällt die Uebereinstimmung der Gleichungen (47b) und (47c) 
mit den Formeln ins Auge, die in der gewôhnlichen Kinematik 


eine Rotation um die æ-Achse ausdrücken. Aus (47a) folgt in Ver- 
bindung mit (46): 


10, de 
w, Fo 
oder 
dx dx 
2 —t+x, —<+ = 0, 
! dr bre dt 


Daraus folgt: 
(49) LU, = KONSb — 2, 


d.h. die Projektionen sämtlicher Punkte des Kôrpers auf die 
Translationsrichtung x führen Hyperbelbewegungen aus. 
Dividieren wir (47b) und (47c), so folgt: 


um, Le 
w, 7. 
oder 
des AY 102 
DR 
Daraus folgt 
(50) M + konst = 0, 


d. h. jeder Punkt des Kôrpers verbleibt bei der Bewegung auf 
einem Kreïiszylinder, dessen Achse die xæ-Achse ist. 
Wir setzen nun 
21 0 COS, 
co, à — a. ; 
3 P; 
wo œ der im ruhenden System gemessene Winkel ist, um den ein 
Punkt x sich aus der xy-Ebene heraus gedreht hat. Dann ist 


GA Fo ! dp _  d 
2 Te MG TC IP CE 
És re cos NUE ciel À ñ 
date ro dr, 7 


Andererseits betrachten wir (47b) und (47c). Die Gleichung (19) 
lautet hier ; 


#01 6, 
p, sin ——p, cos —+ — 0, 
; 6, 6, 


1 ès 
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WoTaus 
Ps Ge 
PSE 
Pi Ê Gi 
folgt. 
Demnach wird die Klammer in den Formeln (47b), (47c): 
p, sin-%# +p, COR 
6; 1 6, 
cos 


Führen wir statt der Eigenzeit r des Punktes x die GrôBe 
£, — ict ein, so kôünnen wir die Hyperbelbewegung (49) so dar- 
stellen : 


(54) XX, —= ë cos à, Le é, sin À, 
ë, & 
woraus 
(55) w; = tee ou jednie 
ë ë, 
folgt. 
Dann ergibt sich aus (46) und (54): 
6 Ë 
tg — — tg + 
8 5, 8 E, ? 
: 6 Ë 
6 Te 
(66) CR 


Dividieren wir nun (47b) und (47c) durch w, und setzen die 
Werte (53), (55), (6) ein, so bekommen wir: 


on épi, 
a à cos” £ 
Ws me. Pis 
a i cos” ë 
1 
Indem wir hier noch nach (54) cos° ke = 1-(#) einsetzen, er- 
halten wir , | 
dx, >. —; XL, 
dx, 1 (4) $ 
nn 
(ie dx, ip, 
+ = 1 pi 
dx, HE (&) 
é, 


a 
NO 
* 
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Dies kônnen wir mit dem Ansatze (52) vergleichen. Man findet 


dp ____ ir 
dx, x 
1-(E) 
ë 


Bezeichnen wir jetzt die Zeit des Zentrums mit é, sodaf 
ic = x, ist, so bekommen wir für die Winkelgeschwindigkeit im 
ruhenden Systeme (die nicht mit dem Vektor p zu verwechseln 
ist) die Gleichung 
(58) LE pe ponte 0 


Da »p, als Funktion von { gegeben ist, erhält man œ durch eine 
Quadratur. Ist z. B. p, konstant, so findet man 


(59) p = _ À Sie arctg pe 


Der Kôürper führt also, während er sich vom Unendlichen heran- 
nähert, umkehrt und sich wieder ins Unendliche entfernt, ë de volle 


Umdrehungen aus; dabei hat er vom ruhenden teen 
aus beurteilt nach (58) nur bei £ — 0, d.h. im Momente, wo er 
umkebrt und somit sn die volle Winkelgeschwindigkeit p. Be- 


kanntlich ist b — Fe die Beschleunigung der Hyperbelbewegung !). 
Also ist die Anzahl der vollen Umdrehungen qe : sie ist um so 


grüer, je kleiner die Beschleunigung ist. 
Entwickelt man (59) nach Potenzen von b, so kommt 


1 b°{ 
mit) 


Sobald also das Quadrat von bé gegen das der Lichtgeschwindig- 
keit zu vernachlässigen ist, erscheint die Rotation auch vom 
ruhenden System aus als gleichfôrmig. 

Damit die Umfangsgeschwindigkeit kleiner als die Lichtge- 
schwindigkeit bleibt, mu 

c 

sein. Damit ist eine neue Beschränkung der Dimensionen eines 
starren Kürpers gegeben, die der von mir früher für Translationen 
gefundenen analog ist. 


1) Vergl. M. Born, 1. c. (Anm. 1, S. 161), S. 26. 


Ueber die Uniformisierung der algebraischen Kurven 
durch automorphe Funktionen mit imaginärer 
Substitutionsgruppe. 


(Fortsetzung und Schluf). 
Von 
Paul Koebe in Gôttingen. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 28. Mai 1910. 


In einer gleichbetitelten Note vom 20. Februar 1909 (Gütt. 
Nachr.) habe ich gezeigt, wie mit Hülfe eines von mir zuerst in 
einer Voranzeige (Gôtt. Nachr. 22. Februar 1908) publizierten 
iterierenden Verfahrens ein von Herrn Klein (Math. Ann. 
Bd. 19, 1882) aufgestelltes Uniformisierungstheorem bewiesen werden 
kann, nämlich speziell das auf die automorphen Funktionen des 
Schottkyschen Typus sich beziehende Theorem. In der ge- 
nannten Voranzeige habe ich die weitergehende Behauptung aus- 
gesprochen, daB diese Methode mit Erfolg überhaupt auf alle von 
Herrn Klein Math. Ann. Bd. XXI (1883) in der Abhandlung , Neue 
Beiträge zur Riemannschen Funktionentheorie“ aufgestellten Uni- 
formisierungstheoreme (, Fundamentaltheoreme“) angewandt werden 
kann?) Für diese Theoreme ist charakteristisch, daB der ent- 


1) Im folgenden gebe ich den Inhalt eines von mir kürzlich in der Gôtt. 
Math. Gesellschaft gehaltenen Vortrages wieder. Ausfühbrlicher komme ich auf 
den Gegenstand an anderer Stelle zurück. 

2) Dies will insbesondere sagen, daB sich nach dieser Methode auch die- 
jenigen Kleinschen Fundamentaltheoreme ausnahmslos erledigen lassen, bei 
welchen das Existenzgebiet der betreffenden eindeutigen automorphen Funktionen 
unendlich viele Grenzkreise als natürliche Grenzen besitzt. Der 
Nachweis dieser Theoreme ist bisher von anderer Seite auch nicht in einem 
Spezialfalle gelicfert worden. 
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sprechende Fundamentalbereich nach dem ,Prinzip der Inein- 
anderschiebung“ (Klein L.c.) aus einfacheren Fundamental- 
bereichen entsteht. Wir knüpfen an einen wesentlich neuen Kon- 
vergenzheweis für das iterierende Verfahren an, welchen ich 
neuerdings in der Abhandlung ,über die Uniformisierung der al- 
gebraischen Kurven II“ (Math. Ann. Bd. 69, 1910) verôffentlicht 
habe. Dieser neue Beweis bedarf, um zu dem erwähnten Ziele 
(nämlich dem Beweise aller Kleinschen Fundamentaltheoreme) zu 
gelangen, einer wesentlichen Vertiefung, welche übrigens in der 
Methode des iterierenden Verfahrens selbst in naturgemäBer Weise 
begründet ist. 


Ich beginne mit der Voranstellung einiger Uniformisierungs- 
probleme, welche in bestimmter Stufenfolge die auftretenden Schwie- 
rigkeiten zeigen. 

L Die Riemannsche Fläche F der algebraischen Funktion 
y(x) vom Geschlecht » ist längs p die Kläche nicht zerstückenden 
Rückkehrschnitten aufgeschnitten. Es wird verlangt, die auf- 
geschnittene Fläche umkehrbar eindeutig und konform auf einen 
schlichten von 2p paarweise durch lineare Substitutionen auf ein- 
ander bezogenen Randkurven begrenzten Bereich abzubilden. 
(Klein, Math. Ann. Bd. 19, 1881). 


IL Die Fläche F ist wie in der Theorie der Abelschen In- 
tegrale längs » Rückkehrschnittpaaren mit je einem Kreuzungs- 
punkt aufgeschnitten. Es wird verlangt, dieselbe auf einen schlichten 
Bereich mit » Randkurven abzubilden, deren einzelne die Gestalt 
eines durch eine gebrochene lineare Substitution transformierten 
Parallelogramms (mit durch parabolische Substitutionen zugeord- 
neten gegenüberliesenden Seiten) hat. 

III. Die erwähnten p Rückkehrschnittpaare seien in » Klassen 
VOn D,, Py-.., P, Paaren eingeteilt und die Paare einer und der- 
selben Klasse (etwa der &-ten Klasse) dadurch zu einem einzigen 
Zuge Z, vereinigt, daf man die betreffenden À Kreuzungspunkte 
durch stetige Deformation der Rückkehrschnittpaare nach einem 
Punkte zusammenzieht. Dadurch wird die Fläche F in eine v-fach 
zusammenhängende Fläche verwandelt. Diese v-fach zusammen- 
hängende Fläche ist auf einen schlichten Bereich abzubilden, dessen 
einzelne Begrenzungslinie Z, der Linie Z, entspricht und auf diese 
Weise 4p, Seiten besitzt, die in bestimmter Weise durch lineare 
Substitutionen einander zugeordnet sind. Diese Substitutionen 
führen dabei ihrerseits sämtlich einen dem Zuge Z; zugeordneten 
Grenzkreis X, in sich über. (Klein, Ann. 21, 1883). 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasso. 1910. Heft 2. 13 
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Den genannten drei Problemen lassen sich parallellaufend be- 
stimmte Abbildungsaufgaben über mehrfach zusammenhängende 
Bereiche gegenüberstellen, welche ebenso wie die erwähnten Uni- 
formisierungsprobleme durch das iterierende Verfabren gelôst 
werden kônnen und mittelbar als Spezialfälle dieser Uniformisie- 
rungsprobleme aufgefaft werden kônnen. | 

Ia. Ein gegebener schlichter (p + 1)-fach zusammenhängender 
Bereich soll auf einen von p+1 Vollkreisen begrenzten Bereich 
abgebildet werden. 

Ila—IIla. Auf den Begrenzungslinien desselben Bereichs sind 
je endlich viele Punkte markiert. Jedem markierten Punkte ist 
eine ganze positive Zahl 2 zugeordnet, welche auch gleich 
oo gesetzt werden kann. ÆEs wird eine umkehrbar eindeutige 
konforme Abbildung des Bereichs auf einen ebenfalls schlichten 
Bereich verlangt, dessen einzelne Begrenzungslinie ein Kreisbogen- 
polygon mit Orthogonalkreis (Grenzkreis) ist, der in Ausnahme- 
fällen punktfôrmig oder imaginär werden kann. Die Anzahl der 
Seiten dieses Polygons soll gleich der Anzahl der auf der erwähnten 
Begrenzungslinie markierten Punkte sein. Die markierten Punkte 
selbst sollen in die Eckpunkte des Polygons übergehen, wobei 
zugleich die einem markierten Punkte zugeordnete ganze Zahl 
angibt, welchem genauen Teil von x der in dem betreffenden Eck- 
punkte gebildete Winkel des Polygons gleich sein soll. 


Um mein Beweisverfahren darzulegen, schildere ich es am 
Falle des Problems Ï und gebe dann später an, welche weiteren 
Bemerkungen zu machen sind, um auch die Probleme Il, III u.s.w. 
zu erledigen. 

Wir denken uns zunächst die längs den p Rückkehrschnitten 
aufgeschnittene Fläche F umkehrbar eindeutig und konform auf 
einen schlichten Bereich ® mit 2p paarweise durch analytische 
Substitutionen auf einander bezogenen Randkurven abgebildet. 
Auf den Bereich ® wird nun das iterierende Verfahren in fol- 
gender Weise angewandt. 

Wir nehmen etwa p — 2 an. Man verwandle zunächst die 
erste der beiden Randsubstitutionen in eine lineare Substitution, 
indem man den von dem ersten Rand-Kurvenpaar allein begrenzten 
zweifach zusammenhängenden Bereich auf einen zweïfach zusam- 
menhängenden schlichten Bereich mit linearer Ränderzuordnung 
abbildet, was nach längst bekannten Methoden müglich ist. Dabei 
geht ® in einen Bereich ®, über, für welchen nun in der Tat die 
erste Randsubstitution linear ist. Nunmehr wwd von @, aus- 
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gegangen und durch eine analoge Operation die zweite Randsub- 
stitution linear gemacht, wobei @, in einen Bereich ®, übergeht. 
Darauf wird durch eine neue Operation wieder die erste Randsub- 
stitution linear gemacht, indem ®, in einen Bereieh ©, verwandelt 
wird; darauf wieder die zweite Randsubstitution u.s.w. Um be- 
stimmtes zu definieren, normiere man die einzelne Abbildung 50, 
da, wenn die Ebene des Bereichs ® als x-Ebene, die des Bereichs 


®,, ®,,...bezw. als z,- Ebene, z,- Ebene, ... bezeichnet wird, die 
Faonktion z,(x) im Unendlichen eine Entwicklung der Form 
æ + ((0)) 


hat, unter ((0)) eine für æ — oc verschwindende reguläre Funktion 
verstanden. 

Um die Wirkung des iterierenden Verfahrens zu schildern, 
wollen wir für einen Augenblick einen von 2 Randkurvenpaaren 
begrenzten schlichten Hülfsfundamentalbereich H betrachten, dessen 
Randkurvenpaare durch lineare Substitutionen bezogen sind. 
Die Randsubstitutionen môügen mit S, und S, bezeichnet werden. 

Wenden wir die Substitutionen SŸ[x — + 1, +2,...] auf den 
Bereich H an, so ergeben sich unendlich viele neben einander 
gelagerte Bildexemplare des Bereichs H, die zusammen mit H 
einen gewissen unendlich-vielfach zusammenhängenden Bereich XH, 
bilden. Ebenso gelangen wir durch Ausïübung der Substitutionen 
S; [« = +1, +2,...] zu einem Bereiche H, Der Bereich H,+H, 
werde mit H‘° bezeichnet. Dabei ist der Bereich H selbst zwei- 
mal aufgeführt, was für die Folge keine Bedeutung hat. Der 
Bereich H° wird von unendlich vielen Randkurven begrenzt, die 
ibrerseits ihrer Entstehung gemäB durch lineare Substitutionen 
paarweïise einander zugeordnet sind. Fassen wir eins dieser Paare 
ins Auge, so wird an dasselbe ein bestimmter Bildbereich von H 
angrenzen, welcher dem Bereich H°® als Teilbereich angehôrt. 
Auf diesen Bildbereich kônnen wir nun die durch die soeben er- 
wähnte Randsubstitution und ihre (positiven und negativen) Wie- 
derholungen definierte Gesamtheit von Substitutionen ausüben, wo- 
durch sich an jede Linie des erwähnten Paares je ein neuer unend- 
lich-vielfach zusammenhängender Bereich ansetzt. Diese Operation 
kônnen wir nun für jedes Randkurvenpaar des Bereichs H°° aus- 
führen. Dadurch wird der Bereich H‘” zu einem Bereich H°® 
erweitert, der den Bereich H‘ als Teil enthält. Der Bereich 
H® wird ebenso wie der Bereich H‘” seiner Entstehung gemäf 
durch unendlich viele paarweïse durch lineare Substitutionen auf 
einander bezogene Randkurven begrenzt. Wir künnen daher von 
H°® analog zu einem Bereiche H°% gelangen, von H° zu H u.s.f. 

13* 
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Wir kônnen uns nun vorstellen, daf ein schlichter Bereich mit 
2p Randkurven, die paarweise durch analytische Substitutionen 
auf einander bezogen sind, die Eigenschaft besitzt, daB ganz analog 
wie im Falle linearer Substitutionen die Bereiche H‘°, H° u.s.w. 
gebildet werden künnen, insofern nämlich die betreffenden Sub- 
stitutionen und deren Zusammensetzungen, vermüge welcher wir 
soeben zu diesen Bereichen gelangten, jetzt ebenfalls unbedenklich 
ausgeübt werden kônnen, indem dabei eine schlichte Nebeneinander- 
lagerung der Bildbereiche zustandekommt. 

Wenden wir nun in der oben geschilderten Weise das iterie- 
rende Verfahren an, so bemerken wir sofort, daB inbezug auf den 
Bereich ®, der Bereich H, gebildet werden kann, inbezug auf @, 
der Bereich H‘”, inbezug auf ®, der Bereich H° u.s.w. 

Bezeichnen wir die Funktion, welche die konforme Abbildung 
des Bereichs ® auf den Bereich ®, vermittelt, mit y,(x), so ist 
nun der Nachweis zu führen, daB die Differenz 


| Paru (x) Pa (x) | 
in ® gleichmäBig gegen null konvergiert, wenn n# un- 
endlich groB wird. 

Zu dem Zwecke wählen wir einen Punkt x, im Innern von 
®. Diesem Punkte entspricht in ®, ein Punkt z,,. Die Differenz 
Puim(X) — YA (x) kann als Funktion von z, betrachtet werden und 
môüge als solche mit d,,(z,) bezeichnet werden. Dadurch wird 
gewissermaBen eine weitgehende analytische Fortsetzung dieser 
Funktion erzielt. In der Tat existiert die Funktion d, ,.(z,) nicht 
nur in dem Bereiche ®,, welcher das Bild von ©® ist, sondern in 
dem ganzen zu ®, gehôrenden Bereiche H‘”, den wir, um seine 
Entstehung aus dem Bereiche ®, zu kennzeichnen, präziser mit 
H}"° bezeichnen. Es ist nun der Nachweis zu fithren, daB der 
Wert d,,,(2,,) gegen null konvergiert, wenn # unendlich grof 
wird. Dazu stellen wir diesen Wert durch das Cauchysche In- 


tegral dar 
d,, m (CA o) = - [ ch. - 2) sal 


, s ! 
ax nn £n —£ 
n 


n,0 


wobei mit 4° die aus unendlich vielen getrennten Linien beste- 
hende vollständige Begrenzung des Bereichs H"-"” bezeichnet ist. 
Dic Zulässigkeit einer solchen Anwendung des Cauchyschen In- 
tegralsatzes erfordert einige wesentliche Ueberlegungen, da ja der 
. Bereich H%7° unendlich-vielfach zusammenhängend ist. Bei diesen 
Ueberlegungen kommt es darauf an folgendes zu zeigen: 
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1) Die Summe der Quadrate der Umfänge aller Begrenzungs- 
linien des Bereichs H°° ist konvergent. 

2. Die Summe der Quadrate der Schwankungen der Funktion 
dy, ner) längs sämtlichen erwähnten Begrenzungslinien ist kon- 
vergent. 

3. Man kann endlich viele ganz im Innern des Bereichs H{” 
verlaufende geschlossene Hülfslinien 4 konstruieren von beliebig 
kleinem Gesamtumfang, so zwar, daf diese. Hülfslinien sich 
gegenseitig ausschliefen und ein den unendlich fernen Punkt in 
seinem Innern enthaltendes endlich-vielfach zusammenhängendes 
Teilgebiet von H}"° begrenzen. Jede dieser Hülfslinien À wird, 
allgemein zu reden, unendlich viele Begrenzungslinien des Be- 
reichs H}°° umschliefen, und es gibt im ganzen nur endlich viele 
Begrenzungslinien dieses Bereichs, welche von keiner der erwähnten 
Hülfslinien umschlossen werden. 

Was die erste und zweite Behauptung anbetrifft, so ergibt 
sich die Richtigkeit derselben sofort aus meinem , Verzerrungs- 
satze“!) für analytische Funktionen. Die Richtigkeit der dritten 
Behauptrng ergibt sich als eine wesentliche Folge des iterierenden 
Verfahrens selbst. Man erkennt sofort, daf die analoge Behaup- 
tung für die Bereiche À, und A, zutrifft, wenn ersterer Bereich 
inbezug auf ®,, letzterer iubezug auf ®, gebildet wird. Aber 
auch für den inbezug auf ®, gebildeten Bereich H° trifft die Be- 
hauptung zu, weil dieser Bereich aus dem entsprechenden zu ®, 
gehôrenden Bereich gemäB dem iterierenden Verfahren durch eine 
singularitätenfreie Transformation entsteht. In der Tat ist die 
von ®, zu ®, führende konforme Transformation in dem ganzen 
zweïifach zusammenhängenden Gebiet, welches allein durch das 
zweite Randkurvenpaar von ®, begrenzt wird, singularitätenfrei. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Gedankens erkennt man, 
indem man sich durch das iterierende Verfahren selbst leiten läfit, 
die Richtigkeit der obigen dritten Behauptung in ihrem ganzen 
Umfange. 

Nachdem die Anwendbarkeit der Cauchyschen Integralformel 


1) ,Ës sei f(z) eine analytische Funktion von z, welche für das Gebiet 
[2] << 1 regulär erklärt ist und keinen Wert mehr als cinmal annimmt. Sind 
dapn z’ und z/ irgend zwei Werte, deren absoluter Betrag = @ 1 ist, so gibt 
es eine von der Wahl dieser Punkte und auch von der Wahl der Funktion un- 
+) | DO TE Gt 

(: egl| CE q 

Nacbr., 20. Februar 1909 und Math. Ann. Bd. 69 ,über die Uniformisierung der 
algebraischen Kurven 11“, 1910. 


abhängige GrôBe qg 1, soda ist g | 
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auf den unendlich-vielfach zusammenhängenden Bereich H° fest- 
gestellt ist, ist noch zu zeigen, daf die Summe der Quadrate 
der Umfänge, bezw. die Summe der Quadrate der 
Schwankungen, gebildet über alle Linien der Begren- 
zung A%® von H"*° gegen null konvergiert, wenn 
man * unendlich gro werden läft. Die Grundlage für 
diesen Nachweis bildet wieder der Verzerrungssatz. Nach 
diesem Satze liegen sämtliche Begrenzungslinien des Bereichs 
®, in einem von der Wahl des Index » unabhängig angebbaren end- 
lichen Bezirk. Bilden wir nun für den Bereich ®, sukzessive die 
Bereiche H", H”, H,..., indem mit H;° allgemein der aus ®, 
entspringende Bereich H‘* bezeichnet ist, bezeichnen wir sodann 
mit f* den von den unendlich vielen Begrenzungslinien des Bereichs 
H\° umschlossenen Gesamtflächeninhalt, so lehrt der Verzerrungs- 
satz, daf es eine den Ungleichheitsbedingungen 0 < qg < 1 genü- 
gende GrôBe q gibt, die von und « unabhängig ist, sodaf 


fete 
ist. Daraus folgt 
moi À). 
n= 
Nunmehr findet man sofort die zum Beweise der Gleichung 


lim d,, ,(2,,,) erforderliche Tatsache, daB die Summe der Quadrate 
n= Do 


der Umfänge bezw. Schwankungen auf 4° für n — co unendlich 
klein wird. 

Nachdem die Konvergenz der Folge ,(x), p,(x), p,(x), ... 
erkannt ist, ergibt sich unmittelbar, daB für den Grenzbereich 


D, — lim ©, die Randsubstitutionen linear sind, weil 
n= ON 
nämlich bei den Bereichen ©®,, ®,, ®,,... abwechselnd die erste 


und zweite Substitution linear ist. Damit aber ist der Be- 
weis des Fundamentaltheorems geführt. 

Unsere Methode der Abschätzung läft auch sofort erkennen, 
da das betrachtete Uniformisierungsproblem, abgesehen von einer 
linearen Substitution, nicht mehr als eine Lüsung haben kann. 
Hat man nämlich zwei den gestellten Bedingungen genügende 
Fundamentalbereiche, so haben wir, wenn mit { die Variable des 
einen HBereichs, mit { die Variable des andern Bereichs bezeichnet 


wird, in der Funktion t(#) eine Funktion von {, von welcher wir 
annchmen künnen. dal sie im Unendlichen die Form 


t = 1+((0)) 
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hat, sodaB { —{ eine Funktion von # ist, die im Unendlichen ver- 
schwindet. Stellen wir den Wert dieser Funktion durch das 
Cauchysche Integral dar, so erkennt man nach der geschilderten 
Methode der Abschätzung in beiden Fällen das Verschwinden des 
genannten Integrals. 


Wir haben noch eïinige wesentliche Bemerkungen hinzuzufügen, 
um zu erläutern, inwiefern unser soeben geschildertes Verfahren 
auch zur Erledigung der oben mit II und III sowie IIa und IIla 
bezeichneten Probleme dienen kann. 

Was zunächst das Theorem II anbetrifft, so haben wir wesent- 
lich nur eine Bemerkung bezüglich der Wahl der Hülfslinien 4 
mit beliebig kleinem Gesamtumfang bhinzuzufügen. Als solche 
eignen sich, wenn man sich eins der begrenzenden Parallelogramme 
etwa in der untransformierten (Gestalt vorstellt, wobei die Sub- 
stitutionen euklidische Verschiebungen werden, diejenigen parallelo- 
grammfôrmigen Linienzüge, welche, wenn a, —a, b, —b die Eck- 
punkte des Ausgangsparallelogramms sind, zu Eckpunkten die 
Punkte ma, —ma, mb, —mb hat, unter m eine positive ganze Zahl 
verstanden. 

Bezüglich des Problems III kommen weitere wesentlich neue 
Gedanken hinzu. 

Zunächst sind für das jetzt zu erôrternde Problem die den 
Bereichen H,, H,, H°®°, H°®, H®,... analogen Hülfsbereiche zu 
definieren. Dazu gehen wir aus von einem Hülfsfundamentalbereich 
H des zu betrachtenden Typus, welchen wir etwa zweifach zusam- 
menhängend wählen wollen. Wir nehmen also » — 2 an (s. oben 
pag. 181). Zu jeder Begrenzungslinie dieses Fundamentalbereichs 
gehôrt ein bestimmter Grenzkreis und eine durch die auf der be- 
treffenden Begrenzungslinie definierten Substitutionen bestimmte 
Gruppe linearer Substitutionen, welche alle den erwähnten Kreis 
in sich transformieren. Um zu dem Bereiche H, zu gelangen, 
denken wir uns auf den Bereich H erstens die zur ersten Be- 
grenzungslinie gehürende Grenzkreisgruppe angewandt, wodurch 
H zu einem unendlich-vielfach zusammenhängenden Bereiche H' 
erweitert wird, welcher sich an den ersten Grenzkreis heran- 
erstreckt. Spiegeln wir den Bereich H’ an dem erwähnten Grenz- 


kreise, so entsteht ein Bereich 4”. Der Bereich H'+ 1" stellt 
für unsere Zwecke das Analogon des oben mit H, bezeichneten 


188 Paul Koebe, 


Bereichs dar. Wir werden ihn demgemäf mit H, bezeichnen. Auf 
dieselbe Weise kann der zweiten Begrenzungslinie des Bereichs H 
entsprechend ein Bereich À, gebildet werden. Der Bereich 4, + H, 
ist mit H% zu bezeichnen. 

Der Bereich H° besitzt unendlich viele isolierte Begren- 
zungslinien, längs deren jeder ein bestimmtes System von Sub- 
stitutionen definiert ist. Auferdem besitzt der Bereich H‘° zwei 
nichtisolierte Begrenzungslinien, nämlich die beiden zugleich mit 
H definierten Grenzkreise. Der Bereich H ist somit kein eigent- 
lich zusammenhängender Bereich, vielmehr besteht er aus drei 
unter einander nicht zusammenhängenden Stücken. 

An jede isolierte Begrenzungslinie von H‘° grenzt ein ganz 
bestimmter Bildbereich À von H an, welcher in H°* als Teil ent- 
halten ist. Indem wir auf diesen Bildbereich die durch die er- 
wäbhnte Begrenzungslinie definierte Substitutionsgruppe anwenden, 
entsteht aus À ein Bereich H', welcher sich an einen neu auf- 
tretenden Grenzkreis heranstreckt. Durch Spiegelung an diesem 
Grenzkreise geht H' in einen Bereich H' über. Indem wir diese 
Operation für jede isolierte Begrenzungslinie des Bereichs A4 
ausführen, erweitern wir diesen Bereich zu einem neuen Bereich 
H®, welcher von unendlich vielen unter einander nicht eigentlich 
zusammenhängenden Gebieten gebildet wird. In der angegebenen 
Weise fortfahrend gelangen wir zu Gebieten H°®, H%,..., schlieB- 
lich zu einer vollständigen Bedeckung der Ebene. 

Um nunmebr das iterierende Verfahren anwenden zu künnen, 
machen wir zunächst eine konforme Abbildung der aufgeschnittenen 
Riemannschen Fläche auf einen schlichten Bereich ®. Das iterie- 
rende Verfahren besteht dann darin, daf wir abwechselnd die Sub- 
stitutionen der einen und der andern Begrenzungslinie linear 
machen und zwar im Sinne der Grenzkreisuniformisierung. 
Die einzelne Operation bietet dabei keine prinzipiellen Schwierig- 
keiten dar, weil die Uniformisierung algebraischer Funktionen 
durch automorphe Funktionen mit einem Grenzkreise durch die 
Methode der Überlagerungsfläche vollständig erledigt ist. 

Die Ausübung des iterierenden Verfahrens führt uns nun suk- 
zessive zu Bereichen ®,, @,, D,,...,®,,... deren Randsubstitu- 
tionen so beschaffen sind, daf für dieselben beziehungsweise die 
Bereiche H,, H°, H®,..., H®-° gebildet werden kônnen. Die 
oben geschilderte Abschätzungsmethode bleibt uun vollständig in 
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Kraft. Es ist dabei wesentlich zu bemerken, daf die unendlich 
vielen nichtisolierten Begrenzungslinien des Bereichs H7* in 
den obigen Ausdruck für d,,(2,,) durch das Cauchysche Integral 
nicht eingehen, indem sich nämlich, kurz ausgedrückt, das Integral 
über die eine Seite dieser Begrenzungslinie Element für Element 
forthebt gegen das Integral über die andere Seite der Begren- 
zungslinie. Solcherweise kommt man auch hier zu Ende. 

In allen Fällen konvergiert das iterierende Ver- 
fahren wie eine geometrische Reihe. 


Um den Kernpunkt der ganzen Beweisführang noch besonders 
zu nennen, hebe ich folgende Tatsachen hervor. : 

Ist ein gemäf dem Kleinschen Kompositionsprinzip gebil- 
deter Fundamentalbereich gegeben und bestimmt man alle Repro- 
duktionen dieses Fundamentalbereichs unter Heranziehung auch 
der Spiegelung an Grenzkreisen, so gelangt man zu einer voll- 
ständigen Bedeckung der Ebene'). Die Manigfaltigkeit aller sich 
ergebenden Grenzpunkte bezw. Grenzlinien kann mittels endlich 
vieler, die Begrenzungsmannigfaltigkeit selbst nicht treffender 
geschlossener Kurven in endlich viele Gebiete von beliebig kleinem 
Gesamtflächeninhalt eingeschlossen werden. Wir sagen dafür: 

Der Inhalt der vollständigen Begrenzungsman- 
nigfaltigkeit ist gleich null. 

Zum Schluf will ich noch auf die Methode der Ueberlagerungs- 
fläche hinweisen. Um nach dieser Methode die oben bewiesenen 
Sätze dartun zu künnen, hat man das von mir wiederholt hervor- 
gehobene allgemeine Kreisnormierungsprinzip zu be- 
weisen. Der Hilbertsche Gedanke, die allgemeinen Abbildungs- 
probleme, auf welche die Uniformisierungstheorie fübrt, mit Va- 
riationsproblemen in Verbindung zu bringen, wird vielleicht auch 
hier seine Fruchtbarkeit bewähren. 


1) Diese Bemerkung findet sich schon bei Klein: ,Neue Beiträge zur Rie- 
mannschén Funktionentheorie“. Math. Ann. XXI, pag. 211. Das wesentliche 
für den Beweis ist dabei vor allem auch der spezielle Modus, nach welchem 
dieser BedeckungsprozeB bei uns gemäB dem iterierenden Verfahren stattfindet. 


Ueber quadratische Formen von unendlich vielen 
Veränderlichen. 
Von 
Friedrich Riesz in Budapest. 


(Auszug aus einem Briefe an Herrn Hilbert.) 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 11. Juni 1910. 


In Ibrer grundlegenden Arbeit über quadratische Formen von 
unendlich vielen Veränderlichen') haben Sie einen Satz über die 
Integraldarstellung der Resolvente aufgestellt und bewiesen, den 
ich hier in etwas veränderter Form wiedergebe: 


4 Es sei 

K(x) ne 2, LEA A (By = Kop) 
eine reelle beschränkte quadratische Form der unendlich vielen Ver- 
änderlichen x,, x,, ..., deren Wertevorrat bei der Bedingung 


(x) = D x, = 1 
p=1 


von m bis M reicht. 
Es gibt eine für alle Werte m=u< M definierte beschränkte 
quadratische Form 


Gu; x) se 2, Gy(u) 2% 
derart, daf 


M 
(6,2) = JaG (ui æ) 


K(x) = JudG(u; 2) 


1) Grundzüge einer allyemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
4. Mitteilung, Gôttinger Nachrichten, 1906, pp. 157-—227. 
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ist, während die für beliebige komplexe oder auflerhalb der Streclte 
(m, M) gelegene reelle Werte À durch das Integral 


Fac 
1) K(4; &) Ti er 
pi 


m 


definierte beschränkte quadratische Form K(1; x) die Faltungsgleichung 


2) KG: 2,9) —7 E(.)K(G5;.,9) = (2,9) 


befriedigt. 

Die Form G(u; x) stellt für jedes Wertsystem x,, x,,... eine mit 
wachsendem w wachsende oder wenigstens nicht abnehmende Funktion 
von u dar. 

Die Integrale sind als Stieltjessche Integrale zu deuten. 

Gestatten Sie mir nun Ihnen mitzuteilen, wie sich dieser 
wichtige Satz zu meinen Untersuchungen über Systeme linearer 
Integralgleichungen mit Stieljesschen Integralen stellt, deren 
Resultate ich vor kurzem in zwei Notizen verôffentlichte!)}. Es 
handelte sich dort um die Lüsung des Systems 


3) Jh@d(u) = & (G=12.) 


mit stetigen Koeffizientenfunktionen f,(u); von der gesuchten Funk- 
tion «(x) wurde gefordert, daB dieselbe beschränkter Schwankung sei 
und ihre totale Schwankung den gegebenen Wert G& nicht übersteige. 
Als notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer 
solchen Lüsung ergab sich das Erfülltsein der Ungleichung 


| 3 S v,C; = < G >< main | Ÿ D DA chu) 
f—1 
für alle n und jedes System der beliebigen komplexen Werte v.. 

Ich bemerke sofort, daf für die Anwendung auf quadratische 
Formen schon die speziellere Fassung dieses Resultates hinreicht, 
welche voraussetzt, daf die Funktionen f.(u) eine Basis aller 
stetiger Funktionen im Sinne gleichmäBiger Konvergenz bilden. 
Die weniger tiefliegende Begründung dieses spezielleren Satzes, 
der die Darstellbarkeit der linearen Funktionaloperation durch 
ein Stieltjessches Integral behauptet, ist schon in der ersten 


1) Sur les opérations fonctionnelles linéaires ; Sur certains systèmes d'équations 
fonctionnelles et l'approximation des fonctions continues, Paris, Comptes Rendus, 
29 novembre 1909 et 14 mars 1910. 
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der beiden Notizen enthalten. Die nächstfolgenden Entwickelungen 
gelten aber auch für den allgemeinen Fall und fübren hier zu Re- 
sultaten, die mit den von Herrn Carathéodory bez. des Picard- 
Landauschen Satzes entwickelten eng verkuüpft sind. 

Ich stelle die Frage: Unter welchen Bedingungen läft das 
System 3) eine Lôüsung «(u) zu, die von #7 bis M nirgends ab- 
nimmt und für welche 


4) «(M)=«(m) = du (a) me 


ist? Die Frage läft sich auch folgendermafen fassen: Unter 
welchen Bedingungen besitzt das aus 3) nach Adjunktion von 4) 
entstehende System eine Lôsung «(x), deren totale Schwankung 
Æ1 ist? Nun kann manu das angegebene Kriterium anwenden; 
als notwendige und hinreichende Bedingung ergibt sich die Un- 
gleichung 


1 +È me G,| € maximun > f(u)| 
dieselbe hat für jedes » und jedes System »,,...,», zu gelten. 
Beschränken wir uns auf den Fall reeller Daten, so genügt es auch 
ausschliefilich reelle Wertsysteme v,, ...,», vorauszusetzen. Lassen 
wir nun v, variieren, während wir die übrigen Grôfen festhalten, 
so ergiebt sich, daf unserere Bedingung dann und nur dann für 
alle Werte », erfüllt ist, wenn der Wert 


d) D v,C, 
=" 

zwischen Minimum und Maximum von 

6) È vf(u) 


im Intervalle (#1, M) liegt. Somit haben wir den Satz: 

Das System 3) mit rcellen Daten lüfft dann und nur dann eine 
mit wuchsendem uw niemals abnehmende und insgesamt um den Betrag 
1 wachsende Lüsung u(u) zu, wenn für jedes n und jedes System 
reeller Zahlen v,,...,v, der Wert 5) zwischen Minimum und Maxi- 
mum con 0) m Intervalle (m, M) liegt. 

Es sei noch bemerkt, da in dem angeführten Spezialfalle, 
wo die Funktionen 1, f,(x), f,(x), .. eine Basis aller stetiger Funk- 
tionen bilden, die Lüsung «(u) durch die Anfangsbedingung a(m) = 0 
und die Zwischenbedingungen 2a(u) — «(u — 0) + «(uw + 0) voliständig 
festgclegt wird. 
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Wir wenden nun den Spezialfall f.(u) — u' des soeben ent- 
wickelten Satzes auf das System 
x 


7) JuG(u;x) = K°(x) (G—=1,2..) 


ni 


an; K‘(x) bedeuten die aus K(x) = K(x) durch sukzessive Fal- 
tung mit sich selbst hervorgehende Formen. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, damit dieses System für jedes Wert- 
system 2,,4,,... für welches (x, x) — 1 ist, eine mit wachsendem 
u niemals abnehmende, insgesamt um 1 wachsende Lôsung zulasse, 
besteht nach unserem Satze darin, daB der Wertevorrat der Form 


8) à v, K°(x) 

$—=} 
bei (x, x) —= 1 zwischen Minimum und Maximum des Polinoms 
2) A) = Z vu 


im Intervalle (m, M) liege. 

Nuan ist aber diese Bedingung für jede beschränkte quadratische 
Form erfüllt; und bhierin liegt die einzige nicht rein formale Tat- 
sache, die wir aus der Theorie der quadratischen Formen zu be- 
nutzen daben. Sie kann für quadratische Formen endlich vieler 
Veränderlichen auf verschiedene Arten begründet werden, sie geht 
z. B. aus der Quadratzerlegung derselben unmittelbar hervor; auf 
beschränkte Formen unendlich vieler Veränderlichen überträgt man 
sie durch leichten Grenzübergang. 

Damit bin ich ungefähr am Ziele. Die Bedingung ist erfüllt; 
es gibt somit für alle Wertsysteme x,,4,,.. eine eindeutig be- 
stimmte monotone Lôüsung des Systems 7), die auch den Forderungen 
G(m;x) =0, G(M;x) = (x,x), 2G(u; x) = G(u—0; x)+G(u+0; x) 
für m<u< M genügt. G(u;x) stellt für jeden Wert w zwischen 
m und M eine beschränkte quadratische Form der *, dar. Denn 
es ist G(u; x) positiv und <(xr,x), und es besteht die Identität 


| Cu; 2+y)+ Ga; z—y) = 2G(u; x) +2G(u; y). 
Da nämlich die analoge Identität für jede quadratische Form, also 
für (x,x) und die X°(x) besteht, so folgt aus 7) nach Beachtung 
der für G(u; x) angesetzten Rand- und Zwischenbedingungen, daf 
die Funktion in w 

a(u; y) = Gfuix+y)+G(u;a—y)—-2G(u; x) —2G(u; y) 
die eindeutig bestimmte Lôsung des lomogenen vollständigen Systems 
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M 
Ju da (u; ty) = 0 (G—0,1,2,...) 


mit der Anfangsbedingung «œ(m; x; y) = O und den Zwischen- 
bedingangen 2a(u; x; y) = a(u—0; x; y)+a(u+0; x; y) darstellt. 
Daraus aber folgt «(u; x; y) = 0. 

Endlich definiert das Integral 1) für jeden nicht der Strecke . 
(m, M) angehôrenden Wert À eine beschränkte quadratische Form 
der x, Für genügend grofe Werte von |4|, nämlich || > || 
und |m|, läft sich X(1; x) in eine nach negativen Potenzen von À 
fortschreitende Reïhe 


L2 e =. à o : : 
K(4; x) = 2e a fu dG(u; x) = (4,2) +2 AK (x) 


entwickeln, die für alle (x,«) Z1 und alle |4|=|M|+e und 
Im|+e gleichmäBig konvergiert; daraus folgt nach Faltung mit 


(x, TK (x) die Identität 2) für jene Werte 1; auf die übrigen 


Werte À, die nur nicht der Strecke (», M) angehôren, überträgt 
man sie mittels analytischer Fortsetzung. Man kônnte auch an 


Stelle der Potenzreihenentwickelung von — andere Approxi- 
1 
À 
mationen mittels Polinomen in . verwenden, wobei dann alle in 
Betracht kommenden 4-Werte die gleiche Rolle spielten. Kon- 


vergenz und Vertauschbarkeit der hierbei auftrenden Grenzprozesse 
ergibt sich äuBerst einfach auf Grund der Ungleichung 


M 
e (u) da(u) = maximum | f(u)| >< totale Schwankung «(u) 


und der oben besprochenen Tatsache, daf der Wertevorrat der 
Form 8) zwischen Minimum und Maximum des Polinoms 9) liegt. 

Die Struktur des Spektrums ist an der Form G{(u; x) leicht ab- 
zulesen. Es reicht von » bis M mit Ausnahme jener Werte w, 
in deren Umgebung G{u; x) für alle Wertsysteme x,,x,,... kon- 
stant verläuft. Die Sprungstellen von G{(u;x) bilden das Punkt- 
spektrum; die Sprünge 

G(m+0;x)—G(m;zx), G(u+0;x)—G(u—0; x), 
G(M; x)-G(M—0; x) 


liefern die zugehôürigen Eigenformen. Definiert man die Form 
a(u; x) als Samme der Sprünge von #” bis w, so entspricht der 
stetige Rest Œ(u; x) — x(u; x) Ihrer Spektralform. 
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Jene Werte w in (m,M), die dem Spektrum nicht angehôren, 
kônnen bei den Integrationen 1), 7) samt einer genügend kleinen 
Umgebung ausgeschlossen werden; die Definitionsgleichang 1) von 
K(4;x) und die Faltungsgleichang 2) gelten dann auch für diese 
Werte. 

Ich glaube bemerken zu dürfen, daf die voranstehenden Ent- 
wickelungers gewissen Einblick in die Natur jener Schwierigkeiten 
gestatten, die sich einer ähnlichen Behandlung allgemeinerer Typen 
von Bilinearformen widersetzen. 


moDEL 
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Zur Elektronentheorie des Ferromagnetismus. 


Von 
R. Gans. 


Vorgelegt in der Sitzung am 28. Mai 1910 von C. Runge. 


$ 1. Einleitung. 
$ 2. Aequivalenz von Magnetonen und zwangsweise zirkulie- 
renden Elektronen. 
$ 3. Die Bewegungen eines frei drehbaren Moleküls im Magnet- 
felde. 
$ 4. H. À. Lorentz  Behandlung der Dielektrika. 
$ 5. Die Grundlagen für die Theorie der Magnetonen. 
$ 6. Die Grundgleichungen. 
$ 7. Stabilität. 
$ 8 Das Fortschreiten auf der Magnetisierungskurve. 
$S 9. Theorie der magnetischen Erscheinungen des Pyrrhotin. 
$ 10. Energetik der Ferromagnetika. 


Zusammenfassung. 


$ 1. Einleitung. 

Eine Theorie des Magnetismus, besonders des Ferromagne- 
tismus, würde sowohl vom rein wissenschaftlichen als auch vom 
technischen Standpunkte aus von Bedeutung sein. 

Der Physiker muB wünschen, die allgemeine Gleichang 
zwischen Feldstärke und Magnetisierung zu besitzen; auferdem 
werden, wenn diese Gleichung aus atomistischen Vorstellungen 
abgeleitet und durch die Erfahrung bewährt ist, damit zugleich 
wichtige Aufschlüsse über die molekularen Vorgänge beim Mag- 

Kgl, Ges, d. Wise. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1910. Hoft 8. 14 
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netisieren gewonnen sein, und es wird das Gemeinsame der mag- 
netischen Erscheinungen mit anderen, besonders elektrischen und 
thermischen, klarer hervortreten. 

Da eine Beziehung zwischen Feldstärke und Magnetisierung 
— durch eine Magnetisierungskurve gegeben — auch für die 
Techniker wertvoll ist, beweisen die vielen, wenn auch meist 
erfolglosen Versuche, auf rein empirischem Wege eine praktisch 
brauchbare Gleichung der Kurve zu gewinnen. Dieses Interesse 
ist leicht zu begreïifen; denn ohne die magnetischen Eigenschaften 
der zum Bau von Dynamomaschinen und Motoren benutzten Ma- 
terialien genau zu kennen, kann man unmôglich ihre Wirkung 
vorausberechnen und die Konstruktion des Ganzen danach ein- 
richten. 

Daher ist man bis jetzt in Ermangelung einer analytischen 
Beziehung zwischen Magnetisierung und Feldstärke genôtigt, müôg- 
lichst viele zusammengehôürige Werte dieser GrôBen experimentell 
zu bestimmen und graphisch oder tabellarisch zu verzeichnen. 
Dieser mühevollen Arbeit wird man überhoben sein, sobald man 
im Besitze einer analytischen Gleichung ist: man wird dann alle 
zusammengehôürigen Werte von Feldstärke und Magnetisierung 
berechnen kônnen, wenn nur einige wenige charakteristische 
Materialkonstanten, wie etwa Anfangspermeabilität, Remanenz, 
Koerzitivkraft gegeben sind. Ob aber ein solcher Erfolg der 
Theorie beschieden sein wird, und ob nicht vielleicht eine empi- 
rische Formel doch den Vorrang behaupten wird, läBt sich na- 
türlich zur Zeit nicht entscheiden; immerhin rechtfertigen wohl 
diese Erwägungen eine eingehende Beschäftigung auch von theo- 
retischer Seite mit diesem Gegenstande. 

Die ersten Versuche, sich ein Bild von den molekularen Vor- 
gängen beim Magnetisieren zu machen, wurden wesentlich durch 
Analogien der magnetischen mit elektrostatischen Erscheinungen 
bestimmt. Wie man annahm, daf im Dielektrikum die positive 
und negative Elektrizität aus ihrer gleichmäfigen Mischung durch 
äuBere Kräfte geschieden werde, so vermutete man auch, da8 die 
im Molekül vorhandenen ungleichartigen magnetischen Fluida sich 
unter dem Einflusse äuBerer magnetischer Kräfte trennen, oder 
daf eine Polarisation des Magnetismus in den einzelnen Volum- 
elementen stattfinde. Diese Scheidungshypothese wurde von 
Poisson aufgestellt und in der von ihm und F. Neumann 
entwickelten Theorie weiter durchgeführt. 

Da sich aber auf Grund dieser Annabme das Verhalten ferro- 
magnetischer Kürper bei ibrer Sättigung nicht zwanglos erklären 
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lief, so sah sich Wilhelm Weber!) veranlafit, die Scheidungs- 
hypothese durch eine Drehungs- oder Richtungshypothese 
zu ersetzen. Danach sollen bereits im unmagnetischen Eisen Mole- 
kularmagnete von festem magnetischen Momente vorhanden sein, 
die durch äufere Kräfte gerichtet werden kônnen. Die Sättigang 
erklärt sich dann daraus, daB bei sehr grofen magnetisierenden 
Feldstärken die Achsen aller Molekularmagnete einander parallele 
Richtungen annehmen, soda$ durch VergrüBerung der Feldstärke 
die Magnetisierung nicht mehr gesteigert werden kann. Ferner 
hat jeder Molekularmagnet eine Gleichgewichtslage, die durch die 
Wirkung aller übrigen bestimmt wird, oder, genauer gesagt, am 
Orte eines jeden Molekularmagneten herrscht eine von allen anderen 
zuzammengenommen erzeugte molekulare Feldstärke, für die jede 
Richtung gleich wahrscheinlich und deren Grôfe an jeder Stelle 
gleich der Konstanten À ist?). Jeder Molekularmagnet muf sich 
also in die Resultante der molekularen und der durch äufere Ein- 
wirkung erzeugten, beobachteten Feldstärke einstellen. 

Im unmagnetischen Zustand sind, wie leicht zu sehen, die 
Achsenrichtungen im Mittel gleichmäBig verteilt, bei der Sättigung 
sind alle Axenrichtungen einander parallel. Uebrigens läft Weber 
die Frage offen, ob die von ihm betrachteten Gebilde wirkliche 
Molekularmagnete oder jenen äquivalente Ampèresche Molekular- 
strôme sind. 

Liefert nun auch die Webersche Theorie eine Erklärung der 
magnetischen Sättigung, so gibt sie erstens die funktionelle Ab- 
hängigkeit zwischen Feldstärke und Magnetisierung quantitativ 
nicht richtig; denn nach ihr müfte die Susceptibilität M/H als 
Funktion von H anfangs konstant sein und nachher dauernd bis 
zum Werte Null abnehmen, während sie in Wirklichkeit bis zu 
einem Maximum steigt und erst dann bis Null abnimmt. Zweitens 
erklärt sie aber nicht die Hysteresiserscheinungen, die doch für 
die Ferromagnetika so bezeichnend sind. 

Diesen Mängeln sucht Maxwell) durch eine Erweiterung 
der Weberschen Theorie abzuhelfen, indem er annimmt, daf die 
Axe eines Molekularmagneten nach Entfernung der makroskopi- 
schen Feldstärke H nur dann in ihre frühere, durch die Richtung 


1) Wilh. Weber, Werke 3 1893. p. 541. 

2) Ueber den Ursprung der molekularen Richtkraft spricht Weber sich 
eigentlich nicht aus; erst Ewing nahm an, daB dieselbe magnetischen Ursprungs 
ist, und zwar, daB sie durch die Wirkung der Nachbarmoleküle hervorgerufen wird. 

8) J. C. Maxwell, Treatise on electricity and magnetism 2 Art. 144. 
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des molekularen Feldes À gegebene Lage zurückkehrt, wenn die 
durch H hervorgebrachte Ablenkung 8 einen gewissen Wert 8, 
nicht überschritten hat, daB sie dagegen dauernd um den Winkel 
B—B, abgelenkt bleibt, wenn die den Molekularmagneten angrei- 
fende Kraft sie über den Winkel B, hinaus gedreht hat. 

Ewing') indes hat das richtige Gefühl, daB diese ad hoc 
gemachte Hypothese, die im Grunde nichts anderes als eine Ana- 
logie zu den Hysteresiserscheinungen bei elastischen Deformationen 
annimmt, ein der reinen elektromagnetischen Theorie fremdes Ele- 
ment einfübrt, ohne doch zu einem wesentlich tieferen Verständnis 
in die molekularen Vorgänge zu führen. 

Um daher dieses scheinbare elastische Nachlassen rein mag- 
netisch zu deuten, betrachtet er eine ganze Gruppe von Molekular- 
magneten. In ibr hängt die Richtkraft auf den einzelnen Mole- 
kularmagneten von der Richtung aller übrigen ab. Er kann nun 
zeigen, daf man verschiedene Gleichgewichtslagen erhält, sodaf 
man beim Ueberschreiten von kritischen GrôBen nicht mebr in die 
früheren Konstellationen zurückgelangt, sondern neue durchläuft, 
d. h. daB tatsächlich scheinbare Nachlaferscheinungen auftreten. 
Von würfelfôrmiger Anordnung der Molekularmagnete ausgehend, 
gelangt er zwar nicht zu einer analytischen Darstellung der Mag- 
netisierungskurve, vermag aber qualitativ alle typischen Phasen 
des Magnetisierungsprozesses darzustellen. 

Der Zweck der vorliegenden Mitteilung ist es nun, erstens das 
Wertvolle der Weberschen und der Ewingschen Theorie beizu- 
behalten, also anzunehmen, daf die Lage jedes Molekularmagneten, 
oder, wie wir kürzer sagen wollen, jeden Magnetons, durch die 
magnetische Wirkung aller übrigen und der äufern magnetischen 
Kräfte bestimmt wird, und daf die Hysteresis durch mehrfache 
Gleichgewichtslagen der Molekularsysteme zu erklären ist. Zweitens 
wollen wir aber in den Einzelheiten über diese Theorien hinausgehen. 
Unsere Erweiterung besteht.im Wesentlichen darin, daf wir uns 
nicht auf besondere Anordnungen der Magnetonen beschränken, son- 
dern die Verteilung môglichst allgemein voraussetzen; dabei bleibt 
dann nichts anderes übrig, als die Gesetze der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf die molekularen Systeme anzuwenden. Daher kommt 
es denn in unserer Behandlung auch nicht mehr wesentlich auf die 
Lage und Richtung der Nachbarmoleküle an. 

Zunächst muBten wir uns aber frei machen von der Vorstellung, 


1) J. A. Ewing, Magnetische Induktion in Eisen und verwandten Metallen, 
deutsch von L. Ilolborn und St. Lindeck. Berlin und München 1892, p. 276. 
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daf es ein besonderes magnetisches Fluidum gibt, aus dem die un- 
veränderlichen Elementarmagnete bestehen, denn dieser Standpunkt 
entspricht nicht dem heutigen Stande der Wissenschaft. Vielmehr 
ist man der Ueberzeugung, daf der Magnetismus durch rotierende 
oder zirkulierende Elektronen hervorgerufen wird. 

Deshalb wird ($ 2) gezeigt, daf zwangsläufig rotierende 
elektrisch geladene Moleküle tatsächlich Magnetonen äquivalent 
sind sowohl in den magnetischen Wirkungen, die sie ausüben, als 
auch in den Kräften, die sie erfahren. 

Doch das genügt nicht für eine Elektronentheorie der Magne- 
tisierung, da die durch die Rotationen repräsentierten Molekular- 
strôme bei frei drehbaren Molekülen keineswegs in ihrer Stärke 
konstant zu bleiben brauchen und die magnetische Axe auch nicht 
gezwungen ist, eine im Molekïül feste Lage zu behalten. 

Aus diesem Grunde wird in einem weiteren Paragraphen (S 3) 
die Dynamik eines frei drehbaren Moleküls im Magnetfelde be- 
handelt, und es ergibt sich das bereits von Voigt gefundene Re- 
sultat, da ein kugelfôrmiges Molekül sich mit seiner magnetischen 
Axe garnicht in die Feldrichtung einstellen, sondern um dieselbe 
Präzessionsbewegungen machen würde, wodurch eine diamagnetische 
Erregung hervorgerufen wird. 

Dagegen stellt ein sebr schnell um seine Symmetrieaxe ro- 
tierender Rotationskürper sich stets mit seiner Axe in die Feld- 
richtung ein und behält dauernd mit grofer Annäherung dasselbe 
Moment, während eine Drehung um jede andere Kôrperaxe durch 
die eigene Ausstrahlung gedämpft würde und infolgedessen gar- 
nicht dauernd bestehen kônnte. Ein Molekül mit einer Symme- 
trieaxe ist also einem Elementarmagneten, wie Weber und Ewing 
ihn sich vorstellen, mit grofier Näherung äquivalent. 

Um den in diesem Paragraphen versuchten Anschlu der 
Elektronentheorie an die Erscheinungen des Magnetismus haben sich 
besonders Voigt!')}, Langevin’), J. J. Thomson“) und H. A. 
Lorentz‘) verdient gemacht, sodaB sich in unserer Behandlungs- 
weise des Problems viele Anlehnungen an die Methoden dieser 
Forscher und manche ihrer Resultate finden, natürlich modifiziert 
durch die bestimmten Zwecke unserer Untersuchung. 

Wir denken uns nun ein isotropes Medium aus Magnetonen 

1) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1901 p. 169; Ann. Phys. (4) 9 1902 p. 115. 

2) P. Langevin, Ann. Chim. Phys. (8) » 1905 p. 70. 

5) d. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 6 1903 p. 673. 

4) I. A. Lorentz, Math. Enc. 5 Art. 14 S 48 Leipzig 1904; The thcory 

electrons Leipzig 1909 p. 124. 
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der eben beschriebenen Beschaffenheit aufgebaut und suchen sein 
Verhalten im Magnetfelde zu bestimmen. 

Der hier zum Ziele führende Weg ist keineswegs ganz unge- 
bahnt, sondern bereits durch die Methoden geebnet, die H. A. 
Lorentz’) bei der Behandlung der Dielektrika geschaffen hat. 
Es erschien uns daher zweckmäfig, ganz kurz den Lorentzschen 
Gedankengang noch einmal darzulegen ($ 4), da wir doch ge- 
zwungen sind, an viele seiner Einzelheiten anzuknüpfen. 

Lorentz zeigt, daB die einen einzelnen Dipol polarisierende 
Kraft, die sogenannte erregende Kraft, in zwei Teile zerlegt 
werden kann: Der erste rührt von den wahren Ladungen und den 
entfernteren Dipolen her und drückt sich durch die makroskopisch 
gemessene Feldstärke und Polarisation aus. Der zweite, von den 
Nachbardipolen stammend, schwankt in unübersichtlicher Weise 
von Dipol zu Dipol, ist aber im Mittel, wie Planck?) zeigt, null 
und fällt somit aus dem Ausdruck für die mittlere erregende 
Kraft heraus. Aber von dieser allein hängt die mittlere Polari- 
sation ab, deshalb, weil Proportionalität zwischen erregender Kraft 
und Polarisation eines einzelnen Dipols besteht. 

Eine solche Proportionalität besteht nicht im Falle des mag- 
netischen Problems, und deshalb muf sich hier unser Weg von 
dem Lorentzschen scheiden. Es ist jetzt nicht mehr gestattet, 
das Mittel aus den zweiten Kraftanteilen zu nehmen und ihm 
proportional einen entsprechenden Teil der Gesamtpolarisation zu 
setzen. Vielmehr müssen wir das Verteilungsgesetz der zweiten 
Kraftanteile aufsuchen, d. h. angeben, wie oft jede Richtung von 
ihnen angenommen wird. Hiermit wird dann die Verteilungsfunktion 
für die Magnetonenrichtungen zusammenhängen, und es ist auch 
ohne weiteres klar, da diese eine Rolle spielen mu, denn bei der 
gegen den Fall des elektrischen Problems geringeren Anzahl von 
Freiheitsgraden des Dipols kann die magnetische Gesamtpola- 
risation nur durch Aenderung der Verteilungsfunktion variiert 
werden. ($ 5). 

Die Verteilungsfunktion streng zu berechnen, ist aus mathe- 
matischen Gründen sehr schwierig, dagegen kônnen wir wahr- 
scheimlich machen, daf die Verteilungsfunktion der zweiten Kraft- 
anteile für alle Richtungen nahezu gleich ist, und haben damit ein 
Analogon gewonnen zu dem von Planck für den Fall der Dielek- 
trika erhaltenen Ergebnis. AuBerdein sind wir deduktiv zu dem Stand- 
punkt gelangt, den Weber ohne Begründung eingenommen hat. 


1) IL. A. Lorentz, Arch. néerl. 25 1892, p. 463. 
2) M. Planck, Berl. Ber. 24 1902 p. 470. 


zur Elektronentheorie des Ferromagnetismus. 203 


Wir setzen nun wieder, wie Weber und Lorentz, die 
beiden Kraftanteile zusammen, berücksichtigen aber mit Lorentz 
und im Gegensatz zu Weber im ersten Bestandteil die Abhängig- 
keit von der makroskopischen Magnetisierung. 

Durch das Auftreten der letzteren Grôfe werden die Weber- 


schen Formeln verändert ($ 6), dennoch scheint zunächst kein 


Anschluf an die Erfahrung gewonnen zu sein, da die berechnete 
Kurve Teile enthält, die nie in der Erfahrung beobachtet worden 
sind. Aber Stabilitätsantersuchungen ($ 7) zeigen, da die ihnen 
entsprechenden Anordnungen labil sind. Scheiden wir alle labilen 
Phasen aus, so bleibt eine Magnetisierungskurve übrig, die ge- 
nähert durch ein Rechteck zu ersetzen ist ($ 8). 

Aus diesem isotropen ferromagnetischen Medium denken wir 
uns lauter kongruente Kôürper, Elementarkomplexe, wie wir sie 
nennen wollen, geformt und aus ihnen einen magnetischen Krystall 
aufgebaut, in dem die Elementarkomplexe in einem räumlichen 
Gitter, entsprechend der Krystallstruktur, angeordnet sind.’ 

Ein solcher Krystall zeigt alle magnetischen Eigenschaften, 
die P. Wei!) tatsächlich am Pyrrhotin beobachtet hat, und die 
auch von Maurain?) an Eisen festgestellt sind, das im Magnetfelde 
elektrolytisch niedergeschlagen wurde. Auch in diesem letzteren 
Falle werden die Voraussetzungen für unsere Theorie erfüllt gewesen 
sein: die Elementarkomplexe des Eisens, die bei gewôhnlichem 
Material ungeordnet sind, hatten die Môglichkeïit, sich zu richten 
und ähnliche Konfigurationen zu bilden wie im Pyrrhotin ($ 9). 

Die Kenntnis des Mechanismus setzt uns auch in den Stand, 
die Energieumsetzungen in jedem einzelnen Teil der Magnetisie- 
rungskurve anzugeben ($ 10). 

Die Frage nach dem magnetischen Verhalten von Eisen und 
Stahl. d. h. Medien, in denen die Elementarkomplexe wirr durch- 
einander liegen, soll in einer weiteren Arbeit beantwortet werden. 


$ 2. Aequivalenz von Magnetonen und zwangsweise zirku- 
lierenden Elektronen. 

Wir werden in den folgenden Betrachtungen einen ausgiebigen 
Gebrauch von dem Begriffe der magnetischen Mengen und im An- 
schluf an Wilhelm Weber und Ewing von der Vorstellung 
frei drehbarer Magnetonen machen, weil sich auf diese Weise für 
elektrostatische Probleme geltende Ueberlegungen fast würtlich 


1) P. WeiB, Journ. de Phys. (4) 4 p. 469 et 829. 1905.; 
2) Ch. Maurain, Journ. de Phys. (3) 10 p. 123. 1901. 
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auf den Fall des Magnetismus übertragen lassen, nicht aber, weil 
wir etwa an das Vorhandensein eines von der Elektrizität we- 
sentlich verschiedenen Fluidums glaubten. Die neuere Physik neigt 
in der Tat immer mehr dazu, alle Erscheinungen durch Wirkungen 
der Elektronen zu erklären. 

Es wird daher nôtig sein, nachzuweïisen, daf ein System zir- 
kulierender Elektronen sowohl in den von ihm ausgeübten Fern- 
kräften, als auch in den erlittenen ponderomotorischen Kräften 
einem Magneton äquivalent ist, und da daher, auch wenn man 
nur solche elektrische Systeme als wirklich vorhanden voraussetzt, 
doch die Einführung der Magnetonen als mathematische Hilfs- 
konstruktion zulässig ist. 

Stellen wir demnach zunächst die Grundlagen der Magne- 
tonentheorie zusammen. 

Unter einem Magneton verstehen wir einen Kôrper V, der 
mit positiven und negativen Magnetismusmengen geladen ist, und 
zwar s0, daf die algebraische Summe sämtlicher auf ihm befind- 
licher magnetischer Mengen Null ist. Dieser Kôrper soll um einen 
in ihm befindlichen Punkt frei drehbar sein. 

Nach dem Coulombschen Gesetze gelten die Gleichungen 


1) rot'ft== "0 
2) divh = 4x, 
3) fe,as = 0 

y 


von denen 1) aussagt, da die magnetische Feldstärke ein Poten- 
tial hat, 2) da jede positive Magnetismusmenge Eins die Quelle 
von 4x Linien der magnetischen Feldstärke darstellt, und die Glei- 
chung 3), in der sich die Integration auf das Volumen PV eines 
Magnetons erstreckt, daf die algebraische Summe der magnetischen 
Mengen eines Elementarmagneten stets Null ist. 

Wegen 3) kann man auf verschiedene Weisen in jedem Mag- 
neton einen Vektor m so als Funktion des Orts finden, daB er an 
der Oberfläche und im Aufenraume der Magnetonen verschwindet, 
und daf sich ©, aus der Gleichung 
4) On —= —divm 
ableitet. 

Weil unsere Bedingungen verlangen, daf m an der Oberfläche 
der Magnetonen verschwinden soll', so kônnen wir sie in jedem 
einzelnen Magneton unabhängig von den anderen befriedigen. 

Aus 2) und 4) folgt 
5) divh = —4xdiv m. 
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Die Gleichungen 1) und 5) gestatten daher nach einem be- 
kannten Satze der Vektoranalysis die Berechnung von f bei 
Kenntnis von m. 

Da ferner die auf die Volumeinheit wirkende ponderomoto- 
rische Kraft sich nach der Gleichung 


6) f— 0, = —-bdivm 


berechnet, so ist durch Angabe von m also Verhalten und Wir- 
kung der Magnetonen eindeutig gekennzeichnet, wenn auch das 
Umgekehrte nicht der Fall ist. 

Wir wollen nun aber annehmen, da ein derartiges System 
von Magnetonen nicht vorliegt, sondern vielmehr ein System 
starr mit einander verbundener negativer Elektronen, die sich im 
Innern einer positiv geladenen Kugel befinden. Während die Kugel 
eine so grofe Trägheit hat, da8 wir von ihren etwaigen Bewe- 
gungen überhaupt absehen kônnen, môge die Gesamtheit der ne- 
gativen Elektronen — der elektrisch geladene Kôürper V' — durch 
irgend einen Mechanismus gezwungen sein, mit gleichbleibender 
Winkelgeschwindigkeit um eïne feste in V' liegende Axe zu ro- 
tieren. Ferner müge V' selbst um einen festen Punkt drehbar 
sein, bei diesen Drehungen aber sollen die elektrischen Dichten 
die Gesamtdrehung mitbeschreiben, ohne ïihre Lage zur Axe zu 
ändern. Auferdem werde die Dichteverteilung symmetrisch zur 
Rotationsaxe angenommen. Wenn auch die Voraussetzung, daf 
die negativen Elektronen eines Moleküls, das wir uns mit J. J. 
Thomson!) in der soeben beschriebenen Weise aufgebaut denken, 
starr mit einander verbunden sind, in der Natur nicht zutreffen 
wird, so wird doch bei keiner der im Folgenden anzustellenden 
Ueberlegungen hierdurch ein merklicher Fehler entstehen, wenn 
die Zeiten, in denen die zu betrachtenden Magnetfelder erzeugt 
werden, sehr grof im Vergleich zu den Schwingungsperioden der 
Elektronen sind ?). 

Für ein solches System gelten die Lorentzschen Gleichungen : 


7) CTOt DA +4 mon 


1) J. J. Thomson, The corpuscular theory of matter. London 1907 chap. 
6 and 7, (mir nicht zugänglich). 

Die Thomsonschen Voraussetzungen über die Konstitution eines Moleküls 
sind nicht notwendig zum Beweise der viel allgemeiner gültigen Aequivalenz von 
Magnetonen und zirkulierenden Elektronen; sie sind nur gemacht worden, um ein 
konkreteres Bild des Mechanismus zu geben. 

2) Vgl. H. A. Lorentz, The theory of electrons. Leipzig 1909, pag. 124. 
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a à 

8) RC LT a ET 
9) divf = 0 

10) dive — 4x0, 

’ ’ 1 ! 

11) F = ge+— [ob] 


wo b den Geschwindigkeitsvektor eines Punktes bedeutet, und 
wo die Bezeichnungen der Feldstärken zur Unterscheidung von 
dem vorigen Falle Accente tragen. 

Bedeuten Ÿ’ und e’ in den Gleichungen 7) bis 11) nicht die 
Feldstärken selbst, sondern Mittelwerte über einen sehr kleinen 
Teil eines Moleküls, in dem aber doch noch eine groBe Zahl von 
Elektronen sich befindet, so verschwinden wegen der Symmetrie 
um die Rotationsaxe und der Konstanz der Winkelgeschwindigkeit 
alle zeitlichen Differentialquotienten, und die Gleichungen 7) bis 
11) zerfallen in die beiden Systeme 


12) crotÜ — 4xo,v 
13) I div f" — 0 

14) = on, 6) 
und 

15) | TOC: 0 

16) II {dive’ — 4xo, 
17) h = 0€ 
wozu noch 

18) P=f+f 
kommt. 


Die Wirkung der auf die Elektronen ausgeübten elektrischen 
Kräfte kônnen wir vernachlässigen, denn aus Symmetriegründen 
kann die positiv geladene Kugel eines Moleküls auf das als Ro- 
tationskôrper gedachte System seiner negativen Elektronen keine 
Wirkung ausüben, und auf die negativen Elektronen der anderen 
Moleküle wirkt ein Molekül überdies auch aus dem Grunde elek- 
trisch nicht ein, da es gleich viel positive und negative Elektrizität 
besitzen soll und somit keine merkliche Fernwirkung aufweist !). 
Es bleibt also nur noch das System I zu betrachten übrig. 

t 1) Im nächsten Paragraphen werden wir auch zcitlich variable äuBere 


Magnetfelder mit in den Kreis unscrer Betrachtungen ziehen; dann werden wir 
allerdings auch die elektrischen Kräfte berücksichtigen müssen. 


1 
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Aus 12) folgt 
19) div 9,0 =.0. 


Es läBt sich also nach einem bekannten Satze der Vektor- 
analysis ein Vektor w’ finden, aus dem sich 0,0 nach der Gleichung 


20) Le = rot ur 


ableitet. Auferdem werde m' so bestimmt, daB 

21) m = 0 

im AuBenräume und an der Oberfläiche der Moleküle ist. Wir 
werden später (5.208) zeigen, daB eine solche Wahl stets môglich 
ist; dann ist sie auch in jedem V’ unabhängig von den anderen. 


Für den Augenblick nehmen wir sie als vollzogen an; dann 
schreiben sich 12) bis 14) in der Form 


22) rot" = rot 4x w' 
23) divÿ — 0 
24) h = [rotw',f] 


Es bandelt sich jetzt darum, unser System tatsächlich vor- 
handener elektrischer Rotationskôrper durch ein solches System 
fictiver Magnetonen zu ersetzen, daB die Feldwirkung der Magne- 
tonen gleich der Feldwirkung der elektrischen Kôrper ist, und 
daf die auf die Magnetonen ausgeübten ponderomotorischen Kräfte 
in samma denen auf die elektrisch geladenen Teilchen äquivalent 
sind. Oder analytisch: 

In den V’ ist @,v gegeben, und daher nach 20) und 21) auch 
m. Wir denken uns ein System geometrisch kongruenter und 
gleich angeordneter Kürper V und suchen in ihnen solche Funk- 
tionen m, daf folgende Forderungen erfüllt sind : 

1. Die nach 1) und 5) berechnete Feldstärke D im Systeme 
der V soll im Aufenraume der V gleich sein der an der ent- 
sprechenden Stelle im Systeme der V' nach 22) und 23) berech- 
neten Feldstärke f. 

2. Bei einer virtuellen Drehung des Magnetons V sollen die 
Feldstärken Ÿ dieselbe virtuelle Arbeit leisten (nach 6) zu be- 
rechnen), wie bei der kongruenten Drehung von J” die f’ (nach 
24) zu berechnen). 

Die gesuchte Funktion wm ist sehr einfach anzugeben. Wir 
setzen nämlich 


25) m = m', 
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wodurch wir nach 21) auch der POPAREEE m — O0 im Aufenraume 
der V gerecht werden. 
Dann gilt für ÿ nach 1) und 5) 


26) rot (p+4xm) = rot 4zmw 
27) div (p+4xm') = 0 
Der Vergleich mit 22) und 23) zeigt, daB man dann hat 
28) ÿ = ÿ+4rw, 
also wegen 21) 
29) ÿ —b 


im Aufenraume der V’ und P. 

Ehe wir zeigen, daf die zweite der oben ($S. 207) aufgestellten 
Forderungen erfüllt ist, tragen wir den Beweis nach ($S. 207), daf 
man bei gegebenem o,v stets ein den Bedingungen 20) und 21) 
genügendes m’ finden kann. 

Der dort angeschlossenen Bemerkung zufolge genügt es, den 
Nachweis für ein einzelnes im Raume vorhandenes V' zu führen. 


Setzt man 
30) # de fs 
31) m, = rotf, 
so ist!) 
32) rotm, — Le 
33) divm! = 0 
und 
32 a) rotm, = 0 
im Aufenraum von PV. 

Es stellt also dann und nur dann 
34) m'—= m'+m, 
eine Lüsung von 20) und 21) dar, wenn man hat 
35) rotm, = 0 
36) M, = —M, 


im Aufenraum von V', zwei Gleichungen, die sich wegen 32a) 
zunächst nicht widersprechen. 


1) vgl. z. B, R. Gans, Einführung in die Vektoranalysis. 2, Aufl. Leipzig 
und Berlin 1909, pag. 66. 
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Setzen wir also wegen 35) 
37) m, = —grad U, 
so muB wegen 36) U der Gleichung 
38) grad U = m; im Aufenraum von PV" 


genügen. Hierdurch ist die Funktion U schon für den AuBenraum 
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Man braucht wegen 
33), 86) und 37) nur eine solche Funktion zu suchen, die der Glei- 
chung 


39) AU = 0 im Aufenraum 
und an der Oberfläche 6 der Bedingung 
40) . = M}, 
genügt. 

Da wegen 33) 
41) Îm!,de = 0 


ist, so gestattet die Theorie des sogenannten äuBeren Dirichlet- 
schen Problems zweiter Art, die Lôsung zu finden. Der grad der 
so erhaltenen Funktion U stimmt nach bekannten Eindeutigkeits- 
sätzen ‘) tatsächlich mit m, überein, also ist 38) befriedigt. Wir 
kônnen nun Ü auf unendlich viele Weisen stetig ins Innere von 
V' fortsetzen; dabei wird 38) nicht aufhôren zu gelten, und daher 
wird ebenso für den nach 37) abzuleitenden Vector m; 35) und 36) 
und für den nach 34) gefundenen Vector 20) und 21) erfüllt sein. 

So gibt es unendlich viele Arten, den Vector m’ auszuwählen. 
Bei jeder Art erhalten wir nach 25) ein anderes V’ ersetzendes 
Magneton V. Wir denken uns aus diesen Môglichkeiten eine 
herausgegriffen und festgehalten ?). 

Es ist nun zu zeigen, da durch 25) auch die zweite Bedingung 
auf S. 11 erfüllt wird. Dabei ist es wieder am einfachsten — 
wenn auch durchaus nicht erforderlich — und für unsere Zwecke 


1) vgl. z. B. R. Gans, Vectoranalysis. 2. Aufl. $S. 48. 

2) Man kann z. B. fordern, daB das Magneton nur Oberflächenbelegung be- 
sitzt. Dann hat man, da div #t im Innern von V verschwinden soll, die Bedin- 
gung divm — 0 aufzustellen, d. i. wegen 33) und 34) divm! — 0. Für U im 
Innern ergibt sich dann nach 37) AU — O0; auBerderm mu sich U im Innern 
an die Werte von U auf der äüuferen Seite der Oberfläche anschlieBen. Diese 
Aufgabe ist nur lôsbar, wenn Sprünge des Gradienten von U an der Oberfläche 
von V’ zugelassen werden, und ist als inneres Dirichletsches Problem erster Art 
bekannt. 


Lex 
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ausreichend, sich vorzustellen, das man nur zwei einzelne Kôrper 
V und V” vor sich hat. 

Wir haben nachzuweisen, daf für jede virtuelle mit unseren 
Bedingungen vereinbare Lagenveränderung, die in gleicher Weise 
von V als auch von PV’ erlitten wird, 


42) JG es)as = f(f, 88) as 


ist, wo 08 die Verschiebung jeden Punktes bedeutet, oder da f, 
zu vernachlässigen ist, 


43) JE. 68)4s = J(f;, 68)4s 


wo f und f! darch 6) und 24) bestimmt sind. 
Wir definieren zu dem Zwecke eine Funktion W durch das 
über den unendlichen Raum erstreckte Integral 


ps 1 3 
44) W = à 7. pas 
und setzen, was wegen 1) gestattet ist, 


Dann findet man durch Variation 


1 1 
SW = 7 Jesas x : 7% fers V, 66) ds 


und hieraus durch partielle Integration und unter Benutzung 
von 2) 


46) oW = /Vôo, ds. 


Da bei den virtuellen Verschiebungen die magnetischen Mengen 
an den materiellen Volumelementen haften sollen, so gilt die kine- 
matische Beziehung (Continuitätsgleichung) 


47) 80, — — div (0, 88) 
sodaB 46) in 
48) SW = — [V div (e,, 68) ds 


übergeht. Aus 48) wird durch partielle Integration und Berück- 
sichtigang von 45) 


OÔW = f(grad V,0,08)4S = — fe, (b, 68) 48, 


sodaB wir auf Grund von 6) schlieflich zu der Formel 


14% 
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49) SW — —f(i,08)as 
gelangen. 
Zweitens definieren wir eine Funktion W’ durch die Formel 
1 

50 IRAN TRS 18 

) W'= Se fo"as, 
woraus sich 

LA L [A ! 

51) sW' = 2 fées 


ergibt. Da aber nach 13) f’ ein quellenfreier Vektor ist, so dürfen 
wir 
92) b = rota 


setzen und erhalten 

: : 1 : 

53) OM — 7 Jets 6b!) 4S 

oder durch partielle Integration unter Berücksichtigung von 12) 


54) D WE Î (a 8 a?) as. 


Nun soll die Strômung durch ein materielles Flächenelement 
dauernd konstant sein, es gilt daher die kinematische Beziehung :) 


55) (0,0) + div (0,0) 08+rot[o,t, 08] — 

oder wegen 19) 

56) d(o,v)+ rot [o,v0, 08] = 0. 
Also hat man 


SW! — (e rot [æ?, 6s)) TS 


und durch partielle Integration unter Berücksichtigung von 52) 


aW' — — f(s (8e, os ])as - + fe, ,88) ds 


oder wegen 14) 
57) oW' — f(f!, 68) as. 

Kann man zeigen, daf ÔW — —ÔW" ist, so ist nach 49) und 
und 57) Gleichung 43) bewiesen. 


1) vgl. z. B. H. A. Lorentz, Maxwells elektromagn. Theorie, Math. Enc 
5,2 Art. 13, pag. 75. Leipzig 1904. 
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Es ist aber 
Lots MaN Be: à vs Re : 
W = TL fre 57 J @rai F ds = a fräivoas 


und wegen 5) 
W= 4 fV.divmas — —4/(m,b)as 


oder 
2W = — f(m, 5) as 
d. h 
58) ” = fm pas— à fias. 


Ersetzt man in der letzten Gleichung auf Grund von 25) und 
28) b durch F’— 4x m, so folgt 


Nm —- [a 45 +2 fur as 
8x 
dE 


59) W = — W'+9xf m°4s. 
Da nun bei den Verschiebungen der Magnetismus an den Vo- 


lumelementen haften sollte, so ändert sich das Volumintegral in 
59) auch nicht, und man hat 


60) OW = —90W 


und damit wegen 49) und 57) die Aequivalenz der ponderomotori- 
schen Kräfte bewiesen. 

Bei diesen Betrachtungen haben wir uns eine zwangsläufige, 
gleichsam durch ein Uhrwerk unterhaltene Bewegung der rotie- 
renden elektrisch geladenen Moleküle vorgestellt, ohne uns darüber 
Rechenschaft zu geben, ob ein solcher Mechanismus auch môglich 
ist, denn es ist ja keineswegs gesagt, dal ein frei rotierendes 
Molekül dauernd dieselbe Rotationsaxe und dieselbe Rotationsge- 
schwindigkeit behalten wird. 

Im allgemeinen ist das auch keineswegs der Fall. Damit wir 
also die tatsächlich vorhandenen rotierenden Moleküle durch ge- 
dachte Magnetonen ersetzen kônnen, müssen wir untersuchen, unter 
welchen Umständen ein frei rotierendes Molekül sowohl seine Ro- 
tationsaxe wie die Rotationsgeschwindigkeit um dieselbe unver- 
ändert beibebalten wird. 

Das soll im folgenden Paragraphen geschehen. 
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$ 3. Die Bewegungen eines frei drehbaren Moleküls im Magnet- 
felde. 


Nehmen wir also an, daB das starre System der negativen 
Elektronen eines Moleküls sich frei um seinen Schwerpunkt, den 
wir zum Nullpunkt eines im Molekül festen Koordinatensystems 
wählen, drehen kann, und legen wir die Koordinatenaxen in die 
Hauptträgheitsaxen des rotierenden Kôürpers. 

Das Drehmoment, welches auf das Molekül wirkt, ist nach 
der Lorentzschen Theorie 


61) R = exil], 

wo t die Verbindungslinie des Schwerpunktes mit einem Elektron, 
f die auf die Elektrizitätsmenge Eins wirkende Kraft bezeichnet. 
Es ist also 


62) = e+(2,6) 


In dieser Formel sollen e und b die Feldstärken am Orte eines 
Moleküls bedeuten, wie sie durch äuBere Felder und die übrigen 
Moleküle hervorgerufen werden. Die vom Molekül selbst erzeugten 
Feldstärken sollen bei der Berechnung des Drehmoments nicht mit 
berücksichtigt werden, sondern sie werden dadurch in Rechnung 
gezogen, daf die später eingeführten Trägheitsmomente des ro- 
tierenden Moleküls wenigstens zum Teil elektromagnetischer Natur 
sind. Deshalb ist es auch irrelevant ob die in 62) eingeführte 
magnetische Feldstärke b dem b oder F’ des vorigen Paragraphen 
entspricht, denn unter Feldstärke verstehen wir jetzt die Feld- 
stärke am Orte des Moleküls, falls dieses fortgedacht wird, also 
eine GrôBe im freien Aether, in dem f und b' identisch sind. 

Durch Einsetzen von 62) in 61) erhalten wir 


63) R = NR,+N, = eZ{re]+— Zi 0]] 

Wir wollen zunächst nur den ersten Teil des Drehmoments 
64) NNE=RCDATEe] 
berechnen. 


Da das Molekül klein sein soll im Vergleich zu den Strecken, 
auf denen das äufere elektrische Feld merklich varüert, so künnen 
wir im Innern des Moleküls die elektrische Feldstärke in der Form 
darstellen 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 5. 15 
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65) re (0 


D 


wo der Index O0 bedeutet, da der betreffende Wert im Schwer- 
punkte genommen werden soll. 
Berücksichtigen wir die Schwerpunkteigenschaft 


66) Zz=Xy=D:—0, 
und daB nach der Definition der Hauptträgheitsaxen 
67) D ye = Sex = S 2y = 0 
ist, und führen wir die Bezeichnungen 
68) Der = K; SW = kK,; 5+ = Kk, 
ein, so wird aus 64) mit Hülfe von 65), 66), 67) und 68) 
KE _ oe, œ, 
N, = eD(ye, —2e,) = ex, Sy — K, Fe) 
Ebenso 
de, 
My = e(. 1e ‘* &) 
d. Ô ô 
_ rs tz |. 
eee e(k. Ôx y 0 


In den letzten Formeln haben wir den Index 0 fortgelassen; 
denn da wir uns in 6b) auf die Glieder erster Ordnung beschränkt 
haben, so genügt es, den Differentialquotienten in 69) einen im 
ganzen Molekül konstanten Wert beizulegen. 

Der zweite Summand des Drehmoments ist nach 63) 


70) N, — — > [r, [v, 91]. 


Hierbei ist die Winkelgeschwindigkeit g mit der Geschwindig- 
keit v durch die Beziehung 
71) Ù = [g,t] 
verknüpft, sodaf aus 70) 


72) > Ë [lg, x, 9] 
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wird. Nach einer bekannten Regel der Vectoranalysis') dürfen 
wir hierfür aber schreiben 


D, = D {a rl 5)—0 (5 [8 x) 
oder da?) 


(r, [g, 3) = 0 
ist, 


Me = © D (2 — 9,9) (20. + vÿ, + 4h) 


und mit Berücksichtigung von 67) und 68) 
ns _— e (K, y D, FF 1e : b,) 


73) M, = (Eagle K, 9h) 


R> Du _ (K, Qz b, Sri K, 9y b.). 


Wir spezialisieren jetzt, indem wir über die Form des Mole- 
küls gewisse Voraussetzungen machen, und nehmen zunächst an 


1. Das Molekül sei eine Kugel. 
Sind die Elektronen im Molekül so verteilt, daf es isotrop 
bezüglich der drei auf einander senkrechten Hauptträgheitsaxen 
ist, also etwa in kugelfôrmiger Anordnung, so ist 


K, = K, = K, = kK, 
und wir erhalten aus 69) 
74) Ns=ueX rote 


oder mit Benutzung der einen Fundamentalgleichung der Lorentz- 
schen Theorie 


by MAS ll 
1) PRE SF prie 
Ferner wird nach 738) 
K 
76) D, — — [9,6], 


1) vgl. z. B. R. Gans, Vectoranalysis 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1909 
S. 123 Formel k) 
2) ibid. Formel g). 


15* 
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im ganzen also 


77) em = À 016,61) 
Setzen wir 
d 


so bedeutet die Aenderungsgeschwindigkeit von f in Bezug auf 


das sich drehende Raumelement, wenn das Magnetfeld innerhaib 
des Moleküls als homogen angesehen werden kann). 
Durch Substitution von 78) in 77) wird demnach 


79) p'hé PER 


Da das Trägheitsmoment bezüglich einer durch den Schwer- 
punkt gehenden Axe 2mX ist, so lautet die Bewegungsgleichung 
auf Grund der sogenannten Eulerschen Kreiselgleichung *), be- 
zogen auf ein im rotierenden Molekül festes Bezugsystem, 

dg ___eK dÿ 


80) 2mK SRE PR 


Die Integration von 80) ergibt 
ni 

wenn g, die Winkelgeschwindigkeit vor Erregung des Feldes be- 
deutet. 

Es tritt also infolge der Felderregung zu der ursprünglichen 
Rotation um eine Axe noch eine Rotation mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit um eine zur Feldrichtung parallele Axe hinzu, 
d. h. es entsteht eine reguläre Präzession der ursprünglichen Ro- 
tationsaxe um die Feldrichtung. 

Ein kugelfôrmiges Molekül verhält sich also ganz anders als 
ein Elementarmagnet, der sich in die Feldrichtung einstellt oder 
vielmehr, wenn er sich ohne Reiïibung um seinen Drehpunkt be- 
wegen kônnte, um die Feldrichtung hin und herpendeln würde. 
Hierauf hat bereits Voigt*) hingewiesen, und er hat auch die 


81) 8 — % — 


1) siehe z. B. H. A. Lorentz, Maxwells elektromagn. Theorie. Math. 
Enc. V Art. 13, p. 77. Leipzig 1904. 

2) F. Klein und A. Sommerfeld, Ueber die Theorie des Kreisels 1. 
pag. 142. Leipzig 1897. 

8) W. Voigt, Ann Phys. (4) 9. 1909. pag. 133. 
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Erklärung für den Unterschied gegeben: die Ampèreschen Mole- 
kularstrôme, die das rotierende Molekül repräsentiert, bleiben 
bei der Erzeugung des Feldes nicht konstant, während ein Ele- 
mentarmagnet eine feste magnetische Axe und ein permanentes 
Moment besitzt. 


2. Das Molekül sei ein Rotationskôrper. 


Ist das Molekül ein Rotationskôrper, aber keine Kugel, s0 
wollen wir die Figurenaxe !) zur z-Axe wählen. Es ist dann 


K, = K, = K; K, = X!. 

Es wird für die uns interessierenden Fragen genügen, wenn 
wir uns auf das Studium der Drehungen um die z-Axe beschränken, 
welche gerade besonders einfach sind. 

Das Drehmoment um dieselbe ist nach 69) und 73) 


eK db, 


ne, ei 0) ",l 
82) = + og) =, 


sodaB wir auf Grund der Eulerschen Gleichung die Bewegungs- 
gleichung erhalten ?) 


(D. REA UÙ, 
83) On K dt = et ane 7 
die das Integral 
e 
84) qu Vos — De Ve 


liefert, wenn g,, die Winkelgeschwindigkeit um die Figurenaxe 
vor der Erregung des Feldes bedeutet. 

Bevor wir die Bewegung eines solchen elektrisch geladenen 
Rotationskôrpers weiter verfolgen, müssen wir die Ausstrahlung 
studieren, die bei einer Rotation um die Figurenaxe und bei einer 
Rotation um eine zur Figurenaxe senkrechte Axe stattfindet. 


Ausstrahlung eines rotierenden Moleküls. 


Das elektromagnetische Feld eines rotierenden Moleküls ist 
durch die Lorentzschen Gleichungen gegeben *) 


1) Wir unterscheiden im Folgenden immer zwischen Figurenaxe und Ro- 
tationsaxe. 

2) vgl. H. A. Lorentz, Elektronentheorie. Math. Enc. V, Art. 14, pag. 232. 
Leipzig 1904. 

3) In den Gleichungen 85)—88) haben ÿ und e dieselbe Bedeutung wie b 
und @, in $ 2. 


218 R. Gans, 


85) croth — se + 4xob 
() 

86) —crote — SE 

87) dive — 4xg 

88) divh = 0. 


Findet die Rotation mit gleichférmiger Winkelgeschwindig- 
keit um die Figurenaxe (+-Axe) statt, so ist das Feld aus Sym- 


metriegründen stationär, es ist also _ = 0, und wir erhalten 
aus 86) und 87) 
89) rote — 0; dive = 4xe. 


Die elektrische Feldstärke wird durch die Rotation nicht mo- 
difiziert, wir haben also das elektrostatische Feld der Elektrizi- 
tätsmengen des Moleküls, und dieses Feld verläuft aus Symme- 
triegründen in den Meridianebenen des Moleküls. 

Die magnetische Feldstärke berechnet sich nach 85) und 88) 
aus 


90) roth — 


wir erbalten somit einfach das Magnetfeld der Konvektionsstrôme, 
welches ebenfalls, da die Konvektionsstrôme in Kreisen um die 
Figurenaxe verlaufen, in den Meridianebenen des Moleküls liegt. 
7 (es 6] läuft also in 
Kreisen um die Rotationsaxe, und wir erhalten den Satz: 

Bei Rotationen um die Figurenaxe mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit findet keine Ausstrahlung 
statt; eine solche Rotation kann somit dauernd unge- 
dämpft fortbestehen. 

Genau genommen verlangt dieser Satz allerdings eine kleine 
Einschränkung, denn erstens gilt er nur für Rotationen mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit, während bei plôtzlichen Aende- 
rungen derselben infolge der Erregung eines Magnetfeldes (vgl. 
Formel 84)) eine Ausstrahlung, und somit ein Verlust an kinetischer 
Energie cintreten wird. Zweitens aber hatten wir vorausgesetzt, 
da 0Jôt — 0 ist, einc Voraussetzung, die nur Berechtigung hätte, 
wenn die Dichte der Elektrizitäit kontinuierlich im Molekül ver- 
teilt wäre; in Wirklichkcit haben wir es aber mit der Anhäufung 


Der Poyntingsche Vector 8 — 
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von sebhr vielen Elektronen zu tun, die eine diskontinuierliche 
Dichteverteilung repräsentieren. Auch aus diesem Grunde findet 
eine kleine Ausstrahlung statt, klein, denn J.J. Thomson!) hat 
gezeigt, daf die Ausstrahlung bei Elektronen, die auf Kreisen 
äquidistant angeordnet um die Kreisaxe zirkulieren, rapid mit der 
Anzahl der Elektronen abnimmt. 

Nach sehr, sehr langer Zeit würde also ein Molekül durch die 
eigene Ausstrahlung an Energie der rotierenden Bewegung ein- 
büfen. Durch welche neuen Antriebe diese Dämpfung ersetzt 
wird, wollen wir hier nicht diskutieren, sondern uns einfach auf 
den Standpunkt stellen, da Rotationen um die Figurenaxe mit 
ungeminderter Geschwindigkeit stattfinden kôünnen. 

Ganz anders verhält sich ein Molekül, das um eine zur Fi- 
gurenaxe senkrechte Axe rotiert. 

Um die bei dieser Bewegung erfolgende Ausstrahlung zu be- 
rechnen, betrachten wir zunächst zwei Elektronen, deren Verbin- 
dungslinie von der Rotationsaxe senkrecht geschnitten und halbiert 
wird; der Abstand eines Elektrons von der Rotationsaxe sei L. 
Die positive Elektrizität vom Betrage 2e nehme, wie immer, an 
der Bewegung nicht teil. 

Führen wir ein im Raume festes Koordinatensystem x, y, z 
ein *), und sei die z-Axe die Rotationsaxe des Systems, um welche 
die in der xy-Ebene liegende Verbindungslinie der Elektronen 
sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit © dreht, so sind 
die Koordinaten des einen Elektrons 


x = | cos wt 
91) y = lsin œt 
22 0 


die des anderen ergeben sich hieraus, wenn man { mit —/ oder 
ot mit ot+x vertauscht. 

Die Koordinaten X, Y, Z des Aufpunkts drücken sich in Polar- 
koordinaten durch die Formeln 


X — R sin # cos y 
92) Y = RsinSsiny 
= RCosŸ 


1) J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 6. 1903, pag. G81. 

2) Die bei dieser Berechnung benutzte Bezeichnung x, y, + für die drei im 
Raume festen Axenrichtungen hat natürlich nichts mit der früher und später ge- 
brauchten Benennung der Ilauptträigheitsaxen des Moleküls zu tun. 


220 R. Gans, 


aus. Um die Ausstrahlang zu berechnen, dürfen wir À unendlich 
groB gegen ! wähblen, soda wir 7/R konsequent vernachlässigen 
kônnen. Die Geschwindigkeit læ der beiden Elektronen sei so 


klein, daf man die dritten Potenzen von _ vernachlässigen kann. 


Die von jedem einzelnen Elektron erzeugten Feldstärken be- 
rechnen sich aus den retardierten Potentialen !) 


93) Dog Por € L 


ee ART 


Die eckigen Klammern in diesen Formeln bedeuten, daB die 
in dieselben eingeschlossenen Grôfen für die Zeit é—7t genommen 
werden müssen, wenn ® und À für die Zeit { berechnet werden 
sollen, und zwar ist unter r die sogenannte Latenzzeit verstanden. 

Sind die Koordinaten des Elektrons zur Zeit {t— 7 x',y',2", 
so ist 


a" = lcosæm(é—7r) 
94) y = lsnœo(é—7r) 
£g = (0, 


und es ergibt sich 
pl = ou = (X-2) + (P-y) + (2-2) 
oder mit dem von uns erstrebten Genauigkeitsgrad 
95) x] sic = RP. 
Ferner ist 


Ro] = Te = —io sin o(t—Rje) 
l 

[b,] = _ = + lo cos œ(t— R/c) 
de’ 


also 
= dx" X—x dy Y—-y 
Hell: {r] [ee (à a 
und daraus wird mit Vernachlässigung von //R 
96) [v,] = — lo sin # sin [w ({— RJc) — y] 


1) vgl. z. B. M. Abraham, Theorie der Elektrizität 2. 2. Auf. Leipzig 
und Berlin 1908, pag. 82 und 84. 


SP IT PS 
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Durch Substitution von 95) und 96) in die erste Formel 93) 
ergibt sich 


o—+{+®l,(t)) = {1 P sin © sin [o(— Re 9] 
97) Pa 


à [o G-Rlo- #1} 


Das von den beiden negativen Elektronen und der ruhenden 
positiven Elektrizität erzeugte skalare Potential erhält man, wenn 
man 97) sowohl für die positive wie für die beiden negativen 
Elektrizitätsmengen bildet und die drei Summanden addiert. 

Dabei heben sich die von # freien Glieder fort, da Se — 0 
ist; ferner ergibt auch die Summe der beiden Glieder, die ! in der 
ersten Potenz enthalten, Null, da nach 91) die Koordinaten des 
einen Elektrons aus denen des anderen durch Vertauschung von 
1 mit —/ hervorgehen. 

Somit ergibt sich schliefilich 


2e l°o° 

Rec 2 

98) el? &° 
Rene 


In ähnlicher Weïse erhalten wir 


D — 


sin? # 


sin’ ® sin” [o({— R/c)— ] = _. 


sin” # cos 2 [o(é— R/c) — |. 


el o° . el @? . 
nr TR sin Ÿ COS p — ER sin # cos [2œ(t— RJc) — y] 
el 0 & : ; el? © 
99) UF — x Sin sin p— 29 sin à sin [2 (é— RIc)— 9] 
Nes 10, 


Zur Berechnung der Strahlung aus den Feldstärken nach den 
Formeln !) 
e — — grad D — Lis 
100) CCE 
b = rot YA 


ist es hinreichend, wenn À auch unendlich gro gegen die Wellen- 


länge T der ausgesandten Strahlung angenommen wird. Das 


1) vgl. z. B. M. Abraham, Theorie der Elektrizität 2. 2. Aufl. Leipzig 
und Berlin 1908, pag. 36. 


4 !, 


222 R. Gans, 


kommt aber darauf hinaus, daB bei den räumlichen Differentia- 
tionen nur das À im Argument der trigonometrischen Funktionen 
als variabel aufzufassen ist. 

So erhalten wir 


e, = 0 
2e l © 
planer M enpéoe Sara [Or Re — |] 
LA 

tp — eee sin # cos 2 [æ (t — Rfc) — y] 
101) ae 

bg = — 272 in 9 cos 2 [o (t— RJc) — y] 

by = A: he sin ® cos © sin 2 [o (£— R/c) — p|]. 


Die Strahlung S durch eine unendlich grofe Kugelfläche vom 
Radius Æ ergibt sich nach dem Poyntingschen Theorem aus 
der Formel 


c T n2r 
L " 8, de = [ 1: (ob — €y De) R' sin Sd9dp. 
6 “d (CAN 


Substituieren wir in diese Gleichung die Werte für e und b 
aus 101), so folgt für den zeitlichen Mittelwert S der Strahlung 


102) Rite | _. 


Hulilac 


J. J. Thomson!) erhält nach einer anderen Methode einen 
Ausdruck derselben Form, doch gibt er für S einen zweimal so 
grofen Wert an, als der Formel 102) entspricht. Das liegt daran, 
daf erstens seine Werte für e und ÿ sämtlich doppelt so grofÿ 
sind als unsere Ausdrücke 101), und daB zweitens bei der Inte- 
gration über die unendlich grofe Kugelfläche ein Faktor 2 im 
Zähler versehentlich fortgelassen ist. 

Für ein Teilchenpaar ergab sich nach 101) 


2e l? © 3 
lo Sms - sin Ÿ cos © sin 2 [œ (é — Ac) — p]. 


Wollen wir jetzt die Feldstärken berechnen, die die Elek- 


1) J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 6 1903 pag. 680. 
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tronen eines ganzen Moleküls erzeugen, so kônnen wir je zwei 
Teilchen zusammenfassen, deren Verbindungslinie von der Ro- 
tationsaxe halbiert wird und auf ihr senkrecht steht. Liegen N 
Elektronen in der Volumeinheit des Moleküls, und sind !, ,, 4, 
die Zylinderkoordinaten die einen Punkt des Moleküls zur Zeit 
t — 0 charakterisieren, sodaf ein Volumelement {4 /d, dz, ist, so 
ergibt sich 
T 8 2 
eg —= — A sin ® COS off frsin2to(t- 210 -6+pJittapr, 


wobei die Integration über die eine Hälfte des Volumens des 
ganzen Moleküls zu erstrecken ist (die Hälfte nur, da bereits in 
der Formel 101) die Wirkung zweier Teilchen zusammengefaht 
ist) und R' für VX°+ Y'+(Z7-2) gesetzt ist. 
Diese Integrationen lassen sich leicht für alle Komponenten 
von e und D durchführen, und man erhält z. B. für die Ausstrah- 
| lung eines sehr dünnen Zylinders der Länge L 


€ 4 AL 
BBD eur 
wo e die gesamte Elektrizitätsmenge der negativen Elektronen 
des Moleküls darstellt. 

Für ein Rotationsellipsoid mit den Halbaxen «a, b findet man 


dc 
125 


Es ergibt sich aus diesen Berechnungen der Satz: 

Ein Molekül, das um eine zur Figurenaxe senk- 
rechte Axe rotiert, sendeteine von Null verschiedene 
Strahlung in den Raum aus. 


102) S — 


103) De 


Lee @° 
(a Le be}? e? La : 


Das magnetische Moment eines rotierenden Moleküls 
und das Drehmoment, welches dasselbe im Magnetfelde 
erfährt. 

Zur Feststellung der Gleichgewichtslagen, die ein rotierendes 
Molekül im Magnetfelde einnimmt, wollen wir zunächst das mag- 
netische Moment desselben berechnen und uns dann nach dem 
Drehmoment in einem konstanten Magnetfelde fragen. 

Unter dem magnetischen Moment eines permanenten Magneten 
versteht man den Vektor 


104) ie fre, ds, 


wo tr den Radiusvektor von einem festen Punkte nach einem be- 
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liebigen Punkte des Magneten, op, die in diesem befindliche mag- 
netische Dichte bedeutet und die Integration über das Volumen 
des Magneten zu erstrecken ist. 

Nach Formel 4) ($ 2) nimmt 104) die Form an 


m = — fr. divm ds, 
die durch partielle Integration in 
105) m — / mas 
übergeht. 
Andrerseits kônnen wir den Ausdruck à En [r,v]dS der sich 


auf ein rotierendes Molekül bezieht, mit Hülfe von 20) in die 
Form 


Î 2 vds = 1 fr, rot m']dS 


bringen, aus der durch partielle Integration f m'dS wird. Sind 
der betrachtete permanente Magnet und das rotierende Molekül 
im Sinne von $ 2 einander magnetisch äquivalent, so gilt nach 
25) m — m', d. h. 


129 
106) m= D J'e.fr, v]aS 


ist als das magnetische Moment des rotierenden Moleküls aufzu- 
fassen. Dabei hat 1fr,v] die anschauliche Bedeutung der vom 
Radiusvektor r in der Zeiteinheit überstrichenen Fläche. 

Um ein Urteil zu gewinnen über die an einem im Magnet- 
felde rotierenden Molekül angreifenden Drehmomente und über 
die Stabilität des Gleichgewichts, berechnen wir die Funktion W/, 
die wir in Formel 50) des $ 2 eingeführt haben, und die, wie wir 
aus der Lorentzschen Theorie wissen, die magnetische Energie 
darstellt. Wir wollen, um im Einklang mit der üblichen Be- 
zeichnungsart der Elektronentheorie zu bleiben, anstatt D’ einfach 
b schreiben, bleiben uns aber dessen bewuñt, da in den folgenden 
Entwicklungen die GrôBe b dem D’ des $ 2 entspricht. 

Wir wollen W' berechnen für den Fall, daB ein Molekül um 
seine Figurenaxe in einem beliebig erzeugten Felde b, rotiert. 
Das vom Molekül selbst erzeugte Feld nennen wir b,, sodaf das 
gesamte Feld ÿ = f, +6, ist und 


W'= W+W,+W. 
107) = + fotas = (pas 2 L fo: 
= Jras= se fnas+@ioas+ se (Ras 


wird. 
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Uns interessiert vor allem die sogenannte wechselseitige mag- 
netische Energie 


108) wi = ge f(, ds 


des Moleküls und des äuBeren Feldes !). 
Mit Berücksichtigung von 52) kônnen wir in 108) 


109) Da—=/rot 0, 
substituieren und erbalten 
110) W, = — [ (rot a,, b)4S, 
woraus sich durch partielle Integration 

MRDE  “l 
111) Wi = = h (a, rot f,)dS 
ergibt oder mit Benutzung von 12) 
119) We ji (a, e+) ds, 


wenn @ (entsprechend dem €, des $ 2) die elektrische Dichte im 
Molekül bedeutet. 

Wählen wir einen Punkt im Innern des Moleküls zum Koor- 
dinatenursprung, so dürfen wir wegen der Kleinheit des Moleküls 
a, nach Potenzen der Koordinaten der Elektronen im Molekül 
entwickeln und uns auf die ersten Potenzen beschränken, sodaf 


=) +5 (Ge) +2(GE) 


(+05) 


0a,, 0a,, 04a,, 
Mz — Pre sante A 


wird. Diese Werte substituieren wir in 112), kônnen die mit dem 
Index Null versehenen GrôBen vor das Integralzeichen setzen und 
benutzen die Tatsache, da bei einem um die Figurenaxe rotie- 
renden Molekül 


= (a), + x(© 


ÿ f ‘evdS — 


1) Wegen dieser Berechnung vgl. man H. A. Lorentz, Elektronentheorie, 
Math. Enc. 5. Art. 14 S. 181. Leipzig 1904. 


{5 % 
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und die Integrale 
fex'as, fo xy as, Joxzas, foy'as, f'oyzas, [oz as 


von der Zeit unabhängig sind, da die Ladungsverteilung sich nicht 
durch die Bewegung ändert; die Differentialquotienten derselben 
nach der Zeit müssen also verschwinden, d. h. es muf z. B. 


fxov,as = 0; fxov,ds+/fyov.ds — 0 
fxov,aS+/fzov,dS = 0 n. s. w. 


Wenden wir diese Beziehungen auf die in Koordinaten ge- 
schriebene Formel 106) an, so erhalten wir 


fev. xas = 0; for, y as = — cm,; /ov,zdS = +cm, 
Jov,xas = +om,; fov,y as == 0; f'ev,zas = —cMm, 
Jov.xas = —cm,; fev, y aS = +cm,; fov,zaS = 0. 


Bei Benutzung dieser Formeln wird aus 112) 


W, = (rota,, m) 
oder nach 109) 


113) es É (D; m) 


wo D, das äuBere (also nicht vom Molekül selbst erzeugte) Feld am 
Orte des Moleküls bedeutet. 

Die Arbeit bei einer virtuellen Verschiebung des Moleküls 
ergibt sich nach 57) als ÔW”', und zwar ist hierbei die Umlaufs- 
geschwindigkeit als konstant gedacht. Dann aber ändern sich W7 
und W, überhaupt nicht bei virtuellen Verschiebungen, und wir 
erhalten 


114) OA = OW!, = —|6,|.|[m|sin909, 


wenn # den Winkel zwischen m und b, bezeichnet. 
Das Drehmoment, das # zu vergrüfiern sucht, ist somit 


115) R — —}|h,|.|m|sins. 


Es findet also Gleichgewicht statt für 9 — 0 und # — x, aber 
nur für 9 — (0 ist das Gleichgewicht stabil, wie man aus 115) 
sofort erkennt, wenn man # etwas von 0 oder x verschiedene 
Werte gibt. 

Das um die Figurenaxe rotierende Molekül ist in 
einem konstanten Magnetfelde nur im stabilen Gleich- 
15# 
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gewicht, wenn das magnetische Moment die Feldrich- 
tung hat. 

 Diesen Satz brauchen wir zur Diskussion der Bewegungen 
eines Moleküls in einem Magnetfelde, dessen Stärke und Richtung 
plôtzlich verändert werden. 


Einstellung eines rotierenden Moleküls im magneti- 
schen Felde. 

Für unser Problem ist es ausschliefilich von Interesse, die de- 
finitive Einstellung des rotierenden Moleküls zu berechnen, wodurch 
die Frage wesentlich vereinfacht wird. 

Zunächst kônnen wir schliefen : 

Die Winkelgeschwindigkeiten um jede zur Figurenaxe senk- 
rechte Axe müssen schlieflich Null werden, da diese Komponenten 
der Rotation infolge der damit verknüpften Ausstrahlung all- 
mäblich gedämpft werden !). 

Nennen wir, wie früher, zwei auf einander und auf der Fi- 
gurenaxe senkrechte, im Kôrper festliegende Axen x und y, s0 
wird im stationären Endzustand 


116) d = 0; g, = 0; 


dagegen ist die Winkelgeschwindigkeit g, um die Figurenaxe un- 
gedämpft und berechnet sich nach 84) aus der Formel 


€ 


84) di Qos — ODnc D. 


Die Figurenaxe, die jetzt zugleich Rotationsaxe ist, muñ 
nun im Magnetfelde eine feste Endlage annebmen, in der kein 
Drehmoment wirkt, und in der das Gleichgewicht stabil ist?) Wir 
hatten aber auf Grund der Formel 115) gesehen, da dies der Fall 
ist, wenn m{|b ist. Natürlich tritt auch Gleichgewicht ein, wie 
ja sofort aus 115) folgt, wenn m — O0 ist, und zwar für jede be- 
liebige Lage der Figurenaxe relativ zum Felde. 

Nun berechnet sich n1 aus 106) nach der Formel 


€ 
106”) ne 2e > [r, v}, 


und wenn wir hierin für v 
V=—= [g, r] 


1) Ob die so berechnete Ausstrahlung der einzige Grund der Dämpfung ist, 
môge dahingestellt bleiben. 

2) Wegen dieser Berechnungen vgl. man H. A. Lorentz, Élektronentheorie, 
Math. Enc. 5. Art. 14, pag. 232. Leipzig 1904. 
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setzen, erhalten wir mit Benutzung einer bekannten Regel der 
Vektorenrechnung 


LE 5 2ia" —r (4, r)| 


oder mit Beachtung von 116), 67) und 68) 

Mr 0 

117) LE nt ë 
M = Da +y) = eg. 

Wir kônnen also auch sagen: Herrscht stabiles Gleichgewicht, 
so stellt sich entweder die Rotationsaxe in die Feldrichtung, und 
zwar so, daf m und b gleichgerichtet sind, oder es findet bei be- 
liebiger Stellung der Figurenaxe überhaupt keine Rotation statt 
(m = 0, also g = 0). 

Nennen wir X(g, b) = X (2, k) = ©, so ist die Komponente von 
m in Richtung von h) 

118) m, = <Ers cos @. 
Ù) CE 

Drei wesentlich verschiedene Fälle sind im Folgenden zu 
unterscheiden : 

1. Fallsg="0; 

Dann wird nach 84) 


84” g = —5—|#lcose, 


2e 
und 118) nimmt die Form an 


e K F 
119) m = — 9, |hlcos 0. 


Ù) 

Aus 119) folgt, daf m|b, also © — 0 unmôüglich ist, somit er- 

gibt sich aus der anderen Gleichgewichtsbedingung und 84’) m — 0 
g = 0; @ = x/2. 

Das Molekül stellt sich im Magnetfelde mit seiner Figurenaxe 


senkrecht zum Magnetfelde und rotiert nicht. 
2. Fall: 


los ee ere 


PATTA 


Wir wählen die Axenrichtung z 50, def Go: > 0 ist. Aus 118) 
und 84) folgt 


eK 
M, = —;" cos e(g.— 5 we -|[b]cos. e) 
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und für @ = 0 ist 
120) M, = ss 
de (ae 2mc LD 


Nach Voraussetzung ist dieser Ausdruck aber stets <0, 
gleichgültig, ob e <0 ist, also ist © — 0 kein müglicher Gleich- 
gewichtszustand, es mu also 


121) g, = 0 und nach 84) cos @ — 


sein. 

Das Molekül bleibt unter dem Einflusse des Feldes plôtzlich 
stehen, und zwar hat die Axe eine durch 121) bestimmte Neigung 
gegen die Feldrichtung. 


3. Fall: (9. >-4L{f] für alle erreichbaren Feldstärken. 


Dann kann g, in keiner Lage der Axe verschwinden, denn 
sonst müfte nach 84) 
oz 


11 


2mc 
sein, und das wäre nach Voraussetzung = 1 oder < —1; also muf 


cos ® — 


e 
122) 9 = 0; g, = 4 — = 
und nach 118) 
Nr. Di e|b] 
123) mm = == Dre) 
sein. 


Das Molekül stellt sich mit seiner Rotationsaxe in die Feld- 
richtung; das Moment wird durch die Felderregung auf jeden Fall 
geschwächt. Ist g, groBi gegen ble für alle erreichbaren Feld- 
stärken, so bleibt das Moment auch bei Erregung eines Feldes 
genähert konstant. 

Aus den obigen Ueberlegungen schliefen wir, daf die Mole- 
küle ferromagnetischer Kürper keine Kugelgestalt haben kônnen, 
weil Kugeln sich überhaupt nicht im magnetischen Felde einstellen 
wiürden. Kôrper von geringerer Symmetrie als Kôrper mit einer 
Figurenaxe sind auch ausgeschlossen, da sie durch eigene Strah- 
lung zur Ruhe kommen müfter und somit keine magnetischen 
Eigenschaften haben kônnten. Die Moleküle sind also Rotations- 
kürper. Diese müssen schon auferhalb eines Feldes cine grolie 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasso. 1909. Heft 3. 16 
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Umlaufsgeschwindigkeit besitzen, weil sie sonst im Felde stehen 
bleiben würden. Damit das Phänomen der Sättigung darstellbar 


ist, müssen wir sogar annehmen, daB g,, groB gegen fl ist 


für alle erreichbaren Feldstärken. 

Um zahlenmäfig die Bedeutung dieser Annahme zu übersehen, 
berücksichtigen wir, daf Weif!) die Sättigung am Eisen geprüft 
und bis 4 = 6600 GauB keine Wiederabnahme der Magnetisie- 


rung bemerkt hat. Da nun für negative Elektronen — = 1,77.107 


ist, so mu g grof gegen 5,83.10"° _ sein, oder wenn wir die 
Umdrehungszahl pro Sekunde n nennen, so muñ » groB gegen 
0,93.10% —L_ sein. 

sec 


Das aber scheint sicher: Wirkliche magnetische Sättigung ist 
auf Grund der Elektronentheorie nicht denkbar. Wenn es nur 
môglich wäre, Felder von genügender Stärke herzustellen, so würde 
man eine Wiederabnahme der Magnetisierung beobachten müssen, 
und man würde aus diesem Phänomen die Umlaufsgeschwindigkeit. 
der Moleküle berechnen kôünnen. 


$ 4 H. A. Lorentz’ Bchandlung der Dielektrika. 


Es wird nützlich sein, vor der Behandlung eines magnetischen 
Kôrpers die Vorgänge in einem Dielektrikum zu besprechen, da 
einerseits die Analogien so grof sind, da gewisse Formeln ohne 
weiteres wôrtlich von einem Problem aufs andere übertragen 
werden kônnen, andrerseits aber so am besten die nôtigen Unter- 
schiede in der Behandlungsweïise und deren Gründe gezeigt werden 
kôünnen. 

Ein Dielektrikum denken wir uns nach H. A. Lorentz?) aus 
einer groBen Anzahl elektrischer Dipole aufgebaut; ihre Momente 
beeinflussen durch ihre Fernwirkung die Feldstärke, und diese be- 
stimmt ihrerseits wieder die GrôBe der Momente, indem sie in den 
Dipolen Verschiebungen hervorruft. Daher müssen wir folgende 
zwei Fragen beantworten: 


1) P. Wei, C. R. 145 p. 1155. 1907. 
2) H. A. Lorentz, Arch. ncerl. 25 1892 pag 463. 
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1) Welche Feldstärke wird — durch Fernwirkung — von einer 
gegebenen Polarisation erzeugt ? 

2) Welche Polarisation wird — durch Verschiebung in den 
Dipolen — von einer gegebenen Feldstärke erzeugt ? 

Die eine Frage macht gewissermafen die Feldstärke, die an- 
dere die Polarisation zur Ursache, obwohl selbstverständlich in 
der Natur ein solcher Unterschied nicht vorhanden ist. Auferdem 
hängt in beiden Fällen die zu bestimmende Grôfe auch noch von 
den wahren Ladungen ab, sodaf man nach Lôüsung der Fragen so- 
wobl die Feldstärke als auch die Polarisation als Funktion der 
wahren Ladungen kennt oder, was auf dasselbe herauskommt, 
einen Ausdruck für die Dielektrizitätskonstante gefunden hat. 

Beginnen wir mit der ersten Frage. Unter @ verstehen wir 
die elektrische Ladungsdichte an einem Punkte im Innern eines 
Elektrons. Es gibt aber zwei Arten von Elektronen, sogenannte 
Polarisationselektronen, für deren Dichte wir @, schreiben, und 
sogenannte Leitungselektronen, deren Dichte wir mit o, bezeichnen. 
Die Leitungselektronen nehmen wir an unveränderliche Lagen fest 
gebunden an. Tatsächlich künnen sie sich natürlich sehr wohl auf 
den Leitern fortbewegen; indem wir aber ihren Ort als vorher 
bestimmt ansehen, dürfen wir uns auf den Standpunkt stellen, 
daB, während alle anderen Elektronen ihr Gleichgewicht suchen 
müssen, sie an ihrem Platze unverrückbar haften. Die Polari- 
sationselektronen sind einer Verschiebung ibrer entgegengesetztge- 
ladenen Teilchen fähig, wodurch ein elektrisches Moment entsteht. 

Bezeichnet man mit e die elektrische Feldstärke, die in mole- 
kularen Distanzen sehr schwanken kann, so hat man nach einer 
Grundgleichung der Elektronentheorie 


124) _ dive — 470. 


Den Mittelwert e von e bezeichnen wir mit Æ€, es ist also 
nf 1 
195) E = ?ê — REA eds, 


wenn S einen beliebigen physikalisch unendlich kleinen Raum be- 
zeichnet. Entsprechend definiert man @, @,, e, und erhält nach 
Definition 
9 = +0» 
Führt man endlich die ,wahre Dichte“ ©, durch die Fest- 


setzung 
16* 
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126) On = 0 
ein, so folgt aus 124) bis 126) 
127) div E — 4x0, + 4x0, 


Der Mittelwert @, läft sich aus der Verteilung der elektri- 
schen Momente berechnen. Bezeichnet » die Zahl der Polarisations- 
elektronen in der Volumeinheit, ÿ das Moment eines Dipols, s0 
bedeutet 


198) B — np 


die Polarisation oder das Moment pro Volumeneinheit. Dabei ist 
mit p der sogenannte zweite Mittelwert gemeint, der entsteht, 
wenn man p an allen den Stellen eines physikalisch unendlich 
kleinen Raumes summiert, an denen sich Dipole befinden und durch 
die Zahl dieser Dipole dividiert. 

In Teiïlen des Dielektrikums, in denen p verschwindet, sind 
die entgegengesetzten Ladungen einander so nahe, daB @, — 0 ist. 
Wenn aber p nicht verschwindet, so hat man, wie eine einfache 
geometrische Betrachtung lehrt!, 


129) 0, = —div®, 
woraus sich 

130) divE — 4x0, — div 4x8, 
ergibt. 

Da der Zustand stationär ist, so gilt ferner 
131) rot E = 0. 


Aus 130) und 131) berechnet sich € nach bekannten Methoden 
der Vektoranalysis; somit ist die erste Frage beantwortet. Man 
kann die Lôsung auch in der Form schreiben 
132) div (C+41$) — 470, 


Falls es sich heraustellt, da8 $ proportional € ist, so drückt 
sich der Proportionalitätsfaktor durch die Dielektrizitätskonstante 
e aus, denn man setzt definitionsweise 


133) B — ne Œ, 


sodas 132) in 


1) IT. A. Lorentz, Elektronentheorie, Math. Enc. 6. Art. 14, pag. 206. 
Leipzig 1904. 
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132”) div «€ = 4xo, 
übergeht. 

Unsere zweite Aufgabe ist, bei gegebenem Felde die Polari- 
sation zu bestimmen, während wiederum die wahren Ladungen 
fest vorgeschriebene Lagen haben. 

Wir nehmen an, da8 das dielektrische Moment p eines Dipols, 
den wir uns etwa wie ein elastisches System vorstellen, der an 
dieser Stelle wirkenden elektrischen Feldstärke e proportional ist 
wir setzen also 


134) p = ge. 
Hieraus folgt 
135) Bi nD— 19e. 


e wird erhalten, indem man die nach dem Coulombschen Gesetze 
zu berechnenden elektrostatischen Kraftwirkungen sämtlicher Elek- 
tronen, sowohl der Polarisationselektronen als auch der Leitungs- 
elektronen, summiert. Um zu € zu gelangen, ist also eine doppelte 
Summation nôtig: 

1) müssen wir, schon um e zu bestimmen, die Wirkung sämt- 
licher Elektronen auf den Aufpunkt zusammenrechnen. (Wir 
nennen das im Folgenden eine Summation erster Art). 

2) müssen wir dann weiter den Aufpunkt nacheinander in alle 
Polarisationselektronen verlegen. (Wir nennen das im Folgenden 
die Summation zweiter Art). 

Wir machen nun die für das Folgende wesentliche Annahme 
da sich zwei Dipole nicht näher kommen kônnen als eine be- 
stimmte Strecke s.!). Um den zu betrachtenden Aufpunkt À be- 
schreiben wir daher zwei Kugeln, die eine mit dem Radius 5, die 
andere mit einem Radius s’. s' werde so gro gewählt, daf die 
Wirkung der auferhalb befindlichen Polarisationselektronen durch 
die mittlere Polarisation $ angegeben werden kann. % kann na- 
türlich makroskopisch mit dem Orte variieren; wir nehmen aber 
s!' wiederum so klein an, daf $ auf der Oberfläche der Kugel 
mit dem Radius s' noch als konstant angesehen werden darf. 

Der Raum um À zerfällt also jetzt in drei Gebiete I, IT und 
III, die I oder die Innenkugel, II oder die Mittelzone, III oder 
der AuBenraum heïfen môgen. Wir wollen die Beiträge berechnen, 
die jedes Gebiet zu e liefert, und wollen uns zunächst auf den 
Beitrag der Polarisationselektronen beschränken. 


1) vel. M. Planck, Berl. Ber. 1902, 1. p. 470. 
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Nach Voraussetzung liefert I keinen Beitrag. Der Beitrag 
von II zu e wird jedenfalls im allgemeinen von Null verschieden 
sein, denn die Abstände der Dipole von einander sind von der- 
selben GrüBenordnung wie ihre Abstände von À. Um € zu bilden, 
legen wir À nacheinander in alle Dipole hinein, erhalten also zu 
jeder Lage von À eine neue Mittelzone IT, deren s und s’ natürlich 
immer dieselben Werte haben, und gelangen so zu der erwähnten 
Summation zweiter Art. Diese Rechnung kann man auch geome- 
trisch ausführen: Man kann sich sämtliche Mittelzonen über ein- 
ander gelegt denken') und wird dadurch eine gleichmäBig polari- 
sierte Zone erhalten, die nach einem bekannten Satze der Potential- 
theorie in ihrem Mittelpunkte keine Feldstärke erzeugt. Wenn 
also auch eine einzelne Zone einen von Null verschiedenen Beitrag 
zu e liefert, so verschwindet doch der Beitrag aller II zu €. 

Diese SchluBweise Plancks scheint uns streng zu sein, sodaf 
wir in dem von Lorentz der Vorsicht halber eingeführten Zusatz- 
glied a$ (a eine unbekannte Konstante) « — 0 setzen wollen. Bei 
der Uebertragung der Lorentzschen Gedanken auf die Magnetonen- 
theorie wird an dieser Stelle eine ganz entsprechende Ueberlegung 
nôtig werden, und das ist der Grund, weshalb wir die Lo- 
rentzsche Theorie so ausfübrlich dargelegt haben. 

Bestimmen wir jetzt noch die Wirkung des Aufenraums III. 
Da er als ein regelmäBig polarisierter Kôrper angesehen werden 
darf, wird der von den in III befindlichen Dipolen gelieferte Bei- 
trag durch das Formelsystem gegeben ?) 


136) up = — STAd Prix, p 
1 
137) dite f CB grad, +) ds: 
III 


dabei bedeutet r die Entfernung des Aufpunktes À vom Quell- 
punkte q, d. h. von demjenigen Punkte, nach dem integriert wird, 


und dessen Koordinaten E£, », £ heifen mügen, grad, à ist der 


MOT 
Vektor mit den Komponenten re éesy Là und die In- 


tegration in 137) erstreckt sich über den Raum III 


1) vgl. M. Planck, 1. c. p. 481. 
2) vgl. IL À. Lorcntz, Math. Enc. 5 Art. 14 pag. 465. 


zur lektEronentheorie des Ferromagnetismus. : 935 


Durch partielle Integration geht 137) über in 
138) my = —[ MB 54 f Past f Pa do. 
; ft 1 PL CL 


Das zweite Integral rechts ist ein Oberflächenintegral über die 
Kugel vom Radius s', das dritte Integral erstreckt sich über die 
unendlich grofe Fläche, durch die wir uns den Raum IIT nach 
aufen begrenzt denken'), und verschwindet daher, weil an der 
Grenzfläche die Wirkung des Feldes bereits unmerklich sein soll; 
$ sollte ja keineswegs konstant in III sein. Die Normalenrichtung 
n weist aus dem Raume IIT heraus. 

Das Raumintegral in 138) darf nun anstatt über den Raum III 
auch über den ganzen unendlichen Raum erstreckt werden, denn 
nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie ergibt das über 
die Kugel mit dem physikalisch unendlich kleinen Radius s' er- 
streckte Raumintegral keinen merklichen Beitrag. 

Das zweite Integral in 138) liefert bei der Operation 136) 


zu e den Beitrag É $, nämlich eine Feldstärke, die gleich und 


entgegengesetzt der von einer homogen polarisierten Kugel er- 
zeugten Feldstärke ist ?). 

Die Wirkung der Leitungselektronen kônnen wir ganz ent- 
sprechend ermitteln. Raum I gibt nach Voraussetzung keinen 
Beitrag, Raum IL gibt zwar zu ®,, aber nicht zu y, einen Beitrag, 
während der Beïitrag des Raumes III lautet 


as 
139) Pur = 
III 


9 


Ein Oberflächenintegral über die innere Begrenzungsfläche 6, 
kommt nicht hinzu, da wir ausdrücklich annehmen wollen, daB die 
wahren Ladungen an 6, molekular ungeordnet und nicht etwa in 
Form von Dipolen angeordnet sind. 

Da das Raumintegral in 139) ebenfalls über den unendlichen 
Raum anstatt über III erstreckt werden darf, so bleiben aufer 


dem Beitrag st nur die Beiträge der beiden Raumintegrale in 
138) und 139) zu ,,, nämlich 


1) Diese Fläiche kann Kôrper durchschneiden, die physikalisch von dem be- 
trachteten ganz getrennt sind. Wir denken uns die Gesamtheit aller Kôrper als 
cin System mit variabler Dichte der Polarisationselektronen, sodaB keine Unstetig- 
keitsflächen berücksichtigt zu werden brauchen. 

2) Vgl. z. B. M. Abraham und A. Fôppl, Einführung in die Maxwellsche 
Thcorie der Elektrizität 1. 1907 p. 164. 
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Der negative Gradient hiervon (GI. 136)) ist ein wirbelfreier Vektor 
8, der der Gleichung 
div 8 = 4x0, — div 4x$ 


genügt. Andrerseits genügt dieser Gleichung nach 130) gerade der 
Vektor €, und wegen der Eindeutigkeit nur der Vektor €. 
Daher erhält man!) 


140) e = E+ = P, 
wodurch 135) in 
141) B = (+R) 


übergeht. 

Hiermit ist auch die zweite Frage gelôst, bei der die Feld- 
stärke gewissermafen das Ursprüngliche ist und die Polarisation 
daraus berechnet wurde. Die Antwort wurde dadurch etwas we- 
niger einfach, daB die Polarisation auch noch in die rechte Seite 
einging (vgl. GL (141)). 

Aus 141) und 133) erhält man 
&—1 4x 
PE Er 
die bekannte Lorenz-Lorentzsche Gleichung. Wir sehen, ihre 
Ableitung beruht ganz wesentlich auf den Betrachtungen, die wir 
über die Mittelzone angestellt haben. 


142) 


8 5. Die Grundlagen für die Thcorie der Magnetonen. 


Dieselben Annahmen, wie der Theorie des Dielektrikums legen 
wir auch der Theorie des ferromagnetischen Kôrpers zu Grunde. 
Die magnetischen Kräfte sollen wieder von fest gegebenen wahren 
Ladungen mit der Dichte ©, herrühren und von magnetischen Di- 
polen, deren magnetische Dichte ©, heifen müge. Daf wir teil- 
weise dieselben Bezeichnungen wie im Falle der Elektrostatik 
gebrauchen, wird nicht zu Verwechselungen führen, da wir uns von 
jetst ab nur mit dem magnetischen Problem zu beschäftigen haben. 

Dañ die eben formulierten Annahmen berechtigt sind, auch 
wenn man die ÆExistenz eines magnetischen Fluidums leugnet, 
davon haben wir uns ja eingehend in $ 3 überzeugt. Die dort 


1) vgl. II. A. Dont Arch. néerl. 25. 1892 pag. 468. 
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behandelten rotierenden Molekïüle entsprechen den in diesem Para- 
graphen herangezogenen Dipolen. 

Die magnetische Feldstärke nennen wir D (im selben Sinne 
wie in $ 2 gebraucht), ihren über einen physikalisch unendlich 
kleinen Raum S genommenen Mittelwert $; also ist 


p =; fias 


die meBbare Feldstärke. Ferner bezeichnen wir das Moment eines 
magnetischen Dipols mit mn und setzen 

143) M — nm, 

wo Ÿ also ganz der elektrischen Polarisation $ entspricht und 
Magnetisierung heift. 

Wenn soweit vollkommene Uebereinstimmung mit der Theorie 
des Dielektrikums besteht, so liegt ein wichtiger Unterschied in 
Folgendem: 

Wir nehmen an, daf die Magnetismusmengeneines mag- 
netischen Dipols einen unveränderlichen Abstand 
voneinander besitzen. Der Mittelpunkt der Dipole liegt fest 
wie derjenige der elektrischen; der absolute Wert des Momentes 
heife M”. 

Sehen wir zu, welche Aenderungen infolge dieser Annahme 
an den bisherigen Entwickelungen anzubringen sind. Der Mole- 
kularmagnet, oder, wie wir kurz sagen wollen, das Magneton wird 
nicht ein der Feldstärke proportionales Moment besitzen, sondern 
sich nur in die Richtung der Feldstärke einstellen. Eine Propor- 
tionalität zwischen Feldstärke und Moment nach Art der Gleichung 
134) besteht nicht mebr. 

Von dieser Proportionalität hatten wir wir aber bisher aus- 
giebigen Gebrauch gemacht. Wir hatten, um p zu finden, € ge- 
sucht, € in drei Bestandteile zerlegt und p aus drei ihnen zuge- 
hôrigen Anteilen zusammengesetzt, was darum erlaubt war, 
weil sich die Vektoren e und p nur durch einen konstanten 
Faktor g unterschieden. Wenn es jetzt nicht erlaubt ist, erst 
den zweiten Mittelwert von bh zu bilden und daraus mt abzuleiten, 
so mu man schon zur Betrachtung der einzelnen f übergehen, 
d.h. die Summation zweiter Art jür die ÿ unterlassen 
während die Summation erster Art natürlich nôtig bleibt. Um aber 
einen mathematischen Ausdruck für die Gesamtheit der b-Werte 
zu erhalten, brauchen wir eine Verteilungsfunktion, welche die 
relative Häufigkeit jeder GrüBe und Richtung von b angibt. Be- 
sonders wichtig wird die Verteilungsfunktion für die Richtung 
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von b sein; diese Funktion stimmt im Gleichgewichtsfalle mit der 
Verteilungsfunktion für die Richtungen der Magnetonenaxen überein. 
Kennt man sie, so kann aus ihr und den wahren Ladungen die Feld- 
stärke berechnet werden; umgekebrt hängt die Verteilungsfunktion 
selbst von der Feldstärke ab. Sie vertritt somit die Rolle, welche 
in der Elektrostatik die Polarisation spielte. Unser Problem 
wird also dadurch verwickelter als das elektrische, 
daf an Stelle einer einzelnen GrôBe eine zu bestim- 
mende Funktion in den Gleichungen auftritt. Natürlich 
brauchen wir auch noch die GrôüBe  selbst; sie ergibt sich aber 
sofort aus der Kenntnis der Verteilungsfunktion. 

Wir werden so die Fragestellungen, die sich im vorigen Pa- 
ragraphen auf $ bezogen, jetzt auf unsere Funktion zu übertragen 
haben. Dazu muf sie aber zunächst genau definiert werden. Wir 
nehmen eine Vorzugsrichtung an, in die, vom Vorzeichen abge- 
sehen, Feldstärke und Magnetisierung fallen. Sind #7 Magnetonen 
in der Volumeneinheit vorhanden, so setzen wir die Zahl der 
Magnetonen, deren Axen mit der Vorzugsrichtung Winkel zwischen 
# und # + d® bilden, 


— n®() d9. 
Es ist also 


144) fPo(s)ds = 1. 
0 


Für den Absolutwert M der Magnetisierung ergibt sich nach 143) 


145) M = nm fs) cos 949. 
0 


Unsere beiden Fragen lauten jetzt: 

Erstens: Wie berechnet sich die Feldstärke, bei gegebenen 
wahren Ladungen, wenn die Verteilungsfunktion bekannt ist? 

Zweitens: Wie berechnet sich die Verteilungsfunktion, wenn 
die Feldstärke gegeben ist? 

Die erste Frage beantwortet sich folgendermafen: Genau wie 
in 132) haben wir 


146) div (GS +47) = 4x, 
wo XX durch 145) gegeben ist. 

Da 
147) rot ÿ = 0 


ist, 50 ist & aus 146) und 147) berechenbar. 
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Uebrigens setzen wir die Grüfe 


148) G+4rM = 9 

und haben also 

149) D — G+4dx mn [7 (9) cos #49. 
0 


Wenn o, als negative Divergenz eines Vektors M, (wahre 
Magnetisierung) verteilt ist, so lautet 146) 


div (9 + 4nM) — — 47 div M, 
oder 
dvBt= 0, 
wenn 
B = ÿ+47r MW +479, 


gesetzt wird. Die GrôBe $ ist die sogenannte Induktion. Unser 
8’ (das magnetische Seitenstück zu &€) ist nur ein Teil von ihr. 
Falls aber, wie von jetzt ab angenommen werden soll, im Innern 
des zu betrachtenden Kôrpers nur frei drehbare Magnetonen vor- 
kommen, also ©, dort überall null ist, wird 146) und 148) 

div 3°—= 0 
und $’ mit der Induktion $ identisch. 

Zur Beantwortung der zweiten Frage berücksichtigen wir, 
daB jedes Magneton sich in die Richtung stellt, welche die Feld- 
stärke D am Orte seines Mittelpunktes besitzt. Um diese Feld- 
stärke zu ermitteln, konstruieren wir wieder um jedes Magneton 
die drei Zonen I, Il, III. Wie früher liefert die Zone I nach 
Voraussetzung keinen Beïitrag. Die Zone IIT liefert eine erregende 


Kraft von der Grôüfe H ne 


Indem wir abkürzend X für den Beitrag der Zone IIT/'schreiben, 
haben wir also 


M, die in die Vorzugsrichtung fällt. 


150) K = H+ 

Während also X für alle Magnetonen eines physikalisch un- 
endlich kleinen Raumes gleich ist, schwankt der Beitrag von II 
von Ort zu Ort. Hierin lag auch schon im Falle des vorigen 
Paragraphen eine besondere Schwierigkeit. Dort halfen wir uns 
aber durch eine Summation zweiter Art, d. h. wir legten den 
Mittelpunkt von II nacheinander in alle Dipole, fanden als Mittel- 
wert der Anteile die Kraft O und konnten das Problem ein- 
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deutig zu Ende führen. So dürfen wir jetzt nicht vorgehen, denn 
auf diese Weise würden wir zwar die Durchschnittsfeldstärke, nicht 
aber die Verteilungsfunktion und damit auch nicht die Magnetisierung 
erhalten. Dennoch lassen sich Ueberlegungen anstellen, die sich 
eng an jenen in $ 4 benutzten und für richtig erkannten Satz an- 
schlieBfen. Wir brauchen zunächst eine Verteilungsfunktion für 
die Kraftanteile der Zone II. Diese ist zwar durch das Problem 
mathematisch bestimmt, wir erleichtern uns aber die Aufgabe in- 
dem wir eine môglichst einfache Annahme über sie machen. Wollen 
wir in Uebereinstimmung mit $ 4 bleiben, so müssen wir für die 
Anteile von II eine solche Verteilung wählen, daf man nach einer 
Summation zweiter Art die Feldstärke Null erhält. Die ein- 
fachste dem entsprechende Annahme ist, daB die von den ver- 
schiedenen Mittelzonen erzeugten Feldstärken alle 
die gleiche GrôBe haben und in jeder Richtung gleich 
oft vorkommen. 

Wir kônnen sicher sein, da diese Annahme nur ange- 
nähert erfüllt sein wird, und daB wir mit ihr den Boden unbe- 
dingter Strenge verlassen. Andrerseits dürfte eine strengere 
Theorie kaum zu wesentlich anderen Ergebnissen führen, und es 
wird daher erlaubt sein, sie in Ermangelung besserer Einsicht bei- 
zubehalten. Um über den Grad ihrer Zuverlässigkeit ein unge- 
fähres Urteil zu erlangen, ist es erforderlich, sich zu überlegen, 
wie die strenge Theorie zu verfahren hätte. 

Denken wir uns die von II erzeugte Feldstärke als Vektor 
in einem festen Punkte O des Raumes abgetragen. Die Wahr- 
scheinlichkeïit, daB der Endpunkt des Vektors in ein Raumelement 
dS' fällt, sei dem Inhalte dieses Raumelements gleich, multipliziert 
mit dem Faktor #(7,9’). Dabei hängt also # von dem absoluten 
Werte ! der Feldstärke ab, und dem Winkel 8", den ihre Richtung 
mit der Vorzugsrichtung bildet. Um #(/, 8’) zu finden, denken 
wir uns aus allen Verteilungen von Magnetonen über IL und allen 
Axenrichtungen solche herausgegriffen, daB der nach dem Coulomb- 
schen Gesetze im Mittelpunkte von II erzeugte Kraftvektor, nach 
O übertragen, im vorgeschriebenen Volumelement endigt. Jedem 
Volumelement dS' entsprechen also Verteilungen der Magnetonen- 
axen in Il, welche die dS' zugehürigen heifen mügen. Auf die 
Zahl solcher ausgezeichneter Verteilungen der Magnetonen über 
die Mittelzone ist nun zu achten. Dabei ist aber aufBerdem noch 
jede Kombination mit emem Wahrscheinlichkeitsfaktor multipliziert 
indem für jedes Magneton die Verteilungsfunktion ® als Faktor 
gesetzt wird mit demjenigen Argument, das der Richtung des 
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Magnetons in der ausgezeichneten Kombination entspricht. Zur 
Bildung von % ist also die Kenntnis von ® nôtig; andrerseits 
läft sich leicht erkennen, daB man ® aus der Funktion # ableiten 
kann (vgl. auch $ 6). Durch Elimination von ® wäre also # zu 
gewinnen. Unsere Annahme gewährt aber den Vorteil, da durch 
sie # in einer von ® unabhängigen Form gegeben wird. 

Uebrigens läft sie sich bis zu einem gewissen Grade durch 
folgende Ueberlegung wahrscheinlich machen. 

Wissen wir, wie oft jede Richtung in der Mittelzone ange- 
nommen wird, so wollen wir sagen, wir kennen den Richtungs- 
zustand; wenn dagegen von jedem einzelnen individuellen Mag- 
neton gesagt wird, welche Richtung es besitzt, so mügen wir das 
die Angabe der Spezialorientierung nennen. Zu einem 
Richtungszustande gehôrt also eine grofe Anzahl von Spezial- 
orientierungen, und zwar werden diejenigen Richtungszustände, 
in denen alle Richtungen nahezu gleich oft vorkommen — wir 
wollen sagen: die gleichmäBigen Richtungszustände — sehr 
viel mehr Spezialorientierungen besitzen, als die ungleichmä- 
Bigen, bei denen groBe Unterschiede in der Häufigkeit der Rich- 
tungen auftreten (vgl. die Permutationslehre und den Bernoulli- 
schen Satz der Wabhrscheinlichkeitsrechnung). Es ist also wohl 
erlaubt, nur diejenigen Spezialorientierungen zu betrachten, die 
zu gleichmäBigen Richtungszuständen gehôüren, falls die geome- 
trische Wahrscheinlichkeit dafür, daf eine Spezialorientierung die 
ausgezeichnete Feldstärke ergibt, bei den gleichmäfigen von der- 
selben Grüfenordnung ist wie bei den ungleichmäfigen. 

Stellen wir uns nun eine ausgezeichnete gleichmäfige Spezial- 
orientierung vor, d.h. eine solche, der ein Vektorenpunkt in einem 
ausgezeichneten Element dS! ,zugehürt“ (siehe vorige Seite). Ferner 
denken wir uns ein zweites Element dS,, welches dasselbe ! wie 
das erste, aber ein anderes 8” besitzt. Dann geht jede gleichmäBige 
Spezialorientierung, die zu dS, gehôürt, durch Drehung in eine dS, 
zugehôrige über. Wegen der Gleichmäfigkeit der Spezialorientie- 
rungen ist aber das Produkt der Faktoren @ in beiden Fällen gleich. 
Somit ist die Unabhängigkeit der Funktion 4 ({, 8") von 9” tatsäch- 
lichwahrscheinlich gemacht. Diese Schlufweise setzt voraus, da die 
Funktion ® für kein Argument verschwindet. Da, wie wir später 
sehen werden, das nur bis zu einer gewissen Stelle der Magneti- 
sierungskurve gilt, so bezieht sich unser Plausibilitätsbeweis auch 
nur auf diesen ersten Teil der Kurve. 

AuBerdem ist unsere Betrachtung in dieser Form keineswegs 
streng; eine ausführlichere analytische Verfolgung des angedeu- 
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teten Weges mu einer späteren Untersuchung vorbehalten werden. 
Selbst wenn diese unsere jetzigen Ueberlegungen sich nicht be- 
stätigen sollten, so dürfte doch unsere Annahme den Wert einer 
einfachen und vorläufig orientierenden Annäherung beanspruchen. 
Eben darum lassen wir sie auch für die späteren Teile der Mag- 
netisierungskurve gelten, wo unsere SchluBweise versagte. Uebrigens 
hat, wie in $ 1 bereits erwähnt, Wilhelm Weber ganz dasselbe 
vorausgesetzt, ohne da er seine Annabme plausibel gemacht hätte. 
Es läft sich nicht entscheiden, ob er sich die Direktionskraft von 
den Nachbarmagnetonen herrührend dachte oder über ihre Her- 
kunft weiter keine Vermutungen gehabt hat. Jedenfalls tritt die 
Kraft bei ihm auf Grund einer neuen physikalischen Voraussetzung 
auf, wäbrend ïihr Vohandensein in Wahrheit die logische Folge 
der bereits aufgestellten Voraussetzungen ist, und nur deshalb eine 
neue Annahme gemacht werden muB, weil wir bisher nicht im- 
stande sind, das mathematische Problem bis zu Ende durchzu- 
denken. 

Gänzlich unbegründet ist es aber, auf die Abhängigkeit der 
Funktion % von ! zu verzichten. Tatsächlich wird jedem Werte 
L der Feldstärke eine gewisse Wahrscheinlichkeit zukommen. Man 
kôünnte sogar fragen, ob nicht der häufigste Absolutwert der Feld- 
stärke mit H variiere. Im Falle der Elektrostatik, wo ein An- 
wachsen von € eine proportionale Dehnung aller Dipole hervor- 
ruft, wächst sicher der häufigste Absolutwert von e,, proportional 
mit der makroskopischen Feldstärke. In der Magnetonentheorie, 
wo eine Aenderung von ÆH nur Drehungen hervorruft, ist eine 
solche Proportionalität nicht zu erwarten, und das ist der einzige 
Grund, weshalb man in diesem Teile unserer Hypothese eine An- 
näherung an die Wirklichkeit erblicken künnte. 

Um es also zusammenzufassen, legen wir dem Folgenden die 
Annabme zu Grunde : 

Die absolute Grôf$e der von II erzeugten Feld- 
stärke ist stets gleich (unbegründete Annahme), und jede 
Richtung ist für sie gleich wahrscheinlich (wahrschein- 
lich gemachte Annahme). 


$ 6. Die Grundgleichungen. 


Die im vorigen Paragraphen gemachte Annahme gestattet die 
Berechnung der Verteilungsfunktion und der Magnetisierung. 

Die Wabrscheinlichkeit dafür, daf ÿ,, der von II erzeugte 
Anteil der Feldstärke, mit der Vorzugsrichtung einen Winkel 
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zwischen 8" und 9’ + d8" bildet, setzen wir #(9')d9’. Es ist also 
151) J'P(8")ds" = 1. 

0 


Da aber unserer Annahme zufolge jede Richtung gleich wahr- 
scheïnlich ist, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daB die Rich- 
tung zwischen 9’ und 8’+ 49 liegt, proportional dem Verhältnis 
desjenigen Ringgebiets, das von all den Strahlen aus einer Kugel 
herausgeschnitten wird, die vom Zentrum unter den Winkeln #! 
bis 2’+d9 gegen die Vorzugsrichtung auslaufen. Die Fläche 
dieses Ringes ist aber 2x sin 248’; also wird mit Berücksichtigung 
von 151) 


152) w(9) = 


Wollen wir jetzt die Gesamtkraft h erhalten, so müssen wir 
b,, mit der in die Vorzugsrichtung fallenden Kraft Æ (Gleichung 
150) vektoriell zusammensetzen. Der Winkel, den die so resul- 
tierende Kraft, und daher auch die Magnetonenaxe, mit der Vor- 
zugsrichtung bildet, sollte 9 heïBen und @(9)d# die Wahrschein- 
lichkeit dafür, da$ dieser Winkel zwischen 9 und 4 + 49 enthalten 
ist. Es ist also 9 eine Funktion von #', d. h. jedesmal, wenn D, 
mit der Vorzugsrichtung den Winkel #’ bildet, schlieft D mit ibr 
einen ®’ zugehôrigen Winkel # ein. Daraus folgt aber 
153) | D(9#)|d9| — #(9')|d2"|. 

Wir haben ausdrücklich die absoluten Werte von 49 und 48” 
in Formel 153) gewählt, weil es vorkommen kann, daf 3 abnimmt, 
wenn das zugehürige 9’ wächst. 

Da aber in 145) d9 positiv gewählt war, so künnen wir 


" g NT ee) nm [T RP 
154) M = nm | cos 9 F(9') da" — a cos Ÿ sin à dÿ 
0 0 


setzen. Nach Figur 1 ist nun 

155) D — A?+ 1° +24X cos 9” 

oder 

156) b.dÿ = — AX sin 9’ d9”. 
Ferner ist 

157) 4 = +K*—25XK cos », 

sodaf aus 154) 
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_nm [h+KÆ- 
158) cru DK Et 
wird. Hierbei ist die Integration für X< À zu erstrecken von 
A+X bis À —X und für K=— À von K+ À bis XÀ — À, und man 
erhält 


159) für K<A  M— es 

160) fin Cdt le, 0m US), 
3K 

wo nach 150) 

161) K = H+ M 


ist. 
Wächst H über alle Grenzen, so wird nach 161) auch À = co 
und nach 160) 


162) M = nûù =. M, 


gleich einer Konstanten, der Sättigungsmagnetisierung. 

Diese Beziehung ist natürlich auch unmittelbar physikalisch 
einleuchtend; war doch die Beobachtung, da die Magnetisierung 
für grofe H asymptotisch konstant wird — das Phänomen der 
sogenannten Sättigung — gerade der AnlaB zur Aufstellung der 
Drehungstheorie. 

Die Gleichungen 159) und 160) sind ganz analog denen von 
Wilh. Weber, nur da8 an Stelle des Weberschen Æ bei uns 
K steht. Wir werden aber sehen, daB diese scheinbar gering- 
fügige Modifikation einen fundamentalen Unterschied bedingt. 

Um die erhaltenen Gleichungen 159) bis 161) zu diskutieren, 
benutzen wir am besten die Parameterform, in der diese Glei- 
chungen gegeben sind, indem wir M und Æ als Funktionen des 
Parameters X auffassen. 

M Im ersten Stadium X< A 


ne LAS 0 As, ch PRE 
Funktion von X (vgl. Fig. 2) wäh- 


rend M im zweiten Stadium 
K > A nach 160) 


eine lineare 


, eus À 
Faso dauernd wachsend sich asympto- 
/ tisch dem Wert M, nähert. 
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Für X = À geben 159) und 160) dieselben Werte für 3 und 
dM 
ak 
Sprung, und ohne daB die Kurve einen Knick erleidet. 

Um ZX als Funktion von X darzustellen, eliminieren wir M 
aus 161) mit Hülfe von 159) resp. 160). Es ergibt sich 

; 8x =) 


163) für K<A H=K| ne 


d. h. an dieser Stelle ändert sich die Magnetisierung ohne 


: clés 4x A? 
164) DR OH k- RM). 


Der Verlauf der H, X Kurve ist nun in seinem ganzen Typus 
davon abhängig, ob etes - £oO ist. 


9 À 
TAF ll: 


_ 8x M 
9 À 


H ist nach 163) gleichzeitig mit X Null und wächst im ersten 
Stadium linear mit ÆÀ an. Da im zweiten Stadium (Æ = À) 

dH 24 8x M, 4° WeSral, 44° 
annee KE et de Es 


il > 0 


165) 


Dauernd positiv ist und mit À wächst, so wächst H mit Æ ins 
Unendliche, während die H, K Kurve immer steiler gegen die 
K Axe wird. Für Æ — À erfährt nach 163), 164) und 165) die 
Kurve weder einen Sprung noch einen Knick (Fig. 3). 


H 


k f 
EH Gox Fig. 
Aus Fig. 2 und Fig. 8 läBt sich die H, M Kurve, die soge- 


nannte Magnetisierungskurve, zusammensetzen (Fig. 4); sie hat in 
dem betrachteten Falle vüllig den Typus der von Weber berech- 
neten Kurve; ein dieser Kurve entsprechender Kürper würde zwar 
Sättigung, aber keine Hysteresis zeigen. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1910. Hoft 3, 17 
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W, 
A 
Stadium negativ; hieran schlieft sich im zweiten Stadium nach 
164) und 165) ein Kurvenzug an, der die stetige Fortsetzung des 


Ist dagegen 1 ce <0, so wird À im ganzen ersten 


ersten Stadiums bildet. Le ist für X — À negativ, wächst 


aber dauernd mit X, geht durch Null hindurch und nimmt schlief- 
2 

Lich für À — co den Wert 1 an, während ce im zweiten Sta- 
dium dauernd positiv ist. 

Das Minimum der H, À Kurve findet nach 165) für denjenigen 
Wert Æ statt, der der Gleichung 

OT My A0 

166) pee 0 
genügt. Bezeichnen wir diesen Wert von À mit Æ,, so ist 


OR A 
K,  NVSr M, 


0 


166’) 


Ist also die molekulare Feldstärke À klein gegen die Sätti- 
gungsmagnetisierung M,, so ist im betrachteten Punkte und um- 
somebr in allen folgenden, für die Æ noch grôfere Werte hat, 
A/X eine kleine Zahl. 

Fig. 5 gibt somit ein Bild vom Ver- 
lauf der Kurve. 

Durch Zusammensetzung von Fig. 2 
und Fig. 5 entsteht die Magnetisierungs- 
kurve, die durch Fig. 6 dargestellt ist. 
Dem Punkte C der H, KKurve in dem 
. — 0 ist, entspricht, da Mit immer 
Fig. 5 aK | dK 

von Null verschieden ist, ein Punkt C der 
M, 11 Kurve mit senkrechter Tangente. 
Da aber aus Symmetriegründen 


M(-H) = —M(H) 


ist, so künnen wir die Kurve Fig. 6 vervollständigen und erhalten 


Fig. 7. 
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M 


Fig: 6. 


Zunächst scheint es, als ob weder die dem ersten Falle (Fig. 4) 
noch die dem zweiten Falle (Fig. 7) entsprechende Magnetisierungs- 
kurve Beziehungen zu beobachteten Erscheinungen an magneti- 
schen Kôrpern habe. Besonders ist der Verlauf der Fig. 7 gänzlich 
ungewohnt, aber gerade dieser Fall setzt uns, wie wir sehen 
werden, in die Lage, die Erscheinungen des Ferromagnetismus 
darzustellen. 


$ 7. Stabilität. 


Die Kurven Fig 4 und Fig. 7 stellen zwar in jedem Punkte 
eine Gleichgewichtslage dar, doch es ist noch zu untersuchen, ob 
die ihnen entsprechenden Magnetonenkonstellationen in der Natur 
Bestand haben kôünnen, oder ob das Gleichgewicht etwa labil ist. 

Untersuchen wir also, welchen Bedingungen eine Kombination 
M, H unterliegen muf, damit sich die sie hervorbringenden Mag- 
netonen im stabilen Gleichgewicht befinden. 

Dazu werden wir so verfahren. Wir denken uns die zu unter- 
suchende Anordnung gestürt, d. h. die Magnetonen mit wahrer 
Dichte festgehalten, die drehbaren Magnetonen ein wenig aus ihrer 
Gleichgewichtslage herausgedreht. Dadurch entstehen neue Feld- 
stärken D, und es ist die Frage, ob unter ihrem Einfluf die Ab- 
weichung von der ursprünglich gegebenen Magnetonenanordnung 
das Bestreben hat, sich zu vergrôfern oder zu verkleinern. 

Dann müssen wir natürlich den Grundsatz fallen lassen, daf 
die Magnetonenachsen die Richtungen der Feldstärken D besitzen; 
er gilt allerdigs für die Gleichgewichtslagen, die ja gerade mit 
seiner Hilfe bestimmt waren, nicht aber für die gestôrten Anord- 
nungen. Wir brauchen also zwei Verteilungsfunktionen und defi- 
nieren diese 50: 

Zunächst legen wir eine Vorzugsrichtung fest. $ braucht 
jetzt nicht mehr notwendig D und darum auch nicht mebr 
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parallel zu sein. Gleichwohl werde durch diesen letzteren Vektor 
die Vorzugsrichtung gegeben. 

Nun soll diese Vorzugsrichtung mit n®*dÿ Magnetonenachsen 
einen zwischen den Grenzen # und #+49 enthaltenen Winkel 
bilden und soll an n#®**d9 Mittelpunkten ebensolche Winkel mit 
der dort herrschenden Feldstärke D!) einschlieBen. Also ®* ist 
die Verteilungsfunktion für die Axenrichtungen, Œ* diejenige für 
die Feldstärken. 

Zwischen beiden Funktionen bestehen gewisse Zusammenhänge, 
und die Aufgabe der bisherigen Untersuchung war es, auf diese 
gestützt, die Funktionalgleichung 
167) D d7 
zu lôsen. 

Nun ist es aber äuBerst vorteilhaft, statt mit diesen Funk- 
tionen nur mit einzelnen Grôfen zu rechnen. Wir wollen das 
wirklich vorhandene Moment Ÿ von jetzt ab mit M* bezeichnen. 
Für die in die Vorzugsrichtung fallende Komponente dieses Vek- 
tors, die M*?) heifen môge, hat man 


168) M* — nm J” * (®) cos 2dÿ 
0 


(vgl. GI. (145). Analog setze man nun 


169) M** — nm [7 D** (#)cos 949 
0 


und bezeichne mit M** einen Vektor der Grôfe Z** in der Vor- 
zugsrichtung. Denkt man sich überall in die Richtung von b die 
Axe eines fingierten Magnetons gelegt, so erhält man eine Magneti- 
sierung, die in die Vorzugsrichtung fällt#) und der Grôfe nach 
gleich M** ist, d. h. gerade den Vektor M** 

Also M* ist die wirklich vorhandene Magnetisierung, JN** 
diejenige, die vorhanden wäre, wenn sich an Stelle jeden Mag- 
netons ein fiktives befände, das die Richtung der dort tatsächlich 
vorhandenen Feldstärke besäfe. 

1) Gemeint ist natürlich die gesamte Feldstärke, nicht etwa der von II her- 
rührende Teil ÿ,,, dessen Verteilungsfunktion # — ——- 152) ist. 

2) MY* ist also nicht identisch mit | M*|. 

3) Das folgt aus der Annahme $. 240. 
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Aus der Angabe der Magnetonenanordnung mu sich nun nach 
magnetostatischen Prinzipien die b-Verteilung ergeben: ** muf 
Fuanktion von M* sein. 

Um diese Funktion zu bestimmen, bedenken wir, daf das X 
des $ 6 (vgl. z. B. Fig. 1) die Kraft war, die von den Magnetonen 
des Raumes III ausgeübt wurde, und zwar berechnete sich ÆX aus 
der Magnetisierung M an der inneren Oberfläche von III, d. h. 
aus der wirklichen Anordnung der Magnetonen an dieser Ober- 
fläche, zu À — H+ EE 

Dieses XÆ ist also jetzt zu ersetzen durch 


170) Fes L6+ Em 


Diesen Teil der Feldstärke setzten wir mit dem von II her- 
rührenden Teile À zusammen und erhielten daraus 6. In die Rich- 
tung der ÿ dachten wir uns die Magnetonenachsen eingestellt und 
berechneten aus dieser Magnetonenanordnung M. Das so gefundene 
M müssen wir aber jetzt sinngemäB mit M** bezeichnen, und wir 
bekommen (vgl. 159) und 160)) 


2nm K 
n Eu 
171) fir E<A M% = 2 
172) für K>A MY — nm (- es) 


wo K jetzt durch 170) definiert ist. 
Ist & mit W* parallel, so wird aus 171) und 172) 


An 
nm H+-3 M 


3 A 


171) für K<A M*— 


A? 
172") DUR ASP me hs | 
s(4+% M") 


und unsere bisherige Untersuchung hatte es, so künnen wir jetzt 
sagen, mit der Auffindung von Gleichgewichtslagen zu tun, d. h. 
mit der Lôsung von 


173) M** — M*. 


Für unsere Zwecke brauchen wir aber die Gleichungen 171') 
und 172’) nicht in ihrer vollen Allgemeïinheiït, sondern nur für den 
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besonderen Fall, daB die betrachteten M den durch 173) definierten 
GleichgewichtsgrôBen sehr nahe kommen. Andrerseits ist unsere 
Gleichung auch wieder nicht allgemein genug, um jede Stürung 
zu beherrschen; nur solche kônnen wir mit ihr behandeln, die 
regelmäBig genug sind, daf sich in jedem Punkt ein wohl defi- 
niertes, wenn auch von der Gleichgewichtsmagnetisierung abwei- 
chendes M* angeben läft. In dieser Forderung liegt zwar eine 
Einschränkung, die aber nôtig ist, um überhaupt mit mathemati- 
schen Mitteln das Problem angreifen zu kôünnen, und die das Er- 
gebnis kaum wesentlich verfälschen dürfte. 

Suchen wir diese Annahmen genauer zu formulieren. Es sei 
ein kleiner Raum P gegeben, der, so klein er ist, immer noch als 
groB gegen die Dimensionen der Kugel 1+1II (S. 233) angesehen 
werden kann. Gegen P sei wieder der ? umfassende ,Stôrungsraum“ 
Q gro, aber so klein, daB in ihm die ungestôrten Vektoren $ÿ, 
M*, &, D**, nicht vom Orte abhängen. Jetzt werde ein Storungs- 
vektor OM*, im übrigen beliebig, so über Q verteilt, daB er an 
der Begrenzung von Q verschwindet, und daB er in P als nahezu 
konstant angesehen werden darf. Also die gestôrten Vektoren 
S, D*, &, M** sind nicht mehr in Q, wohl aber in P räumlich 
konstante Grüfen. 

Um die Aenderung 09, von $ in P zu erhalten, hat man, da 
die wahren Ladungen nicht variiert werden sollen, nach 146) und 
147) die Gleichungen 


174) div 09 —= — 4x div dYi* 

175) rot 0ÿ = 0 

zu lôsen und danach Ô0$ für den Raum P zu bilden. Man kann 
sich dabei auch an Stelle des Raumes Q mit einem Innenraum P 


einen Raum Q mit einem Punkte P denken. Hat man 0$, ge- 
funden, so ist ÔR. nach 


176) ÔR, — 09, + “ oM* 
zu bestimmen. 


Nun beschränken wir die Betrachtung auf einen wichtigen 
Sonderfall. Wir nehmen 0%* so gegeben an, da überall in Q 


177) div dD*t = 0 
ist. Dann ist nach 174) und 175) auch überall 
178) 20 eue 0 


unsere Spezialisierung bedeutet also, daB wir eine Stôrung hervor- 
rufen, bei der $ ungeändert bleibt. 
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Wir betrachten unter diesen Umständen nun das Gebiet P, 
und haben es dort nur mit konstanten Vektoren, die nicht vom 
Orte abhängen, zu tun. Aus 176) und 178) folgt 


179) où — <# am. 


Das neue & kann gegen das alte 8 geneigt sein. 0 X bezeichne 
À die Differenz ihrer absoluten Be- 
träge, M* die Komponente von 

M* in der Richtung des alten, 

& oder was dasselbe ist (die Drehung 

Ÿ ist sebr klein), in der des neuen 

8 und 0 M* die Aenderung dieser 

alres À Komponente (Fig. 8). Dann hat 

Fig.8 man nach 179) 


jeu en 


180) 8K — - SsM*- 

An der Drehung von $& hat der Vektor M*, der immer 
in die jeweilige Vorzugsrichtung fällt, teilgenommen. AuBerdem hat 
sich wegen 178) und wegen 170), 171’), 172”) auch der Betrag M** 
verändert; wir wollen nun auf diese Aenderung 01** achten. 

Die Magnetonen werden das Bestreben haben, sich in die 
Richtung der D einzustellen. Wir kônnen uns also vorstellen, daf 
sehr bald ein ÔM* auftritt, das dem früheren 0M** gleich ist. 
Wenn nun |ÔM**|<|0M*| ist, so wird jedes spätere 0 1* kleiner 
werden als das vorhergehende. Das System wird also in seine 
Ruhelage zurückkehren, es wird stabil sein. Dagegen wird, wenn 
0M* und dM* dasselbe Vorzeichen besitzen und 0 M** => 0 M* 
ist, Labilität vorhanden sein. Den Fall |0M**|=>]|031*|, wo 
beide Variationen verschiedene Vorzeichen besitzen, kann man 
nicht genau behandeln, ohne den Einstellungsmechanismus zu kennen. 
Das kônnen wir aber vielleicht sagen, daB wir für diesen Fall 
eine Art Pendelschwingung um die Ruhelage erhalten, die infolge 
der dabei stattfindenden Ausstrahlung erlischt, sodaB der Fall wohl 
den stabilen zuzurechnen ist. 

Wegen 178) hat man 


oM** 


NON Eee 


0M*, 


wo man 171’) resp. 172’) bei konstantem H zu differentiieren hat. 
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Setzt man also 
182) T = —— 


so lauten die Kriterien: 
|æ|<1 Stabilität 
183) z> +1 Labilität 
x <—1 Stabilität 


Da die zu betrachtenden Zustände nahe der Gleichgewichts- 
kurve 173) liegen, so darf man nach der Differentiation M** — 
M* setzen. 

Suchen wir jetzt einen bequemen Ausdruck für x. Aus 180) 
und 182) folgt 

4x 0OM** 
184) Re | 
wo erst in 171) und 172) zu differentiieren und dann M** = M* 
zu setzen ist. Schreitet man längs der Gleichgewichtskurve fort, 
so wird 159) resp. 160) dauernd erfüllt sein, und wegen der 
formalen Uebereinstimmung von 159) resp. 160) mit 171) resp. 
172) wird 


4x 0M ) 
ÔoX auf der Gleichgewichtskurve. 


Aus dieser Gleichung und aus dKX — dH Li (161) er- 


3 
gibt sich 
dM 
aM 3 x dH 
186) TT ONE LS Gti 
An dH 


und somit auf Grund von 183) der Satz: 
Diejenigen Teile der M, HKurve, in denen M mit 


H wächst, also CREER ist, entsprechen stabilen Zu- 


ständen. 

Die weitere Diskussion soll mit Hülfe von 159) und 160) vor- 
genommen werden. 

Aus 159) folgt, daB im ersten Stadium, d. h. 


187) fit Aer eut COS ma Cul 


ROPT) ARE TURN D 
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ist, während im zweiten Stadium (vgl. 160)) 


4x dM 8x M, AÀ° 
RE ET ce M me 
gilt. 
Wir hatten in $ 6 zwei Fälle diskutiert. Der erste Fall war 
8x M, 
durch Oo 
187 a) und 187b) x durchweg < 1, d.h. die ganze Fig. 4 repräsen- 
tiert gemäf 183) stabile Gleichgewichtslagen. 
Im zweiten Fall, für den Fig. 6 maBgebend ist, gilt 


8x M 

DEA 
demnach folgt aus 187) mit Berücksichtigung von 183), daf das 
ganze erste Stadium labil ist. Im zweiten Stadium nimmt x nach 
187) stetig von _ bis Null ab, während ÆÀ von À bis co 
wächst, geht also durch den Wert 1 hindurch, und zwar nimmt 
z den Wert 1 an für denjenigen Wert X, der sich aus 


EEE 
JAN KT 


—<1 gekennzeichnet; in diesem Falle wird nach 


=: 


= 1 


ergibt; das ist aber nach 166) gerade der Punkt C der Fig. 6, in 
dem die Tangente an der M, H Kurve vertikal steht. Die Kurven- 
punkte zwischen 0 und C repräsentieren also labiles, die jenseits 
C stabiles Gleichgewicht. Aus Symmetriegründen folgt, daf der 
Kurventeil OC’ in Fig. 7 auch labil ist. 

Punktieren wir also die labilen Teile, die als Gleichgewichts- 
lagen nicht in Betracht kommen kônnen, so erhalten wir als M, 
HKurve die beiden nicht zusammenhängenden Aeste CD und C’ D’ 
der Fig. 9. 

Wir haben die Stabilitätsunter- 

M suchung nur für spezielle Varia- 

tionen in der Lage der Magnetonen 
durchgeführt, nämlich nur für 
solche, die durch die Gleichung 
178) charakterisiert sind. Die Kur- 
venteile, die sich hierbei als labil 
herausstellten, werden a fortiori 
bei einer ganz allgemeinen Stôrung 
labil sein. Dagegen ist es zweifel- 
haft, ob die stabilen Aeste auch 
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stabil bleiben werden, wenn den Stérungen gar keine Beschränkung 
mehr auferlegt wird. Hier hat also unsere Beweisführung eine 
Lücke, die noch der Ausfüllung bedarf. 

In gewissem Sinne sind freilich alle diejenigen Teile der Kurve 
labil, bei denen Æ und M entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
nämlich solchen molekularen Stôrungen gegenüber, die W* eine 
andere Richtung erteilen. Eine einfache wahrscheinlichkeitstheo- 
retische Ueberlegung lehrt aber, da solche Stô‘rungen auferor- 
dentlich unwahrscheinlich sind, viel unwahrscheinlicher jedenfalls, 
als solche, bei denen die Richtung erhalten bleibt, die Grôfe aber 
geändert wird. Letztere sind sogar a priori zu erwarten (vgl. 
den Entropiesatz der kinetischen Gastheorie). 

Daf selbst, wenn solche Stürungen nicht eintreten kônnten, die 
durch ein angebbares 0W* charakterisierbar sind (sodaf die ganze 
Kurve Fig. 9 stabile Zustände darstellte), es dennoch auf keine 
Weise môglich ist, CC’ zu erreichen, lehrt der folgende Paragraph. 


$ 8. Das Fortschreiten auf der Magnetisierungskurve. 


Wir haben jetzt zwei getrennte Kurvenstücke als stabil übrig 
behalten (CD und C” D”), ohne etwas über den Zusammenhang zu 
wissen. Suchen wir, hierüber Aufschluf zu gewinnen, d. h. fest- 
zustellen, wie sich von À und M die eine GrôBe mitverändert, 
wenn man die andere in gegebener Weise langsam eine stetige 
Wertfolge durchlaufen läfit. 

Zuerst wollen wir eine Anordnung treffen, bei der wir nach 
unserem Willen stetig H verändern kônnen. Dazu bringen wir 
z. B. ein sehr stark abgeplattetes Rotationsellipsoid aus unserem 
ferromagnetischen Material in ein homogenes Feld Æ,, dessen 
Richtung senkrecht zur Rotationsaxe des Ellipsoids weist. Da 
dann in ihm nahezu 


188) H= H, 


ist, kann man } durch äuBere Eingriffe beliebig ändern. Beginnt 
man mit H = H, — —c und läft 1] wachsen, so bewegt sich 
zunächst der den Zustand darstellende ‘Punkt von D' nach C' 
(Fig. 9). In C’ angelangt, geben wir H eine kleine Aenderung 
dH?) und gelangen nach C” (Fig. 10). Denken wir uns nun einen 


1) Diese aktuelle Acnderung ist wohl zu unterscheiden von den im vorigen 
Paragraphen besprochenen virtucllen Aenderungen 07. 


sh 7 
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M " Augenblick die drehbaren 
9) Magnetonen  festgehalten 
oder noch nicht nachge- 
folgt, so bleibt also M* 
unverändert. Aus 170) und 
172) folgt dann, dai M** 
dM** : 

um dH von dem in 


diesem Punkte vorhande- 


2 Fig. 10. nen M* verschieden ist. 
aM** : = : Ps Le 

IK hat aber in C' nach 187) mit Berücksichtigung von 166) 
Rond ert ne UT Bténl itiv. Zieh ir durch Ô' 
en Wert 2, ist also positiv. Ziehen wir dure 


eine Vertikale bis zum Schnitt É’ mit CD (Fig. 10), so ist auf 
dieser ganzen Strecke M**= M*. Denn wäre einmal M**< M*, 
so müfte vorher M** — M* werden, d. h. man müfte vorher 
einen Gleichgewichtszustand treffen. Solange nun M*=— M*, 
wird JM dauernd wachsen, d. h. der vertretende Punkt bewegt sich 
fortgesetzt nach oben, bis endlich in É' ein neues Gleichgewicht 
erreicht ist. Weil aber in der neuen Lage die Magnetonen klei- 
nere Winkel mit der Vorzugsrichtung einschliefen, künnen wir 
diesen Vorgang als Zusammenklappen bezeichnen und sagen: 
Sobald die Feldstärke nur ein wenig über den kri- 
tischen Wert hinausgeht, klappt das Magnetonen- 
system in eine neue Gleichgewichtslage zusammen. 
Man kann sich C’ jetzt sehr nahe an C' gelegen vorstellen und 
findet dann, daB die Magnetisierungskurve von C’ aus senkrecht 
emporsteigt, bis sie CD in ÆE' trifft (Fig. 11), Wächst H weiter, 


D) 
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so wird man sich längs E’ D bewegen; nimmt H wiederum ab, so 
gelangt man bis nach C, ohne daf sich beim Ueberschreiten von E, 
das ja einen stabilen Zustand darstellt, irgend etwas besonderes 
ereignete. Die Kurve fällt dann von C aus senkrecht ab, was durch 
eine der eben angestellten ganz entsprechende Betrachtung zu 
zeigen ist, kommt nach E und bei weiterem Abnehmen von H nach 
D'. Wächst Æ wieder, so durchläuft der charakterisierende Punkt 
den Kurvenzug D'E C'E' D u.s. f. 

Die Magnetisierungskurve besteht also aus den 
beiden in Fig. 11 dargestellten Hysteresiszweigen. 

Betrachten wir ferner ein sebr abgeplattetes ferromagnetisches 
Rotationsellipsoid, dessen Rotationsaxe aber jetzt parallel dem 
äuferen Felde H, weist, so haben wir nahezu 


189) PH. 


d. h. wir haben eine Einrichtung gewonnen, die Induktion will- 
kürlich, so langsam wir wollen, zu verändern. Wir werden dem- 
nach gut tun, anstatt der M, HKurve (Fig. 11) die B, H Kurve 
zu zeichnen (Fig. 12,). 


Man kann nun H, so wählen, daB die Wagerechte in der 
Hôhe B — H, die Strecke C’ E' schneidet. Wie kônnen sich unter 
diesen Umständen die Magnetonen im Gleichgewicht befinden? Das 
ist doch nur so môüglich, daf jedes physikalisch unendlich kleine 
Volumelement des ganzen Kôrpers in Komplexe zerfällt, unter 
denen sich der wte Teil in der ,oberen“ Phase £’ befindet und 
der (1—w)te Teil in der ,unteren“ Phase C’. In diesen beiden 
Komplexarten wird die Feldstärke die gleiche sein (siehe das 
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Spätere), dagegen sind Magnetisierung und Induktion verschieden, 
und zwar in der oberen Phase B,, M,, in der unteren B,, M. 
Man hat also 
190) M = ©M,+(1-— 0) M, 
191) H = H,-—-4xM = H,—-41®0M,—4x(1—-0) M, 

ie: H, 5% AM, — 4xo (M, Fi M), 
da der Entmagnetisierungskoeffizient 4x ist. 

Jetzt müge À, einen kleinen Zuwachs 4H, erhalten, während 
die drehbaren Magnetonen aber für einen Augenblick festgehalten 
werden. Zur Bestimmung der neuen f muB man die Poissonsche 
Gleichung lôsen, deren rechte Seite ebenso lautet, wie vorher, 
wobei aber die Nebenbedingung für ÿ in grofer Entfernung einen 
um einen konstanten Vektor vom Absolutwert dH, grôferen Wert 
verlangt. Eine — und wegen der Eindeutigkeit die einzige Lô- 
sung — besteht darin, allen b diesen Vektor zuzusetzen. Daraus 
folgt, so lange die drehbaren Magnetonen festgehalten werden, 
wächst in beiden Komplexgattungen H um dieselbe GrüBe dH.. 
Um ebensoviel wächst, wie auch 191) zeigt, das Gesamt-Æ. Beide 
Komplexarten rücken also in Fig. 12 nach rechts; aber die- 
jenigen der unteren Phase müssen nach den oben angestellten Be- 
trachtungen einer nach dem andern zusammenklappen und nach E" 
überschlagen, wodurch o wächst. Mit dem Wachsen von © nimmt 
jedoch wegen 191) Æ wieder ab, um schliefilich in seinen alten 
Wert zurückzukehren, und in diesem Augenblick wird das Um- 
klappen zum Stillstand kommen. Der Erfolg des Zuwachses 4H, 
besteht also in einer Vermehrung von æ bei konstantem H oder 
in einem Emporsteigen auf CE. 

Wir hatten angenommen, daf wir uns bereits auf einem Punkte 
der Senkrechten C'£' befinden. Dieselbe Betrachtung, angewandt 
auf den Fall © — 0, erklärt, wie man überhaupt auf die Senk- 
rechte gelangt. Ganz entsprechendes gilt natürlich für CE, also 
sind die senkrechten Züge unserer Figur 12 oder 11 
nicht nur mathematische Verbindungslinien, sondern 
gehôren wesentlich mit zur Magnetisierungskurve. 

Anders liegen die Dinge, wenn wir, auf einen Punkt von C'E' 
gelangt, Æ wieder abnehmen lassen. Dann wird Æ in beiden 
Komplexarten abnehmen, und ihre Repräsentanten werden an E'C 
bezw. C' E herabgleiten, also sowohl M als auch Æ abnehmen, Mit 
anderen Worten: befindet man sich auf der senkrechten Geraden 
C' E' der Magnetisierungskurve, so ist eine Verminderung von AM 
mit einer Einbiegung nach links verbunden. 


17*« 
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8 9. Theorie der magnetischen Erschéinungen des Pyrrhotin. 


Das von uns studierte ferromagnetische Medium, das isotrop 
aus rotierenden Molekülen aufgebaut ist, hat eine Magnetisierungs- 
kurve, die durch Fig. 11 dargestellt ist. Mit grofier Annäherung 
kôünnen wir diese Kurve durch ein Rechteck (Fig. 13) ersetzen, 
und zwar, wenn AÀ/M, klein ist; denn 


dann ist nach 166) < tiberall eine kleine 


« GrôBe und folglich nach 160) M nirgends 
re von M, merklich verschieden. Die Ab- 
szissen, in denen die Kurve plôtzlich 

. senkrecht ansteigt resp. abfällt, môügen 
dc Fig. 73. fortan mit +, die Sättigungsmagneti- 
.  sierungen mit +», bezeichnet werden. 

Die Feldstärke und Magnetisierung im Innern des Ferromag- 
netikums sollen wegen des späteren $” resp. M”, und nicht mehr 
$ resp. M genannt werden, da wir diese Bezeichnungen für andere 
GrôBen aufsparen wollen. 

In diesem Medium — das ist für das folgende von Wichtig- 
keit — hat M stets die Vorzugsrichtung, d.h. die Richtung von $. 

Aus diesem Medium denken wir uns lauter kongruente drei- 
axige Ellipsoide mit den Halbaxen a, b, c hergestellt. Wir wollen 
ein solches Ellipsoid einen Elementarkomplex nennen und 
annehmen, daB ein magnetischer Krystall aus solchen Elementar- 
komplexen aufgebaut ist, und zwar so, daB dieselben je nach der 
krystallinischen Struktur angeordnet sind. 

Pyrrhotin z. B., dessen magnetische Eigenschaften durch die 
Symmetrieverhältnisse des rhombischen Systems darstellbar sind!) 
der also drei auf einander senkrechte zweiwertige Symmetrieaxen 
(x, y, z Axe) und drei durch je zwei derselben gehende Symmetrie- 
ebenen (y, zx, xy Ebene) hat, kônnen wir uns so aufgebaut denken, 
da die Elementarkomplexe in den Punkten eines rhombischen 
Raumgitters liegen, d. h. in den Ecken rechtwinkliger Parallel- 
epipede mit den Kanten g,, 9,, 9, parallel den entsprechenden Sym- 
metrieaxen, und zwar seien die Ellipsoide so orientiert, daf die 
a Âxe parallel der x Axe, die b Axe parallel der y Axe und die 
c Axe parallel der z Axe gerichtet sind. 


1) P. WeiB, Journ. de phys. (4) 4 1905 pag. 478. 
17 « 
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Die Lineardimensionen (a, b, c) der Elementarkomplexe seien 
klein gegen den gegenseitigen Abstand (g,, 9,, 9,) derselben, sodaf 
ein magnetisierter Elementarkomplex bezüglich der Wirkung auf 
seine Nachbarn als Dipol aufgefaft werden kann. 

Wir kônnen zur Ermittelung des magnetischen Verhaltens 
eines solchen Krystalls, ganz analoge Betrachtungen wie in $ 4 
anstellen. 

Zu dem Zweck konstruieren wir um einen Elementarkomplex 
als Zentrum zwei Kugeln, sodaf wir wieder drei Zonen erhalten, 
und denken uns zunächst den im Zentrum liegenden Komplex fort- 
genommen. Das von der Aufenzone im Kugelmittelpunkt erzeugte 
Feld ist dann durch die Komponenten 


4 < 4 
192) D+ RD; 9, + M; 9,+ TM, 


gegeben, wenn ÿ die im Krystall herrschende Feldstärke, ® die 
dadurch hervorgerufene Magnetisierung des Krystalls bedeutet. 
Es müge jetzt das von der Mittelzone im Zentrum erzeugte 
Feld berechnet werden !). 
Das von einem Dipol vom Momente m hervorgerufene Potential 
hat den Wert?). 


m, (2 — x) + nt, (y —y)+m, (2 — 2) 
y? L) 


193) FRAC 


wenn %,y,z die Koordinaten des Aufpunktes, à',y',2" die des 
Ortes, an dem der Dipol sich befindet, bedeuten und 
DT ON (e LE #) 
ist. 
Das von diesem Dipol im Aufpunkt hervorgerufene Feld $' — 
— grad ® hat demnach die Komponenten 


 — Le 13 m, (2 — 2) A nt, (T — à (y! — y) +3 nt, (X E) (2 —2), 
FA F° 7° Ÿ Fr 
! des 7 ER , . 2 ll 22 (2! ts 
GE —21+8m, Q ne 5 +3 my " y) +38 G =y : 2) 
ARE ('— 2) (2) C2 =) CE 
9! = — AI 3 m, PM ut DU JUS -— d + 3 nm, : 


Summieren wir über sämtliche in der Mittelzone liegenden Dipole, 


1) vgl. H. A. Lorentz, Arch. nécrl. %5, 1592, 
2) siche z. B. M. Abraham und A. lüppl. Theorie der KElektr. 1., 38. 


Aufl. Leipzig 1907 pag. 66. 
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wählen wir das Zentrum zum Koordinatenursprung, setzen also 
æ= y = :.= 0 und berücksichtigen, daB infolge der Symmetrie 
der Anordnung 


195) ZXy#=3>3s#x = XLzxy =0 
ist, so nimmt 194) die Form an 
! nm, 
ÿ, Fa 2) Fa 
196 m, y" m, 
gr c SE 
ÿ. — FT 


Da alle Elementarkomplexe der Mittelzone aus Symmetrie- 
gründen gleiche und gleichgerichtete Momente besitzen, so dürfen 
wir M, u.s. w. aus den Summenzeichen herausnehmen und schreiben 


12 1 
197) 9. = m ES 7) us! 
Wäre die Anordnung cubisch, so wäre 
x"? y" 2"? 2x +y +2? fl 
Fu Ah SAT Mu D je june ui is: 


und dann wäre ÿ' = 0. 
Bei der dem rhombischen System entsprechenden Anordnung 
werden die Faktoren von m in 197) nicht verschwinden. Wir setzen 


demnach 
2T" 1 
ÉRrs = $ 
3y"? 1 
198) 2-5) = 5, 
nr 1 
>> rs sa +) = 8,. 


S, 8 8 Sind nicht unabbängig voneinander, sondern es gilt die 
die Beziehung 


S,+5,+8 = 0. 
Befinden sich n Elementarkomplexe in der Volumeinheit, s0 
ist die Magnetisierung des Krystalls 
199) D = nm, 
soda 197) die Form 
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s s s 
200) Ge = 0; — 0; g — am, 
annimmt. 

Säntliche Dipole erzeugen also an der Stelle eines bestimmten 
fortgedachten Dipols eine erregende Kraft, die sich aus den Bei- 
trägen der Zone III 192) und denen der Zone II 200) zusammen- 
setzen. Diese erregende Kraft hat also die Komponenten 


"1 4 æ " 4 02 
$> = G.+(5 +2); ÿ, ge 6,+(S +5), ÿ, 
201) 

ñn 


4 
= $,+(5+2)0 
Bringen wir in dieses Feld $” das fortgedachte Ellipsoid wieder 
hinein, so ist im Innern ein Feld $” mit den Komponenten 


25 ; m, ” ré m Un n m, 
202) ÿ. = DEP: $, == NL y) ÿ, = Ÿ, HS Y ? 


wo P,, P,, P; die Entmagnetisierungskoeffizienten des Ellipsoids 
für Felder bedeuten, die der a-, resp. b-, resp. c-Axe parallel sind, 


und V das Volumen, also _ 
Mit Benutzung von 201) wird demnach aus den Gleichungen 


202) 


die Magnetisierung des Ellipsoids ist. 


Co = SE N, M, 
203) D = $,+N,M, 
&, = $,+N.M,, 


wo N, eine Abkürzung für 
P 
204) Ds EN u. 8. W. 


bedeutet, also nur von der Form der Elementarkomplexe und von 

ihrer räumlichen Anordnung abhängt, und es sei N >N, > N,. 
Im Innern des Ellipsoids müssen aber, wie wir eingangs dieses 

Paragraphen erwäbnten, Feldstärke $” und Magnetisierung 1” 


einander parallel sein; da aber M" — Le ist, so erhalten wir 
die Gleichungen 

D Dr po 
oo) M, — M, — M, 


oder wegen 203) 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 8. 18 


262 R. Gans, 


Go+AM, _ D,+A,M, _ L+AM, 
du | © BI 


206) nr 


y ° 

Bevor wir diese Gleichung diskutieren, wollen wir noch die 
Magnetisierungskurve des Krystalls betrachten, die Feldern in der 
x Richtung entspricht, der Richtung der leichten Magnetisierbar- 
keit, in die, wie im nächsten Paragraphen gezeigt wird, sich die 
Richtung der Magnetisierung von selbst immer einstellt. 

Nach Fig. 13 läfit sich das Verhalten eines Komplexes fol- 
gendermafen aussprechen. 

Nimmt $" von +co aus ab, so bleibt die Magnetisierung im 
Komplex konstant gleich »,, bis ÿ” den Wert —} annimmt; 
dann ändert sich plôtzlich die Magnetisierung und nimmt den Wert 
—m, an, der konstant bleibt, während $" von —k bis —c ab- 
nimmt, und auch noch, während es von —c bis +} wieder zunimmt. 

Die Magnetisierung des Krystalls hat also entweder den Wert 
+M, = +nVm, oder —M, — —nVm.,, und das Coercitivfeld 
H, des Krystalls, bei dem seine Magnetisierung plôtzlich von — H, 
auf + M, springt, ergibt sich aus 203) zu 


207) H = h+N M, = h+NnVm. 


Auch für den ganzen Krystall ist also die Magnetisierungs- 
kurve in Richtung der x Axe ein Rechteck, genau so, wie Weif!) 
es am Pyrrhotin beobachtet hat. 

Dreht man das Feld in der xy-Ebene, der sogenannten mag- 
netischen Ebene aus der z-Axe heraus, so weicht auch die Mag- 
netisierung von dieser Richtung ab, ohne ihre Grôfe zu ändern, 
denn jeder einzelne Komplex behält eine der GrôBe nach konstante 
Magnetisierung. Die Richtung der Magnetisierung bestimmt sich 
aus 206). Lassen wir $ konstant gleich 4 und mit der x Axe den 
Winkel « bilden, während M — M mit dieser Richtung den Winkel 
œæ bildet, so lautet 206) 


208) H sin (œ — p)+ M sinpcosp(N,—N) = 0. 


Auch diese Beziehung ist durch die ausgezeichneten W eif- 
schen Versuche ?) experimentell gefunden worden. WeifB selbst 
hat seine Resultate bereits in die Form der Gleichung 206) ge- 
bracht, indem er seine Hypothese des molekularen Feldes aufge- 


1) P. Weil, Journ. de phys. (4) 4 pag. 469 et 829, 1905. 
A)RÉENNICER INC, 
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stellt hat), die aussagt, daf zum vwirklichen Feld noch ein Mole- 
kularfeld mit den Komponenten N,M,, N,M%,, N,M, hinzukommt, 
und daf die Magnetisierung die Richtung des resultierenden Feldes 
annimmt. 

Dañ diese Ablenkungen der Magnetisierung aus der æ Richtung 
reversibel sind, ergibt sich auch aus unserem Mechanismus, da sich 
im Innern des Komplexes bei den Drehungen von $ nur $” der 
GrôüBe und Richtung nach verändert, ohne negative Werte anzu- 
nehmen, geschweige denn den Wert — k zu erreichen. 

Analog 208) gilt für die æz-Ebene 


209) H sin («— p)+ Msinpcosp(N,—N) = 0. 


Da aber N, sebr grof gegen N, ist, so muB œ dauernd sehr 
klein bleiben, wir kônnen also genähert setzen 


210) Hsna = Msinp(N,-N,) 
oder 

M, 1 
211) H == Ne di oi 


d. h. in der z Richtung verhält sich der Krystall paramagnetisch. 

Alle in diesem Paragraphen beschriebenen aus 
unserem Modell folgenden Eigenschaften eines ferro- 
magnetischen Krystalls sind in genauer Ueberein- 
stimmung mit den Beobachtungen von Weif am Pyr- 
rhotin. 

Es ist selbstverständlich, daf die Magnetisierungskurve iso- 
tropen Eisens, in dem die Elementarkomplexe nicht so wohl ge- 
ordnet sein werden, keineswegs so einfach sein wird, wie die des 
Pyrrhotin. Wenn man aber Eisen im Magnetfelde elektrolytisch 

niederschlägt, so erhält man nach 

Maurain”) eine Magnetisierungs- 

kurve für Felder, die die Rich- 

tung des bei der Elektrolyse wir- 

kenden Feldes haben, wie sie in 
f Fig. 14 dargestellt ist. 

Bei dieser Herstellungsart des 
Eisens werden die Elementarkom- 
plexe die Môglichkeit haben sich 
zu richten, und dann verhält sich 
das Eisen wie ein Pyrrhotin-Kry- 


14 


F1g. 14. 


1) P. WeiB, Bull. des séances de la Soc. Franç. de Phys. 1907. Separat- 
abdruck S. 10. 
2) Ch. Maurain, Journ. de phys. (3) 10 pag. 128; 1901. 
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stall. Die Abweichungen der Magnetisierungskurve des elektro- 
lytischen Eisens von der des Pyrrhotin werden, wie auch WeiB) 
vermutet, gewissen Nebenumständen bei der Herstellung des Eisens 
zuzuschreiben sein. 


$ 10. Die Energetik der Ferromagnetika. 


Um die magnetische Energie und die Hysteresiswärme in 
einem von rotierenden Molekülen erfüllten Medium zu bestimmen, 
schlagen wir einen Weg ein, der sich eng an einen von H. A. 
Lorentz?) beschrittenen anschliefit, 

Wir wollen nämlich den Energieinhalt einer physikalisch un- 
endlich kleinen Kugel vom Volumen v bestimmen und dann durch 
v dividieren. Dadurch erhalten wir die magnetische Energiedichte 
unseres Ferromagnetikums. 

Das Feld, welches von Teilchen herrührt, die im Innern der 
Kugel sich befinden, wollen wir durch den Index à kennzeichnen 
zum Unterschied von dem Feld, das den äuBeren Teilchen zuge- 
hôrt, und das den Index a bekommen soll. 

Nun hatten wir in $ 5 (Formel 150)) gesehen, daf die äuBeren 
Moleküle im Innern der Kugel das Feld 


219) b, = 5+ 0 
erzeugen, soda ihr . zur sa 


213) PAU _ a Jias = L(6+% & 2) 


beträgt, da dieses von den äuferen Teiïlchen herrührende Feld im 
Innern der Kugel als homogen angesehen werden kann. 

Dazu kommt zunächst noch die Dichte der wechselseitigen 
Energie der beiden Felder : und b, 


214) Me = +7 JG 6948. 


Da aber D, in v gleichfôrmig ist, kônnen wir diese Grôle aus 
dem Integralzeichen herausnehmen und durch 212) ersetzen, wo- 
durch wir 


1) P. WeiB, Joun. de phys. (4) 4 1905 pag. 846. 
2) H. À. Lorentz, Elektronentheorie, Math. Enc. 6. Art. 14 pag. 242. 
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215) LR (6+ um) f has 
bekommen. 

Wir bezeichnen in diesem Paragraphen mit b, was wir in $ 2 F’ 
genannt haben, also den quellenfreien Feldvektor. Der Mittelwert 


von b ist somit die Induktion 8 und nicht die Feldstärke $, denn 
nach 28) ist 


1 à 4x 
216) fs 151 ; fras+ © [was 
Nach $ 5 ist aber . f b4S — $ und nach 105) und 143) ist 
: 1; m'dS — M, sodaB nach 216) 


217) + [ras — ÿ+ 4 = 3 


wird. 
Lassen wir den Strich an b wieder fort, da jetzt kein Mif- 
verständnis mehr entstehen kann, so erhalten wir 


218) + Jos = + fé+iaas = 5 +4 
-also ergibt sich nach 218) und 212) 
219) + Jias = +47 [ras — ur 


Durch die Substitution dieses Ausdrucks in 215) wird die 
Dichte der wechselseitigen Energie 


Ts JE toas = am(6+ Sn). 


Schlieflich liefern noch die im Innern der Kugel befindlichen 
Teilchen einen Beitrag zum Energieinhalt der Kugel, insofern sie 
als allein im Raume befindlich angesehen werden kônnen. Dieser 
Beitrag ist 


291) w, = + Îl Ge as. 


220) Di à = 


Das Integral bezieht sich hierbei auf den Innenraum der Kugel. 
Anstatt dessen kônnen wir zuerst über den unendlichen Raum 
integrieren und nachträglich das Integral über den Aufenraum 
der Kugel subtrahieren. 

Die magnetische Energie der in der Kugel beñfindlichen p 
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Moleküle ist nun 


te | 18 D f 6 =Jé eg ft 
Wie a J 535 = Ge ALES de CAE Ans 8x LELS 


+ ge J Hat + ++ 0,4 


222 1 
pe Ju +te++6,)48 
Ce) 


en 
+5 {50 (Dis + Dis +e+h;,.) ds. 


Die erste Zeiïile von 222) ist die kinetische Energie der p ro- 
tierenden Teilchen, elektromagnetisch gedeutet. Die Integrale der 
folgenden Zeiïlen, oder vielmehr ihr Doppeltes, haben wir bereits 
in $ 3 (Formel 108) und folgende) behandelt; denn in der zweiten 
Zeile z. B. bedeutet D, das Feld, das von dem betrachteten ro- 
tierenden Molekül 1 selbst erzeugt wird, Ba +bste+hs das 
Feld der übrigen p — 1 in der Kugel befindlichen Moleküle am 
Orte des Moleküls 1. Nennen wir dieses Feld f°, so bekommen 
wir für die zweite Zeiïle nach 113) 


D (E: , m,), 
also für die zweite bis pte Zeile zusammen 
223) 4 X (”, m). 


Die erste Zeile von 222) ist, wie gesagt die kinetische Energie 
T= T,+17,+:..+4+7T, der mit der Winkelgeschwindigkeit g um 
ihre Figurenaxe (+-Axe) rotierenden Moleküle, also z. B. 


224) = Dim(e+y)gt = mKg! 
Nach 84) ist aber mit hinreichender Genauigkeit 


2 2 € 
225) CRU ne (B,; doi) 


mc 


denn wir hatten angenommen, daf g, so grof ist, da das in 84) 
neben g, auftretende Glied immer sehr klein bleibt; in 225) haben 
wir das Quadrat dieses sehr kleinen Gliedes vernachlässigt, das 
Glied erster Ordnung haben wir aber beibehalten, da, wie wir 
sehen werden, der daraus hervorgehende Term mit den übrigen 
vergleichbar ist. Ferner geht aus 84) hervor, daB b, in 225) das 
gesamte fremde Feld bedeutet, in dem sich das Molekül 1 befindet. 
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Somit schreibt sich 224) 


1 


K 
T\ = mKg, Sa —- (CM Qi) 


oder mit Berücksichtigung von 117) 


T, = mEQ ut » b,) 
und 
226) = Xnkgi— D (ne, 6) 
Nach 213), 220), 223) und 226) wäre also die Energiedichte in 
der Kugel 


' 1 4 k 4 ” 
on = (O4) +30 (6 + SM) +4 D 0m FD E (mt) 

227) +> md, 

wenn nicht 223) und 226) die gesamte, im unendlichen Raume be- 
findliche Energie der in der Kugel gelegenen Teïlchen darstellen 
würde. (Hierbei beziehen sich die Summenzeichen auf die in der 
Volameinheit befindlichen Teilchen) Wir müssen also die von 
diesen inneren Teilchen herrührenden Energieanteile w”, soweit sie 
auferhalb der Kugel lokalisiert sind, von «' abziehen; dabei dürfen 
wir aber die Kugel als gleichfôrmig mit der Magnetisierung M 


magnetisiert ansehen. 
Es ergibt sich 


4 
228) W — _. M? 
wie wir folgendermafen einsehen kônnen. 
Nennen wir das von der Magnetisierung M erzeugte Feld im 


ganzen Raume für den Augenblick $, so ist die gesamte Energie 
des unendlichen Raumes, in dem die Kugel sich befindet, 


L : 
ie g'as. 


Da aber $ = — grad æ ist, so ist auch 


NA LL TA 
ge [545 = 5 [ (6, graû pas 


oder durch partielle Integration 


a [odivs.as, 


und nach $ b —4 k p div Md4S und schlieflich nach abermaliger 
(ee) 
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partieller Integration 
4[ (grad y, D)4S = — 4 f (6, Mas. 


Die Integration des letzten Ausdrucks braucht nur über das 
Innere der Kugel erstreckt zu werden, da auferhalb derselben 


M = O ist. Von dieser Energie ist _ h $*dS abzuziehen, da 
Ÿ 
es uns ja auf die Energie des AuBenraums ankommt, die somit 


den Wert — = FF $(G+ 4x) 4S annimmt. Das Feld $ im Innern 
vv 


der Kugel drückt sich durch die Magnetisierung % derselben 
durch die Beziehung 


G = -PM 


aus, wenn P — 4:x/3 den Entmagnetisierungskoeffizienten der 
Kugel bedeutet'). Durch Substitution dieses Wertes von $ findet 


man = M'v, es ist also, wie in 228) behauptet, w” — = M° von w' 
abzuziehen, und man erhält 


x op: 
g 


' The LA 1 4x : 4x 
w= uw = (+) +3m(6+ M) 
229) +42 (mn, #)—X (m,b)+> mA. 
Nun ist das Gesamtfeld H am Orte eines Moleküls 
230) p=6+m+r". 


Durch diese Formel kônnen wir D” aus 229) eliminieren. Be- 
rücksichtigen wir noch, daf 5m — M ist, so finden wir 


281) 0 = à D'+4 (6, M) +4 Dm, D) Dm, D + D mAD. 


© Da aber sehr genähert m, — m und > "Kg; eine Konstante ist, 
so dürfen wir anstatt 231) auch schreiben 


282) w— + 4(6, M) 4 3 (m, 5) + Konst: 


Es erübrigt noch, 4 > (nt, 5) zu berechnen. Da m stets die 
Richtung des Gesamtfeldes ÿ der anderen Moleküle hat, so ist 


1) vel. z. B. R. Gans, Einführung in die Theorie des Magnetismus. Leipzig 
und Berlin 1908 pag. 44. 
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Zn, b) = Im|X]6], 
oder wenn wir die in $ 6 bestimmte Verteilungsfunktion einführen, 


233) S'(m, b) — CNT = _ ['iSlsin sas" 
0 0 


Nun ist aber nach 155) 
PP — K°+4*+24AKX cos 9", 
soda, wenn wir noch cos 9’ — x setzen, 


MIDPAEYA SE Ai 2e 6 
234) Em, = = jè VAT A F2 A Re de 
— 1] 


wird. Die Ausführung der Quadratur ergibt 


Dm, 5) = Le (BK' + 4!) 


also 


235)  1w — SE, M) — e 


_ (8K°+ 41) + Konst. 


Ist die Magnetisierungskurve genähert durch ein Rechteck zu 
ersetzen, d. h. AÀ/X sehr klein, so ist 


- i à AR LR : 
285) 0 = D D'+5(6, D) — (M, À = D TM, 


da 8 = G+ FN ist. 
285’) läBt sich in eine noch etwas andere Form bringen. Wir 


hatten oben gesehen, daf 


JS as = —3f (6, mas 


ist, somit kônnen wir die ersten beiden Glieder in 235’) gegen ein- 
ander streichen und erhalten 


235") w —= — (M, À). 


Bei einer unendlich kleinen Aenderung von $ und Ÿ ändert 
sich die Energiedichte nach 235) um 


do — te dÿ) + 4 (5, dD0) + 4 (D, 46) — 5 a xs) 


Mit Berücksichtigung von 160) schreibt sich diese Formel 


ns 
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aber einfach 
236) du — (D, 45) + 4 (D, 4) + 4 (D, dB) — 4 (M, a). 
Substituieren wir À = $+ 7, so erhalten wir 
1 27 
do = 2 (5, 45) +3 (D, a) — (0, M) 
oder, wenn wir 4(%, dd) addieren und subtrahieren, 
 : 
237) du = (6, d$) + (6, di) — 4 (R, M). 
Andrerseits folgt aber aus den Maxwellschen Gleichungen, 


daB die in der Volumeinheit entwickelte Hysteresiswärme dg mit 
dem Zuwachs der Energievermehrung dw in der Beziehung steht!) 


238) du + dy = (D 4) + (5, M) 

sodaB durch Subtraktion der Gleichung 237) von 238) sich 
239) dq = +(R, dM) 

ergibt. 


Während nach dem Warburgschen Gesetze?) die 
Hysteresiswärme im allgemeinen nur für vollkommene 
Cyklen angegeben werdenkann, setztuns die Kenntnis 
des Mechanismus der Magnetisierung in den Stand, 
die bei jeder beliebigen Aenderung der Magnetisie- 
rung in unserem Ferromagnetikum frei werdende 
Wärmemenge nach 239) zu berechnen. 

Die Formel 239) wollen wir jetzt auf die Magnetisierungskurve 
unseres Ferromagnetikums anwenden, und zwar môüge zunächst 
die Wärme bestimmt werden, die abgegeben wird, wenn wir uns 
von E nach C' (Fig. 11) bewegen. Der Zuwachs, den Ÿ auf diesem 
Wege erfäbrt, ist sehr gering, und insofern die Kurve genähert 
durch ein Rechteck ersetzt werden kann, ändert sich Y? auf diesem 
Wege überhaupt nicht, also ist nach 239) 


C! 
J dg su 


1) vgl. z. B. M. Abraham und A. Fôppl, Theorie d. Elektr. 1 3. Auf. 
Leipzig 1907, pag. 380. 

2) E. Warburg, Ann. Phys. Chem. (3) 18 1881. p. 141. 
1 & 
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Dasselbe gilt für das Integral über. den Weg E'C. Da aber das 
Integral um das ganze Rechteck herum gleich dem Inhalt des 
Rechtecks 44m, (Fig. 13) sein muf!), und die Wärmeentwicklung 
auf dem Wege C'E’ aus Symmetriegründen gleich der auf dem 
Wege CE ist, so ergibt sich 


E' E 
240) J , d4g = ” dg = 2hm.. 


Natürlich wäre es ein leichtes, auch mit Berücksichtigung der 
Abweïichung der Hysteresisschleife von der Rechteckform die 
Energieumsetzungen zu berechnen. 


Um die Energie der Volumeinheit des Krystalls zu 
finden, nennen wir das Feld, welches die Magnetisierung W°' der 


Elementarkomplexe erzeugt, &” und bilden _ Î S'*4S. Wie wir 
(ee) 


oben gesehen haben, läft sich dies Integral durch partielle Inte- 
gration auf die Form — 1 (9, 9°") 4S bringen, wobei dies Integral 
nur über das Volumen der Elementarkomplexe erstreckt zu werden 
braucht. 


Ziehen wir hiervon das gleichfalls über das Volumen der 


Ellipsoide erstreckte Integral _ Fk $"* dS ab, so bleibt 


M = —3f@", mas f6"as 


‘als auferhalb der Ellipsoide lokalisierte magnetische Energie übrig. 


Die im Innern der Ellipsoide befindliche Energie W, erbalten 
wir aus 239), wenn wir & und Y durch $” und W’” ersetzen, 
also 


1 1119 2x 1112 
249) A = fs as fo 45, 
sodaB die Gesamtenergie 
243) W— W,+W, = —} JL (5”, 2") ee je M? 4S 
wird. Daraus folgt für die Energiedichte des Krystalls, wenn 


wir berücksichtigen, da n Elementarkomplexe, jedes vom Volumen 
V, sich in der Volumeinheit befinden, und da M — # VA" ist, 


1) vgl. E. Warburg,L. c. 
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244) Vérirt (DUT=g eg 
Da aber die Magnetisierung M der Grôfe nach immer kon- 
stant bleibt, so ergibt sich aus 244) und 203) 


245) à = —}/M,(6.+NM,)+M0,(6,+N,M,)+M,(6,+N, M.) 
— Konst. 


Aus 245) folgt, daf sich die Magnetisierung, wenn kein äuberes 
Feld wirkt, immer in die Richtung der «-Axe einstellt, wodurch 
die Bezeichnung ,Richtung der leichten Magnetisierbarkeit“ ge- 
rechtfertigt erscheint. 

Hat nämlich der Krystall z. B. die Form einer Kugel, sodaB 


sein Entmagnetisierungskoeffizient in allen Richtungen p — == ist, 


so wird 
S Fr pD}, 
also 
246) wù = —4 {MEN —-p)+ MN, —-p)+ MEN, — p)}, 
wobei 


M? + M? + D = M 


einen gegebenen Wert hat. Da N > N, => N, ist, so hat die Energie 
ihren kleinsten Wert, wenn M|x ist; das ist also die Richtung 
der stabilen Magnetisierung. 


Zusammenfassung: In der vorliegenden Untersuchung hat 
es sich gezeigt, daB die rotierenden elektrisch geladenen Moleküle, 
die den Ferromagnetismus erzeugen, Rotationskürper sein müssen. 
Die Rotationsaxe ist im stationären Zustand stets die Figurenaxe des 
Moleküls, da die Rotationen um eine andere Axe infolge der hier- 
bei stattfindenden Ausstrahlung gedämpft sind und somit allmählich 
erlôschen. Ist die Rotation sehr schnell, so bleibt das magne- 
tische Moment eines rotierenden Moleküls genähert konstant, und 
die magnetische Axe stellt sich in die Richtung der Feldstärke ein. 

Ein aus solchen Molekülen isotrop zusammengesetzter Kürper 
hat eine Magnetisierungskurve, die genähert ein Rechteck ist. 

Denkt man sich den Pyrrhotin oder im Magnetfelde nieder- 
geschlagenes Eisen aus Elementarkomplexen eines solchen Mediums 
aufgebaut, so erhält man die magnetischen Eigenschaften, die 
WeiB und Maurain an diesen Stoffen beobachtet haben. 

Die Aufgabe einer weiteren Arbeit soll es sein, das magne- 
tische Verhalten von Eisen und Stahl darzustellen. 
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Es darf nicht unerwähnt bleiben, daB die 88 4, 5, 7, 8 
dieser Abhandlung von mir gemeinsam mit Herrn P. Hertz in 
Heidelberg während seines Aufenthalts in Tübingen im Sommer 
1907 und im folgenden Jahre ausgearbeitet worden sind. Sie sind 
also unser gemeinsames geistiges Eigentum, und wir beide tragen 
die Verantwortung für ihren Inhalt. Aus äuferen Gründen wurde 
Hr. Hertz veranlaft, seine Mitarbeiterschaft an dem Problem 
aufzugeben. 


Tübingen, Physikal. Institut, 22. Mai 1910. 
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Konvexe Curven. 


Von 
J. K. Whittemore. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 26. Februar 1910. 


Inhaltsverzeichnis. 
$ 1. Einleitung. 
$ 2. Definitionen. Kreis und Dreieck. 
I. Jeder Kreiïs ist eine konvexe Curve (p. 4). 
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$ 1. Einleitung. 


D. Hilbert hat in den ,Grundlagen der Geometrie !)“ gewisse 
Axiome der Geometrie aufgestellt, und aus diesen die Hauptsätze 
der elementaren Geometrie entwickelt. Es sollen hier diese Sätze auf 
Grund einer neuen Definition dazu angewandt werden, eine strenge 
Theorie der konvexen Curven und Polygone in der Euklidischen 
Ebene aufzubauen. Die vorliegende Entwicklung ist vor allen 
Dingen auf die Sätze der Anordnung und auf die Idee von 
»Zwischen“ gegründet?). Von grofer Wichtigkeit darin sind der 
in 84 der ,Grundlagen“ bewiesene Satz b, die in $ 15 besprochene 
Streckenrechnung unter Annahme des , Vollständigkeitsaxiomes #)“, 
eine Winkelrechnung für Winkel, die kleiner als zwei Rechte 
sind mit dem entsprechenden Vollständigkeitsaxiom und das Euklidi- 
sche Parallelenaxiom. Wir heben besonders hervor, daB die 
Punkte einer Strecke AB die Punkte zwischen den End- 
punkten À und B bedeuten: die Länge der Strecke, auch Abstand 
der Endpunkte genannt, wird durch AB bezeichnet. Aus den in 
den ,Grundlagen“ bewiesenen Sätzen geht der für uns in den Be- 


1) Festschrift zur Feier der Enthüllung des Gauss- 
Weber Denkmalsin Gôttingen. Leipzig, B. G. Teubner, 1899. 

2).a.a. 0. $ 3. 

8) Dieses Axiom wird von Herrn Professor Hilbert erst in der franzôüsischen 
Uebersetzung der ,Grundlagen“ besprochen. 
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trachtungen über Stetigkeit, Curvenlänge und Curveninhalt sehr 
bedeutende Sinussatz für das Dreieck ABC leicht hervor: 


à 
Q 
S 
EN 
œ 


snAÂ snB snC 
Es mag auch erwähnt werden, daB das Parallelenaxiom, ob- 
wobhl es oft angewandt wird, in vielen Fällen nur zur Verein- 
fachung der Erôrterung dient, und deshalb vermieden werden 
kann. 


$ 2. Definition, Kreis und Dreieck. 


Wir definieren eine konvexe ebene Curve auf folgende Weise: 


Definition: Eine konvexe ebene Curve, I, ist eine 
Punktmenge, die die Eigenschaft hat, alle Punkte 
der Ebene, die der Menge I' nicht angehôüren, in 
zweiGebiete,innere Punkte und äuBerePunkte, zu 
trennen; jede durch einen inneren Punkt, 7; lau- 
fende Gerade enthält zwei und nur zweiPunkte der 
Curve I', C, und C,, derart, daB I zwischen C, und C, 
liegt und jeder Punkt zwischen C, und C, ein 
innerer Punktist. 

Die Beschaffenheit innerer Punkte kann auf folgende gleich- 
bedeutende Weise ausgedrückt werden: 

Jede Gerade, die durch einen inneren Punkt 
geht,enthält eine Strecke, von welcher 

1. Alle Punkte innere Punkte sind; 

2. die Endpunkte der Curve l'angehôren; 

8. Alle sonstigen Punkte der Geraden äufere 
Punkte sind. 

Punkte, die der Menge (Curve) l'angehôren, sollen Randpunkte 
heifen und man darf sagen, daB solche Punkte auf l' liegen; 
sie môgen allgemein mit dem Buchstaben C bezeichnet werden. 

Von inneren Punkten darf man sagen, daB sie in I" oder 
innerhalb I liegen; sie mügen allgemein mit dem Buchstaben 
I bezeichnet werden. 

Punkte, die weder :auf I' noch innerhalb I' sind, sollen 
äuBere Punkte heifen: wir wollen sagen, daB solche Punkte 
auBerhalb 1° liegen; sie môgen im allgemeinen mit dem Buch- 
staben ÆE bezeichnet werden. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, daB es auf 1 — wenn 
überhaupt eine konvexe Curve I existiert —, sowie inner- und 


konvexe Curven. 277 


auBerhalb 1, unendlich viele Punkte gibt. Aus der obigen Def- 
nition einer konvexen Curve folgt noch nicht ihre Existenz; diese 
soll jedoch sofort bewiesen werden. Für den Beweis der Kon- 
vexität einer vorliegenden Curve reicht es hin, die Existenz eines 
einzigen inneren Punktes von der in der Definition verlangten 
Beschaffenheït zu zeigen; in der Anwendung aber behauptet man, 
daf gewisse Punkte innere Punkte seien, und beweist, daB die- 
selben die verlangten Eigenschaften besitzen. 

Wir definieren den Kreis auf folgende Weiïise: Ein Kreis ist 
die Menge aller Punkte, deren Abstand von einem Mittelpunkte, 
0, gleich einer Zahl, R, dem Halbmesser, ist; wir beweisen 

Satz I. Jeder Kreis ist eine konvexe Curve. Jeder 
Punkt, dessen Abstand von O kleiner als R ist, ist ein innerer 
Punkt des Kreises, und kein anderer. 

Es sei I ein Punkt derart, da8 O1<R. Auf jeder durch I 
laufenden Geraden liegen zwei Punkte C, und C,, zwischen denen 
I liegt, so da8 

OC, = OC, = R. 
Weiter ist der Abstand jedes Punktes J' zwischen C, und C, und 
keines anderen auf der Geraden ©, C, liegenden Punktes von O 
kleiner als R. 

Es seien drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte, 4, B, C, 
gegeben. Diese drei Punkte mit den Punkten der Strecken BC, 
CA, und AB, definieren wir als ein Dreieck. 

Wir werden oft eine Gerade durch einen Buchstaben, a, b, c, 
u. s. w. bezeichnen; die zwei Halbstrahlen in welche eine Gerade, 
a, durch einen ihrer Punkte getrennt wird, bezeichnen wir mit:a, 
und &. Es seien a, und D, zwei von einem gemeinsamen Punkte 
ausgehende Halbstrahlen, wo 4, ++ b,, a, + b,; dann sind a, und a, 
auf verschiedenen Seiten der Greraden b, gleichfalls D, und b, auf 
verschiedenen Seiten der Geraden a. Die Halbstrahlen, a, und b,, 
bilden einen Winkel (a,, b,); jeder Punkt auf derselben Seite von 
a wie b, und zugleich auf derselben Seite von bd wie a, heïfit ein 
innerer Punkt des Winkels (a, b,). 

Wir beweisen jetzt 

Satz II. Jedes Dreieck ist eine konvexe Curve. 

Es seien À, B, C die Ecken eines Dreiecks. Unter dem 
Winkel À des Dreiecks verstehen wir den durch die von À aus- 
gehenden Halbstrahlen, AB und AC, gebildeten Winkel. Wir be- 
weisen, da jeder Punkt, der ein innerer Punkt zweier Winkel des 
Dreiecks ist, auch ein innerer Punkt des dritten Winkels ist, und 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1909. Heft 3. 19 
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behaupten, da$ diese Punkte innere Punkte des Dreiecks sind, und 
daB es keine andere inneren Punkte gibt. 

Ein Punkt, der ein innerer Punkt zweier Winkel, B und C, 
des Dreiecks ist, liegt auf derselben Seite der Geraden BC wie 
À, auf derselben Seite der Geraden BA wie C, und auf derselben 
Seite der Geraden CA wie B, ist mithin ein innerer Punkt des 
Winkels À; wir haben weiter gezeigt, daB eine gleichbedeutende 
Definition der inneren Punkte des Dreiecks folgende ist: Jeder 
Punkt, der auf derselben Seite jeder Geraden liegt, die einen 
Schenkel des Dreiecks enthält, wie die nicht auf dieser Geraden 
liegende Ecke des Dreiecks, ist ein innerer Punkt des Dreiecks. 

Ehe wir den Beweis führen wollen, daB diese als innere 
Punkte bezeichneten Punkte die in der Definition verlangten Eigen- 
schaften besitzen, betrachten wir zwei Punkte À und B auf den 
Schenkeln a, und b, eines Winkels. C sei der Scheitel und J ein 
innerer Punkt des Winkels. Dann schneidet der von C ausgehende 
Halbstrahl C1 die Strecke AB; denn À und B liegen auf ver- 
schiedenen Seiten der Geraden CI, und die Punkte 4, B und der 
Halbstrahl CI liegen auf derselben Seite irgend einer Geraden, 
die durch C und einen inneren Punkt des Nebenwinkels (a,, b.) 
bestimmt ist. 

Es sei jetzt I ein innerer Punkt der drei Dreieckswinkel 4, 
B und C. Die Transversale A1 schneidet BC in 4’ zwischen B 
und C. AI schneidet also das Dreieck in zwei Punkten, À und 
A', zwischen denen J liegt; weiter ist jeder Punkt der Strecke 
AA' ein innerer Punkt der drei Winkel 4, B und C. Wir be- 
zeichnen die von J ausgehenden Halbstrahlen, ZA mit a, 14' mit 
a,; ebenso sei B’ der Schnittpunkt der Geraden BI und der 
Strecke AC, b, der von I ausgehende Halbstrahl ZB, b, der Halb- 
strahl ZB'; es sei endlich C’ der Schnittpunkt der Geraden C1 
und der Strecke AB, c, und c, die Halbstrahlen ZC und IC. 

Es sei nun g irgend eine durch Z gehende, aber keine Ecke 
des Dreiecks enthaltende Gerade; 9, ihr von 1 ausgehender Halb- 
strahl auf derselben Seite der Geraden a (A4’) wie B,; dann liegt 
9, entweder im Winkel (a,, b,) oder im Winkel (a,, b,). Im ersten 
Falle schneidet 9, die Strecke AB; folglich liegt g,, der andere 
von Î ausgehende Halbstrahl der Geraden g, im Winkel (a,, b,), 
der auch c, im Innern enthält. 9, liegt also entweder im Winkel 
(ds, 6), und schneïdet die Strecke 4'C, oder im Winkel (b,, c,,) 
und schneidet die Strecke B'C. Wenn aber g, im Winkel (a, b,) 
liegt und somit die Strecke 4'B schneidet, so liegt g, im Winkel 
(a,, b,) und schneidet die Strecke AB'. Auf jeden Fall schneidet. 
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g das Dreieck in zwei Punkten zwischen welchen J liegt, nnd 
jeder Punkt zwischen den Schnittpunkten ist ein innerer Punkt 
aller Winkel des Dreiecks und damit ein innerer Punkt des Dreiecks 
selbst. Es ist ohne weiïteres klar, daf alle anderen Punkte der 
Ebene äufere Punkte des Dreiecks.sind. 

Die folgenden Bemerkungen werden uns später nützlich sein. 
Da wir ohne Beschränkung annehmen kônnen 


4B > 40, 
so ist 
AB > A4! = AI, 


und-wir kônnen behaupten, indem wir jetzt unter den Punkten 
des Dreiecks die Punkte auf dem Dreiecke und die Punkte inner- 
halb des Dreiecks verstehen: der Abstand jedes Punktes eines 
Dreiecks von einer seiner Ecken ist nicht grôBer als die grôfte 
seiner Seitenlängen, oder, mit anderen Worten, alle Punkte eines 
Dreïecks liegen innerhalb eines Kreïses, dessen Mittelpunkt eine 
Ecke des Dreiïecks ist und dessen Halbmesser grôBer als die grôfite 
seiner Seitenlängen ist. 


$ 3. 

Allgemeine Eigenschaften konvexer Curven. Be- 
ziehungen einer Geraden und einer konvexen 
Curve. 

Da wir jetzt die Existenz zweier Klassen konvexer Curven 
bewiesen haben, so betrachten wir einige allgemeinen Eigenschaften 
dieser Curven in Beziehung auf innere, äufere und Randpunkte. 
Wir beweisen zunächst 


Satz IIL. Eine Strecke, deren Endpunkte 1, und 
I, zweiinnere Punkte einer konvexen Curve l'sind, 
enthält nur innere Punkte von I. 

Nach der Definition der konvexen Curven schneidet die Gerade 
I,I, die Curve I in zwei und nur zwei Punkten C, und C,, 
zwischen denen die beiden Punkte I, und J, liegen; also liegt 
jeder Punkt der Strecke I I, zwischen C, und C, und ist nach 
der Definition ein innerer Punkt von I. 

Satz IV. Eine Strecke, deren Endpunkte ein 
innerer Punkt Z und ein Randpunkt C einer kon- 
vexen Curve I' sind, enthält nur innere Punkte 


von Î. 
19* 
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* Die Grade IC schneïdet nämlich I” noch in C’; I liegt zwischen 
C und C'; also liegt jeder Punkt der Strecke IC zwischen C und 
C' und ist deshalb ein innerer Punkt von I. 


Satz V. Eine Strecke, deren Endpunkte ein 
innerer Punkt I und ein äuBerer Punkt E einer 
konvexen Curve l'sind,enthält einen und nur einen 
Panktaui Tr. 

Denn die Gerade LE schneïidet I in zwei Punkten C, und C,, 
zwischen welchen 1 aber nicht ÆE liegt; also liegen entweder C, 
oder C,, aber nicht beide zwischen I und E, 


Satz VI Eine Strecke, deren Endpunkte zwei 
Randpunkte C, und C, einer konvexen Curve l'sind, 
enthält keinen äuBeren Punkt. Alle ihre Punkte 
sind deshalb 

a) innere Punkte von I, sobald nämlich die 

Strecke einen inneren se gras von l'enthält 
(nach Satz IV) oder 

b) Randpunkte von I! 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme man an es sei ein äuBerer 
Punkt E zwischen C, und C,; es sei I ein innerer Punkt; nach 
Satz IV enthalten die Strecken IC, und ZC, nur innere Punkte; 
die Strecke ZE enthält nach Satz V einen Randpunkt C, der ein 
innerer Punkt des Dreiecks 1C, C, ist; nun schneidet eine durch 
C gehende der Geraden C, C, Parallele die Dreiecksseiten 1C, und 
IC, in zwei inneren Punkten von 1, zwischen denen der Rand- 
punkt C liegt. Dies widerspricht Satz III. 

Aus der Definition der konvexen Curven folgt unmittelbar 


Satz VII Wenn Cein Punkt auf einer konvexen 
Curve T'ist, so gibt es sowohl innere als auch 
äuBere Punkte von I, deren Abstände von C kleiner 
als eine beliebige positive Zahl sind. 

Man kann umgekehrt beweisen: 

1. Wenn innere Punkte einer konvexen Curve l' einem Punkte 
À beliebig nahe kommen, so ist dieser kein äuBerer sondern ein 
innerer oder Randpunkt von T. 

2. Wenn äuBere Punkte einem Punkte À beliebig nahe kommen, 
80 ist dieser kein innerer Punkt. 

3. Wenn sowohl innere als äuBere Punkte einem Punkte 4 
beliebig nahe kommen, so ist dieser ein Randpunkt. Es gilt 3 
wenn Randpunkte dem Punkte A beliebig nahe kommen. Aus 1 
folgt wieder Satz VI. 
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Alle môüglichen Beziehungen einer konvexen Curve I' und einer 
Geraden g kann man auf folgende Weise zusammenfassen : 

(1) Die Gerade g enthält zwei und nur zwei Punkte auf T'; 
in diesem Falle liegen innere Punkte von T° auf g und auf beiden 
Seiten von y; man sagt die Gerade schneidet I! 

(2.) Die Gerade g enthält keinen Punkt auf I: 

(8) Die Gerade g enthält nur einen oder unendlich viel 
Punkte auf I. 

Es soll später erklärt werden, daf im dritten Falle die Gerade 
g eine Tangente von I' heifien darf. 

In bezug auf den zweiten und dritten Fall kônnen wir jetzt 
beweisen 


Satz VIII. Wenn eine Gerade g keinen, nur einen, 
oder unendlich viel Punkte auf l'enthält, so liegen 
alle nicht auf g liegenden Punkte von l auf einer 
Seite von g. 

In dieser Behauptung sind unter Punkte von I Rand- 
punkte und innere Punkte zu verstehen. 

Wenn es auf beiden Seiten von y Rand- oder innere Punkte 
von Î' gäbe, so liegen nach Satz VII auf beiden Seiten von g 
innere Punkte; nach Satz III gibt es auf g einen inneren Punkt 
und g schneidet I, was der Voraussetzung widerspricht. 

Es folgt weiter: 


Satz IX. Wenn eine Gerade g unendlich viel 
Punkte von l'enthält, und C ein solcher Punktist, 
und wenn Punkte auf l und zugleich auf g auf 
beiden Seiten von C liegen, so schneidet T jede 
durch C gehende von g verschiedene Gerade ”. 

Denn wenn dieser Satz falsch wäre, so würde für die Gerade 
h entweder (2.) oder (3.) gelten, was nach der Voraussetzung und 
Satz VIII unmüglich ist. 

Wir beweisen jetzt einen Satz, der sofort unendlich viel neue 
Klassen konvexer Curven liefert. 


Satz X. Eine Gerade g, die eine konvexe Curve 
I schneidet, trennt l'in zwei auf verschiedenen 
Seiten von g liegende konvexe Curven. 

Es schneidet g die Curve l'in den Punkten ©, und C,; alle 
Punkte der Strecke (' C, sind innere Punkte von 

Die Punkte C, und C,, die Punkte der Strecke CC, und 
die Randpunkte von F auf einer Seite der Geraden g bilden cine 
konvexe Curve [', von welcher die inneren Punkte die inneren 
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Punkte von I' sind, die auf der nämlichen Seite von g liegen 
Ebenso liegt eine zweite konvexe Curve I” auf der anderen Seite 
von g. ; 

Wir betrachten I”; sei I ein innerer Punkt von ll auf der 
betrachteten Seite von g. Jede durch 1 gehende Gerade schneidet 
T in zwei Punkten C und C’ zwischen welchen I liegt; wenn C 
und C' auf derselben Seite von g sind, oder wenn einer der beiden 
mit C, oder C, zusammenfällt, so liegen die beiden auf I”, und 
alle zwischen C und C' liegenden Punkte sind innere Punkte von 
T und auf der nämlichen Seite von g gelegen; wenn aber C und 
C' auf verschiedenen Seiten von g liegen, so enthält die Strecke 
CC! einen Punkt C” von g, der ein innerer Punkt von T' ist und 
deswegen ein Punkt der Strecke C,C,, also ein Punkt auf ist; 
I liegt zwischen C (auf I”) und C”, und alle Punkte zwischen C 
und C” sind innere Punkte von I” auf der betrachteten Seite von 
9, also innere Punkte von 1”. 


Der folgende allgemeinere Satz enthält, wie wir erst später 
werden beweisen kônnen ($. 14) den Satz X. 


Satz XI Wenn zwei konvexe Curven, I' und 4, 
einen gemeinsamen inneren Punkt haben, so haben 
sie unendlich viel innere Punkte gemeinsam, und 
diese sind die inneren Punkte einer konvexen Curve, 
die entweder mit l'oder 4 zusammenfällt, oder teils 
aus l'und teils aus 4 besteht. 


Es sei I ein gemeinsamer innerer Punkt von I' und 4. Jede 
durch Z gehende Gerade schneidet I" in zwei Punkten C, und C,, 
zwischen welchen I liegt, und schneidet 4 in zwei Punkten D, 
und D,, zwischen welchen 1 liegt. Wir dürfen ohne Beschränkung 
annehmen, dafi C, und D, auf demselben von 1 ausgehenden Halb- 
strahl liegen; es sei nun Æ, derjenige der zwei Punkte C, und D,, 
dessen Abstand von I der kleinere ist, oder falls C, — D,, sei 
E, — C, = D,; auf ähnliche Weise sei ÆE, derjenige der zwei 
Punkte C, und D, dessen Abstand von Z der kleinere ist, oder 
falls C, = D,, sei E, = C, = D,. Dann liegt I zwischen E, und 
ÆE,, und weiter sind alle Punkte zwischen Æ, und E, gemeinsame 
innere Punkte von I und 4; die Punkte Æ bilden eine Menge E, 
die eine konvexe Curve ist. Um diese Behauptung zu beweisen 
seien J' irgend ein zweiter gemeinsamer Punkt von I' und 4, g' 
irgend eine durch Z' laufende Gerade, Z! und £! zwei Punkte auf 
g' bestimmt wie E, und Æ, auf g es waren. Es folgt mit An- 
wendung der ersten Umkehrung vom Satz VII daf E! und E! der 
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Menge E angehôren. Daraus folgt es daf diese eine konvexe 
Curve ist und auch daB sie nicht von der Wahl des Punktes I 
abhängt. Wir bemerken der Klarheit halber, daf dann, wenn 
die Gleichungen 

EF = C, Lit, 
immer gelten, die Carve E mit l' zusammenfällt; und wenn die 
Gleichungen 

E, = D, FE, == D, 
immer gelten, E mit 4 zusammenfällt, wenn keines der beiden 
Gleichungspaare immer gelten, so ist E eine von l' und 4 ver- 
schiedene konvexe Curve. 

Dieser Satz gibt wieder neue Klassen konvexer Curven. 

Es ist schon bewiesen worden, daB eine Strecke einen Teil 
einer konvexen Curve I' bilden kann, und wir haben im Satz VI 
gesehen, daf g und I' mindestens eine Strecke gemeinsam haben, 
sobald eine Grerade g mindestens drei Punkte auf I' enthält. 

Wir beweisen jetzt 


Satz XII. Wenn eine konvexe Curve I' und eine 
Gerade g drei gemeinsame Punkte haben, so haben 
sie alle Punkte einer Strecke gemeinsam, die End- 
punkte der Strecke, und keinen anderen Punkt. 

Es sei C ein Punkt auf I und zugleich auf der Geraden 4, 
die mit l' eine Strecke gemeinsam hat; g, und 9, die zwei Halb- 
strahlen von g von C ausgehend. Wir beweisen zunächst, daf 
auf jedem dieser Halbstrahlen ein äuferer Punkt von [ liegt. Es 
sei Z ein innerer Punkt von 1, und J' ein Punkt der Strecke IC, 
der nach Satz IV ein innerer Punkt von l'ist; nun seien und 
h' zwei der Geraden g Parallelen, die respektiv durch Z und l' 
gehen; h, und ! die Halbstrahlen dieser Geraden von 1 und J 
ausgehend, die auf derselben Seite der Geraden ZC wie g, liegen; 
nun schneidet k! die Curve I' in einem Punkte C’; die Gerade 1C, 
da sie g nicht parallel ist, schneidet g in E; der Punkt E liegt 
auf der betrachteten Seite von 1C, da alle Punkte der Geraden 
von ÎC’, die auf der von C’ verschiedenen Seite von JC liegen, 
auch auf derselben Seite von À wie g nicht liegen, und deshalb 
nicht den Schnittpunkt von g und ZC' enthalten; es liegt also E 
auf g,; da nun 1 und ÆE auf verschiedenen Seiten der Geraden }' 
liegen, so ist C’ zwischen Z und ÆE, und E ist ein äuferer Punkt 
von I} Ganz ähnlich kann man beweisen, daB es äufere Punkte 
von l' auf 9, gibt. 


1) Man siehe z. B. Osgood, Funktionentheorie, s. 26. 
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Es sei nun C ein solcher Punkt, da$ Randpunkte von T° auf 
g, und auf g, liegen. Jeder Punkt des Halbstrahls ÿ, liegt ent- 
weder auf I' oder auBerhalb l'; durch die bekannte Methode der 
»Einschachtelang“ erkennt man sofort, daB auf g, ein Grenzpunkt 
G, existiert von der Beschaffenheit, da8 alle Punkte der Strecke 
CG, auf l'liegen, alle anderen von G, verschiedenen Punkte von 
g, auBerhalb T liegen. Daf G, auf 1° liegt folgt aus der dritten 
Umkehrung vom Satz VII. Ebenso sieht man, da auch 9, einen 
Grenzpunkt G, besitzt der auf l'liegt, und welcher die Eigen- 
schaft hat, Randpunkte und äuBere Punkte zu trennen. Damit 
ist der Satz XII bewiesen. 

Es ist bemerkenswert, daB ein solcher Grenzpunkt G in dem 
einen Sinne auch Grenzpunkt eines anderen Stückes von I' sein 
muB. Denn, nach Satz VIII, liegen alle nicht auf g liegenden 
Punkte von l° auf einer Seite von g; weiter gibt es einen Rand- 
punkt, der nicht auf g liegt, und dessen Abstand von G kleiner 
als eine beliebig kleine positive Zahl & ist; nach Satz VII gibt es 
auch einen inneren Punkt J, nicht auf 4 liegend, und einen äuBeren 
Punkt E, der auf 9 liegt, so daf 


GI <e GE <&. 


Nach Satz V enthält die Strecke IE einen nicht auf g liegenden 
Randpunkt C, und nach der Bemerkung am Ende $ 2 ist 


GC <a. 


$ 4 Tangenten einer konvexen Curve. 


Die Theorie der Tangenten einer konvexen Curve ist dadurch 
merkwürdig, daB sie sehr einfach und auch ganz vollständig ist. 
Diese Theorie ist hauptsächlich auf eine Winkelrechnung ge- 
gründet. Nun hat Herr Professor Hilbert in den oben zitierten 
»Grundlagen“ keine Winkelrechnung entwickelt, aber in dem von 
ihm im Wintersemester 1898-99 gelesenen Kolleg über , Die Elemente 
der Euklidischen Geometrie)“ wird eine der Streckenrechnung 
sehr ähnliche Winkelrechnung begründet. Wir heben noch hervor, 
daf wir in keinem Falle Winkel grüfer als ein gestreckter zu be- 
trachten haben, und uns dadurch der schon gegebenen (S. 4) ein- 
facheren Bestimmung eines Winkels bedienen dürfen. Dies ver- 
einfacht die erwäbnte Winkelrechnung wesentlich, indem die von 
Professor Hilbert besprochene Besonderheit vermieden wird. We- 


1) Ausgearbeitet und autographiert von Dr. IL. v. Schaper, Güttingen, Mürz 
1899, S. 40, 41. 
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sentlich in dieser Winkelrechnung für Winkel, die kleiner als ein 
gestreckter sind, sind die folgenden Sätze: 

1. Jedem Winkel, der kleiner als ein gestreckter ist, kann 
eine positive Zahl, die kleiner als x ist, zugeordnet werden. Diese 
Zahl soll das WinkelmaB heiBen. 

2. Kongruente Winkel haben gleiches Winkelmaf. 

3. Das WinkelmaB der Summe zweier Winkel ist der Summe 
ihrer Mafe gleich. 

Wir müssen das Vollständigkeitsaxiom annehmen: 

4. Jeder positiven Zahl, die kleiner als x ist, kann ein Winkel 
zugeordnet werden, der kleiner als ein gestreckter ist. 

Wir werden zunächst den Grundsatz der Tangententheorie 
beweisen. 


Satz XIII In jedem Punkte einer konvexen Curve 
gibt es zwei Halbtangenten, die zusammenfallen 
kôünnen. 

Es sei C ein Punkt auf der konvexen Curve 1, und Z ein 
innerer Punkt. Man betrachte nur die Randpunkte auf einer 
Seite der Geraden IC, und es sei C, ein solcher Punkt. Nach 
Satz VI sind alle Punkte der Strecke CC, entweder (a.) innere 
Punkte oder (b.) Randpunkte zon l'; ein Halbstrahl, der von 1 
ausgeht und Z mit einem Punkte der Strecke CC, verbindet, 
schneidet I' auf der nämlichen Seite der Geraden IC in einem 
Punkte C,; im Falle (a) sind Z und C, auf verschiedenen Seiten 
der Geraden CC; im Falle (b) ist C, ein Punkt der Strecke CC; 
man ersetze nun C, durch C, und wähle C, auf ähnliche Weise. 
Man fahre so fort, indem die Punkte C, so gewählt werden daf 

Limes (C,1C) = 0 
wo (C,1C) das Winkelmaf des durch die von Z ausgehenden Halb- 
strahlen IC und 1C, gebildeten Winkels bedeutet. Nun besteht 
für jedes # die Ungleichung 


“: (C CI) ai (C CC,s) — (C,CC,) 


(a) Wenn für keinen Wert von » das Gleichheitszeichen gilt, so 
strebt (C,CC,) bei beliebig wachsendem » einer Grenze (C,CT) zu, 
und es existiert nach der Vollständigkeitsannahme eine Gerade 
CT, die Grenze der Geraden CC, (b.) Wenn aber das Gleich- 
heitszeichen für ein gewisses # gilt, so ist C,,, ein Punkt der 
Strecke CC,, die deswegen ganz dem Rande angehôrt, und jeder 
Punkt C,, #4 grüBer als x, gehôrt derselben Strecke an, und die 


il © 
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Grenze der Geraden CC,, ist bei wachsendem » eben die Gerade 
der Strecke CC,, die in diesem Falle auch CT heifen mag. In 
beiden Fällen nennen wir die Gerade CT die Tangente der Curve 
T auf einer Seite von C, oder eine Halbtangente in C; die 
Halbtangente soll doch die ganze Gerade, nicht etwa einen Halb- 
strahl, bedeuten. Falls diese Halbtangente die Strecke CC, ent- 
hält, mag sie auch Streckenhalbtangente heiben. 

Wir bemerken, daB jede Gerade, die den Punkt C mit einem 
inneren Punkt À des Winkels 1ICT verbindet, I' schneidet; denn 
es gibt ein » derart daf (ACT) > (C,CT) ist, und deshalb ete 
IC, die Gerade CA in einem inneren Punkte von I. 

Zweiïitens bemerken wir, daB alle nicht auf CT liegenden 
Punkte von l' — innere und Randpunkte — auf derselben Seite 
dieser Geraden wie I liegen; denn falls ein solcher Punkt auf der an- 
dern Seite von CT und zugleich auf derselben Seite von CI wie 
C, läge, so wäre CT nicht die Grenzgerade. Wenn ein Punkt 
von TI und damit nach Satz VII ein innerer Punkt 1’, auf der 
von Î verschiedenen Seite von CT und zugleich auf der von C, 
verschiedenen Seite von CZ liegt, dann enthielte die Gerade °C 
zufolge der ersten Bemerkung einen inneren Punkt J”, der zu- 
gleich innerer Punkt des Winkels ICT wäre, und C wäre ein 
Punkt der Strecke 1’1"', was nach Satz III unmôglich ist. 

Wenn nun Punkte von I' auf den verschiedenen Seiten der 
Geraden JC betrachtet werden, dann erhält man eine zweite Halb- 
tangente in ©, CT", die ganz gleiche Eigenschaften wie CT be- 
sitzt. Wenn CT und CT" in eine Gerade zusammenfallen, so heifit 
C ein gewôbnlicher Punkt von 1, und diese Gerade heift die 
Tangente in C. Die Tangente kann Streckenhalbtangente auf 
einer oder auf beiden Seiten von C sein; aber wenn das nicht der 
Fall ist, so enthält die Tangente keinen anderen Punkt von l' als 
C. Jede durch einen gewôhnlichen Punkt C von I' gehende und 
von der Tangente in C verschiedene (terade schneidet 1! Wenn 
die Halbtangenten in C nicht zusammenfallen, so heift C eine 
Ecke von I’; es kônnen dann eine oder die beiden oder keine 
der beiden Streckenhalbtangenten sein. Die zwei Geraden CT und 
CT’ bilden zwei Scheitelwinkel und ihre Nebenwinkel.  Jeder 
durch C gehende und im Winkel TCT' liegende Halbstrahl 
schneidet 1. Alle Punkte von l' liegen auf den Schenkeln dieses 
Winkels oder sind innere Punkte desselben. Jede durch C gehende 
und im Nebenwinkel von 7C71" liegende Gerade enthält keinen 
anderen Punkt von I' als C. Eine solche Gerade soll eine 
Pseudotangente heïifen. In jeder Ecke gibt es zwei ver- 
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schiedene Halbtangenten und unendlich viel Pseudotangenten. Daf 
es zweckmäBig ist, die Pseudotangenten als Tangenten anzusehen, 
erbellt erst aus zwei später zu beweisenden Sätzen (Sätze XV und 
XVI). Hiermit ist die Bemerkung nach (3.) s.7 gerechtfertigt. 

Ein sehr wichtiges Resultat geht aus den eben bewiesenen 
Eigenschaften der Tangenten hervor: Die Tangente oder die 
Halbtangenten von I" in einem Punkte C sind von der Wahl des 
Punktes I, von dem wir ausgegangen sind, ganz unabhängig. 

Für die weitere Erôrterung von Tangenten ist der auch für 
sich interessante Satz bedeutsam: 


Satz XIV. Jede konvexe Curve liegt ganz im 
Endlichen; oder anders ausgedrückt: jede konvexe Curve 
liegt ganz im Innern eines Kreises. 


Zunächst erhellt aus den bewiesenen Eigenschaften der Tan- 
genten, daB keine konvexe Curve drei parallele Tangenten hat — 
unter Tangenten sind hier gewôhnliche, Halb- und Pseudotangenten 
zu verstehen; denn jede Art Tangente hat nur einen oder unend- 
lich viel Punkte auf I" und nach Satz VIII liegen alle sonstigen 
Punkte von I' auf einer Seite jeder Tangente. Es folgt sofort, 
da$ man drei Punkte C,, C,, C, auf I' so nehmen kann, daf die 
Tangenten oder eine der Halbtangenten in jedem Punkt ein Dreieck 
bilden, derart, da jeder Punkt von l° ein innerer oder Randpunkt 
des Dreiïecks ist. Nach der Bemerkung am Ende $ 2 liegt jedes 
Dreieck innerhalb eines Kreïises, daraus ergibt sich, da8 dieselbe 
Tatsache für T besteht. 

Ehe wir diesen Satz auf die weitere Erüôrterung der Tan- 
genten anwenden, zeigen wir zunächst unter der Annahme der 
später zu beweisenden Tatsache (Satz XIX): Jedes Parallelo- 
gramm ist eine konvexe Curve, was auf S. 9 behauptet 
wurde. Der Satz XI enthält Satz X. 

Es sei g eine Grerade die I" schneidet; } eine nicht parallele 
Gerade; À der Mittelpunkt und ZR der Halbmesser eines 
Kreises, der I' im Innern enthält. Man ziehe zwei der Geraden g 
Parallelen, g’ und g”, so daB die von À auf 9’ und g" gefällten 
Lothe alle beide grôBer als R sind und ferner so, daf À zwischen 
g' und g' liegt; dann liegt der Kreis und mit ihm alle Punkte 
von J' zwischen g' und g”. Auf ganz ähnliche Weise ziehe man 
zwei der Geraden k Parallelen, #’ und %"', so daf I' zwischen 
diesen liegt. Nun sind die inneren Punkte von 1, die auf einer 
Seite der Geraden g liegen, die gemeinsamen inneren Punkte von 
T' und vom Parallelogramm, von welchem die Seiten auf den Ge- 
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raden k', g, h", g' bezw. g”' liegen, und damit ist Satz X aus 
Satz XI bewiesen. 
Wir beweisen jetzt 


Satz XV. Zwei und nur zwei Tangenten (gewôhn- 
liche, Halb-, oder Pseudotangenten) jeder konvexen 
Curve sind irgend einer gegebenen Geraden parallel. 

Es ist wegen der Vollständigkeit dieses und des folgenden 
Satzes (XVI) wichtig, daB die Pseudotangenten mit in Betracht 
gezogen werden. : 

Es sei I' die konvexe Curve, g eine Gerade, die wir ohne Be- 
schränkung als I” schneidend annehmen dürfen. Es gibt, wie eben 
bewiesen, zwei der Geraden 4 Parallelen, g’' und g", derart, daB 
T zwischen diesen liegt. Es wird nun durch die Methode der Ein- 
schachtelung oder wiederholte Halbierung bewiesen werden, daf 
es eine g parallele Tangente zwischen g und g' bezw. g"” gibt und 
es ist schon bewiesen worden (s. 14), daB es nicht mehr als zwei 
zu qg perallele Tangenten gibt. 

Es seien G und G’ respektive zwei Punkte der Geraden g und 
g'; G, der Mittelpunkt der Strecke GG’, und g, eine durch G, 
gehende Parallele der Geraden g. Es sind dann nur drei Fälle 
môglich : 

1. g, ist eine Tangente; dann liegen alle nicht auf y, liegenden 
Punkte von I" auf derselben Seite von g, wie 9, und jede der 
Geraden, die zu 4 parallel ist und die Strecke GG, schneidet, 
schneidet auch 1, jede Parallele, die die Strecke GG’ schneïdet, 
enthält keinen Punkt von l'; so ist g, die einzige zur Geraden g 
parallele Tangente auf derselben Seite von y wie g/. 

2. g, schneidet l; man ersetze g durch g, und fahre dann 
auf dieselbe Weise fort. 

8, g, enthält keinen Punkt von l'; man ersetze g' durch g,, 
und fahre auf dieselbe Weise fort. 

Bei der Wiederholung dieses Prozesses kommt man entweder 
zum ersten Falle, oder es wird einer Grenzgeraden f{’ zugestrebt ; 
daB diese eine Tangente ist, folgt daraus, da$ sie [” nicht schneiden 
kann und, zufolge der ersten Umkehrung vom Satz VII. mindestens 
einen Randpunkt von 1° enthält. 

Aebnlich zeigt man, da es eine zur Geraden y parallele Tan- 
gente {”’ auf derselben Seite von g wie g” gibt. 

Aus einer ähnlichen Beweisführung ergibt sich: 


Satz XVI. Zwei und nur zweiTangenten(gewôühn- 
liche, Halb-, oder Pseudotangenten) einer kon- 
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vexen Curve gehen durch einen gegebenen äuBeren 
Punkt. 

Es folgt wieder aus Satz VIII, da nicht mehr als zwei Tan- 
genten durch einen Punkt gehen. Um den Prozef der wieder- 
holten Halbierung hier anwenden zu künnen, ist es zunächst not- 
wendig zu zeigen, daf durch einen gegebenen äuBeren Punkt E 
stets eine Gerade hindurchgeht, die keinen Punkt von I' enthält: 
es sei JZ ein innerer Punkt; nach Satz V gibt es einen Randpunkt 
C auf der Strecke JE; es sei { eine Tangente in C; dann liegen 
E und alle nicht auf { liegenden Punkte von I' auf verschiedenen 
Seiten von {, und eine durch E gehende der Geraden t Parallele g 
enthält keinen Punkt von I. Durch wiederholte Halbierung jedes 
der zwei Winkel, die von dem von Æ ausgehenden Halbstrahl EI 
und jedem der von Æ ausgehenden Halbstrahlen der Geraden g 
gebildet werden, ergeben sich zwei durch Æ gehende Tangenten, 
von welchen je eine in einem dieser Winkel liegt. 

Durch diese Sätze und ihre Beweise ist die wesentliche Ver- 
wandtschaft zwischen den Tangenteneigenschaften der konvexen 
Curven und der Zerteilung der Ebene durch eine Gerade be- 
trachtet worden. 


$ 5. Stetigkeit einer konvexen Curve. 

Es läft sich fragen, ob die hier behandelten konvexen Curven 
stetig sind. Zunächst müssen wir feststellen, wie wir die Stetig- 
keit einer nicht analytisch gegebenen Curve zu definieren haben. 
Nun ist eine analytisch gegebene Curve, y = f(x), unter folgenden 
Umständen auf einer Seite eines ihrer Punkte (x,, y), in diesem 
Punkte stetig: 

1. Es müssen sich zunächst zwei positive Zahlen @, 6 derart 
bestimmen lassen, daf jedes x, das die Ungleichung ç > x —x, 0 
(bezw. pe —x,—x—0) befriedigt, einen und nur einen Wert, 
y —= f(x), liefert derart, daB |y— y,| <o ist. Man kann dann 
sagen, daB y eine eindeutige überall definierte Funktion im Be- 
reich (o, 6) ist. 

2. Wenn ein solcher Bereich (o, 6) existiert, so heifit die 
Curve auf einer Seite des Punktes (x,, y,) in diesem Punkte stetig, 
wenn jeder positiven Zahl &, die kleiner als 6 ist, eine positive 
Zahl Ô kleiner als @ zugeordnet werden kann, so daf aus 
d—x—x, > 0 stets |y— y,| <e folgt. 

Diese Definition läft sich folgender Weise geometrisch fassen : 

Eine Curve T° soll in einem ihrer Punkte C auf einer Seite 
dieses Punktes stetig heifen, 
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1. wenn es eine Gerade g durch C' und einen nicht auf g liegenden 
Halbstrahl #, der von C ausgeht, gibt, so daf zwei positive Zahlen 
e, 6 von folgender Beschaffenheit bestimmt werden kônnen: Jede 
zu g Parallele g,, die {, in 7, schneïdet, soll I' in einem und nur 
einem Punkt C, schneiden, derart daB aus CT, <@ stets TC, < 0 
folgt. 

2. wenn jeder positiven Zahl &, die kleiner als 6 ist, eine 
positive Zahl 0, kleiner als o, derart zugeordnet werden kann, 
da jede zur Geraden g Parallele g', die den Halbstrahl #, in 7" 
schneidet, wobei CT < à ist, die Curve I im Punkte C' 
schneidet, derart da 7'C' < 8. 

Indem wir diese Definition der Stetigkeit gebrauchen, kônnen 
wir den folgenden wichtigen Satz beweisen: 

Satz XVII. Jede konvexe Curve ist in jedem ihrer 
Punkte auf beiden Seiten stetig. 

Es sei l' eine konvexe Curve, C ein Punkt auf l'; es sei £, 
derjenige Halbstrahl einer der Halbtangenten in C, der von C 
ausgeht und nach der Seite von C läuft, wo die betrachtete Halb- 
tangente herrührt. Es sei ferner I ein innerer Punkt von I, und 
man bezeichne die Gerade CI mit g; auBerdem sei & die durch J 
gehende Parallele zum Halbstrahl é, und es müge t die Curve I" 
im Punkt 4, auf derselben Seite der Geraden CI wie £,, schneïiden. 

Dann kann man zufolge der gegebenen Definition @ gleich ZA 
und 6 gleich CZ nehmen und auf diese Weise der ersten Forde- 
rung der Definition Genüge leisten; denn eine zur Geraden g 
parallele, die 4, in 7, schneidet, wobei CT, < IA, schneidet nach 
Satz IV die Strecke ZA in einem inneren Punkte I, von l'; des- 
halb gibt es einen und nur einen Punkt auf I, C, der so gelegen 
ist, daB 7,C, <o ist; falls die Strecke CC, der Curve T° ange- 
hôrt, fällt C, mit T, zusammen. 

Es sei nun OC, ein Punkt auf I, der zugleich ein innerer 
Punkt des Winkels CIA ist, und es môge mit « das Winkelmafñ 
(ICT,) bezeichnet werden. Wenn nun das WinkelmaB (C,1C) dem 
Grenzwerte Null zustrebt, so nimmt das Winkelma (C,CT') be- 
ständig ab und strebt auch dem Werte Null zu, oder aber wird 
gleich Null und bleibt bei abnehmendem (CIC) gleich Null. Es 
kann also 7, so gewählt werden, da8 (C,C1') kleiner als «/2 aus- 
fallt. 

Jetzt künnen wir leicht der zweiten Forderung der Stetig- 
keitsdefinition Genüge leisten. Es sei & irgend eine positive Zabl, 
die kleïiner als o ist und Ô eine Zahl, die zugleich kleiner als & 
und C1’, ist, wobei T auf oben angedeutete Weise gewählt worden 
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ist. Wenn nun g’ eine zur Geraden g Parallele ist, die é, in 7” 
derart schneidet, daf CT" kleiner als Ô ist, und die auferdem die 
Curve I in C’ schneidet, wobei 7'C' kleiner als o wird, so folgt 
unmittelbar aus der Anwendung des Sinussatzes auf das Dreieck 
QTiC: 


wobei x das Winkelmaf (C'CT') bedeutet; nun ist der Bruch 
sin +/sin (œ«— x) kleiner als die Einheit wenn zx < «/2 ist. Da nun 
x = (C,CT,) < a/2 ist, so folgt 

MOSCT ES LE 
Das Gleichheitszeichen der ersten Ungleichung gilt dann und nur 
dann, wenn die Strecke CT, auf der Curve l'liegt. 

Man kann auf dieselbe Methode beweisen, daf I im Punkte C 
auf den verschiedenen Seiten der Geraden IC stetig ist; da nun 
C irgend ein Punkt auf list, so ist I” in jedem ihrer Punkte auf 
beiden Seiten stetig, und wir kônnen sagen, da8 jede konvexe 
Curve stetig ist. Es ist bemerkenswert, daB bei dem eben 
gegebenen Beweise der eïinseitigen Stetigkeit nicht verlangt wird, 
daB die vorgelegte Curve eine konvexe sei, sondern nur, da es 
môglich sei, ein à so zu wählen, daB x immer kleiner als «/2 aus- 
fällt. Jedoch werden die Eigenschaften der konvexen Curven bei 
dieser Wahl gebraucht, so wie auch beim Beweise der Existenz 
des Bereiches, in dem die Curve definiert und eindeutig ist. 


$ 6 Konvexe Polygone. 


Eine Klasse konvexer Curven, die besonderes Interesse bieten, 
sind diejenigen, die ganz durch eine endliche Anzahl von Strecken 
gebildet werden. Die ŒExistenz solcher Curven, die konvexe 
Polygone heifen sollen, geht aus den Sätzen II und X hervor. 
Die Haupteigenschaften der konvexen Polygone folgen unmittelbar 
aus den schon bewiesenen Sätzen. Die Strecken, welche das Po- 
lygon bilden, heifñen die Seiten des Polygons. Jeder Endpunkt 
einer solchen Strecke ist ein Grenzpunkt (Satz XII), der die 
Randpunkte und die äuferen Punkte der die Strecke enthaltenden 
Geraden trennt. Er ist selbst ein Randpunkt, und zufolge der 
Bemerkung auf Seite 11 ein Endpunkt einer zweiten Strecke, die 
dem Rande angehôrt. Ein solcher Punkt heïft eine Ecke des 
Polygons. Jeder Randpunkt, der keine Ecke ist, ist ein gewühn- 
licher Punkt des Polygons, und die Tangente in diesem Punkte 
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enthält eine Strecke des Polygons, ist also eine Streckentangente; 
nach der Bemerkung auf Seite 13 liegt ein konvexes Polygon auf 
einer Seite jeder Geraden, die eine seiner Seiten enthält. In 
einer Ecke hat ein konvexes Polygon zwei nicht zusammenfallende 
Streckenhalbtangenten, die jede eine Seite des Polygons enthält, 
und unendlich viel Pseudotangenten. Im Sinne vom Herrn Pro- 
fessor Hilbert') ist jedes konvexe Polygon einfach, und die 
von ihm als innere und äufere definierten Punkte fallen mit den 
inneren bezw. äuferen Punkten zusammen. 

In der elementaren Geometrie werden die konvexen Polygone 
oft auf die folgende bequeme Weise definiert ?): 

Ein konvexes Polygon ist ein geschlossener Streckenzug, der 
ganz auf einer Seite jeder Geraden liegt, die eine Strecke des 
Zuges enthält. Wir werden jetzt beweisen, daf diese Definition 
mit der vorher gegebenen übereinstimmt. 

Es ist schon bemerkt worden, daB ein konvexes Polygon ganz 
auf einer Seite jeder Geraden liegt, die eine Seite des Polygons 
enthält. Es erübrigt nur zu beweisen 

Satz XVIII. Ist ein geschlossener geradlinig be- 
grenzter Streckenzug so beschaffen,da$ alle seine 
Punkte auf einer Seite der betreffenden Geraden 
oder auf ihr selbst liegen, so wirdvon ihm ein kon- 
vexes Polygonbegrenzt. Alle Punkte, die zugleich 
auf derselben Seite aller Geraden liegen, sind 
innere Punkte. 

Wir werden beweisen, daB die obige Behauptung für einen 
Streckenzug, der aus n +1 Strecken besteht, wahr ist, wenn sie 
für einen aus » Strecken gebildeten Zug gilt, wobei n = 3 sein 
soll. Indem nun gerade diese Behauptung für den Fall, n — 8, 
im Satz II bewiesen worden ist, geht also der Beweis für jedes 
n durch vollständige Induktion hervor. 

Es sei ABCD ... MA ein geschlossener Streckenzug, der n +1 
Strecken enthält; die Punkte AB... M seien die Endpunkte dieser 
Strecken. Alle Punkte des Zuges, die nicht auf einer beliebigen 
Strecke liegen, mügen auf derselben Seite der Geraden, die diese 
Strecke enthält, liegen. Indem wir jetzt den Punkt B aus- 
scheiden und die Strecke AC hinzufügen, entsteht ein geschlossener 
Streckenzug ACD ... MA, der n Strecken enthält; wir behaupten 


1) Grundlagen, 8. 9. 
2) Man sehe z.B. Hadamard, Leçons de géométrie élémentaire, 
I, p. 14. 
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vom letzteren, daB alle Punkte dieses Zuges, die nicht auf irgend 
einer seiner Strecken liegen, auf einer Seite der Greraden liegen, 
die diese Strecke enthält; und daf also, nach der Voraussetzung, 
dieser Streckenzug ein konvexes Polygon ist. 

Nach dem eben gesagten liegen alle Punkte des Zuges 
ACD ... MA, die nicht auf einer dieser Strecken liegen, auf der- 
selben Seite der betreffenden Geraden, wenn nur diese Strecke 
nicht AC ist. Diese Strecke bedarf einer besonderen Berücksich- 
tigung: Die Punkte C und M liegen auf derselben Seite der Ge- 
raden AB; C und B auf derselben Seite der Geraden AM; es 
sind also B und M auf verschiedenen Seiten der Geraden AC; 
auf gleiche Weise folgt, da8 B und D auf verschiedenen Seiten 
von AC liegen, also M und D auf derselben Seite der Geraden 
AC. Nun liegt der Streckenzug D ... M ganz auf derselben Seite 
der Geraden AC, da die gegenteilige Annahme auf einen Wider- 
spruch führen würde, wie man leicht ersehen kann. Wir haben 
also bewiesen, daf der Streckenzug ACD ... MA ein konvexes Polygon 
ist, das mit P, bezeichnet werde. Wir werden nun beweisen, 
da der Streckenzug ABCD... MA ein konvexes Polygon P,,, 
ist, indem wir zeigen daB die im Satze XVIII erwähnten Punkte 
die Eigenschaften innerer Punkte besitzen. Diese Punkte sind 

1. Die Punkte der Strecke AC; 

2. Die inneren Punkte des Dreiecks ABC; 

3. Die inneren Punkte von P,. 

Es sei zunächst I ein Punkt der Strecke AC; die Gerade AC 
schneidet P,,, in À und C; da nun 1 zwischen diesen liegt, so ist 
I ein innerer Punkt, denn auch jede von AC verschiedene, durch 
I gehende Gerade schneidet die Kanten des Dreiecks und des Po- 
lygons P, in je einem weiteren Punkte; I liegt zwischen diesen 
zu P,,, gehôürenden Punkten und jeder Punkt der zwischen diesen 
liegt, ist ein innerer Punkt von P,,,. Es sei nun J ein innerer 
Punkt des Dreiecks ABC; jede durch Z gehende Gerade schneidet 
das Dreieck, und 1 liegt zwischen den Schnittpunkten; wenn diese 
auf den Strecken AB und BC liegen, oder einer mit einem der 
Punkte 4, B, C zusammenfällt, so sind sie Punkte des Zuges P,.,; 
alle Punkte zwischen diesen sind innere Punkte des Dreiecks, des- 
halb innere Punkte von P,,,; wenn aber einer dieser Dreiecks- 
schnittpunkte ein Punkt der Strecke AC ist, so schneidet die Ge- 
rade P, in einem zweiten Punkt, und deshalb auch P,,, in zwei 
Punkten, zwischen welchen Z liegt; alle Punkte zwischen diesen 
sind aber innere Punkte von F,,,. ŒÆEine ähnliche Betrachtung 


Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 8. 20 
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zeigt, daf die inneren Punkte von ?, auch innere Punkte von 
P,.,, sind. Damit ist der Satz bewiesen. 

Eine bedeutende Anwendung des eben bewiesenen Satzes ist 
der folgende: 

Satz XIX. Jedes Parallelogramm ist eine konvexe 
Curve. 

Ein Parallelogramm wird als ein geschlossener aus vier Strecken 
bestehender Zug ABCDA definiert, dessen Seitenpare AB und 
CD, BC und DA parallel sind. Auf diesen kônnen wir Satz XVIII 
sofort anwenden. Dieser Satz ist (S. 14) schon gebraucht 
worden. 

Die folgende Bemerkung gilt für Satz XVIII. Man kônnte nun 
glauben, daf ein ähnlicher Satz für alle konvexen Curven gälte. 
Dieses ist aber keineswegs der Fall, denn die folgende Behauptung 
ist falsch: Eine Curve, die in jedem ibhrer Punkte stetig ist und 
die in jedem Punkte mindestens eine Tangente hat, die ferner 
ganz im endlichen und auf einer Seite jeder Tangente liegt, die 
weiter zwei und nur zwei Tangenten hat, die jeder Geraden parallel 
sind, und die durch jeden Punkt eines Bereiches der Ebene zwei 
und nur zwei Tangenten zuläfit, ist eine konvexe Curve. Daf 
die Behauptung falsch ist, sieht man sofort am folgenden Beispiel: 
Es sei ABC ein Dreieck und es sei aus einem seiner Schenkel 
ein Punkt, der keine Ecke ist, entnommen. Die so entstehende 
Curve hat jede der erwähnten Eigenschaften, kann aber nicht konvex 
sein, indem kein Punkt die Eigenschaften der inneren Punkte besitzt. 


$ 7. Länge und Inhalt konvexer Curven. 


In diesem Abschnitt soll bewiesen werden, da8 jede konvexe 
Curve eine Länge und einen Inhalt besitzt. Die vorliegende 
Untersuchung wird wesentlich durch den Begriff des Konvex- 
sektors vereinfacht; derselbe wird folgendermafen definiert : 

Ein Konvexsektor ist eine konvexe Curve, die teils aus zwei 
Strecken, PA und PC besteht, die einen gemeinsamen Grenzpunkt 
P haben, und die in À eine der Geraden PC parallele Halb- 
tangente und in C' eine der Geraden PA parallele Halbtangente hat. 

Wir werden zunächst beweisen: 

Satz XX. Jede konvexe Curve kann in vier oder 
wWeniger als vier angrenzende Konvexsektoren 
zerlegt werden, und sogar auf unendlich viele Weisen. 

Zwei konvexe Curven mügen angrenzend heifen falls die- 
selben eine Strecke gemeinsam haben und auf verschiedenen Seiten 
der Geraden liegen, die diese Strecke enthält. 
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Es sei I' eine konvexe Curve. Wir ziehen irgend zwei pa- 
rallele Tangenten, die gewühnliche, Halb- oder Pseudotangenten 
sein dürfen; es seien dies die Tangenten in den Punkten À und 
B. Die Strecke AB gehôrt der Curve an oder liegt innerhalb. 
Jedenfalls gibt es zwei der Geraden AB parallele Tangenten, die 
respektiv die Punkte C und D berühren môügen. Wenn die Strecke 
AB der Curve angehôrt, so enthält eine dieser Tangenten die 
Strecke, andernfalls liegen sie auf verschiedenen Seiten der Ge- 
raden AB. Es seien endlich zwei Gerade, die den Tangenten in 
À und BP parallel sind, durch C und D gezogen, die die Gerade 
AB respektiv in P und Q schneiden môgen. Es schneiïden sich die 
Tangenten in À und C im Punkte R, diejenigen in B und C im 
Punkte $S. Die so gezogenen Geraden zerteilen die Curve I" all- 
gemein in vier Konvexsektoren, APC, CPB, BQD, DQ4A, von 
welchem jeder dem vorhergehenden angrenzend ist. Wie man so- 
fort sieht, ist der Rand des Sektors APC aus den zwei Strecken 
PA und PC und aus jenem Teil der Curve I' gebildet, der im 
Winkel APC liegt. Daf APC eine konvexe Curve ist, falls À, 
P und C nicht in einer Geraden liegen, erhellt aus dem Satz X. 
Wenn ausnahmsweise die Strecke AB der Curve I angehôrt, so 
liegt einer der Punkte C, D auf der Geraden AB, mithin einer 
der Punkte ?,Q auf derselben; es verschwinden in diesem Falle 
zwei der Sektoren, und I’ ist dann in zwei Konvexsektoren zer- 
teilt Da in besonderen Fällen die Anzahl ein, zwei oder drei 
sein kann ist ersichtlich. Es sei auch bemerkt, da À PC mit dem 
Parallelogramm ARCP zusammenfallen kann; wenn dies nicht der 
Fall ist, dann liegen alle Randpunkte des Sektors APC, die nicht 
zugleich Randpunkte des genannten Parallelogrammes sind, im Innern 
von ARCEP. 

Wir wollen nun einen einzigen Konvexsektor ins Auge fassen, 
und zwar unter der Annahme, da er nicht mit dem einschliefenden 
Parallelogramm zusammenfällt. Wir führen dazu eine Art von 
Koordinatensystem ein, das dazu geeignet ist, die Untersuchungen 
über Länge und Inhalt zu befôrdern. 

Da die Gerade PR die Curve l'schneidet, da weiter P ein innerer 
oder Randpunkt, À ein äuBerer Punkt von l'ist, so enthält die 
Strecke PR einen einzigen Punkt auf 1, der F heifen mag. Wir 
betrachten nur den Bogen AF von I. Es schneide eine durch F 
gehende, der Geraden AP Parallele, die Strecke AR im Punkte E. 
Es sei G ein Punkt der Strecke AE, und es sei AG mit x be- 
zeichnet ; man hat also 


AE T0, 
20 * 
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Eine durch G gehende der Geraden AP Parallele schneidet nach 
dem vorhergehenden den Bogen AF von I in einem eïnzigen 
Punkt H; es sei GH mit y bezeichnet, wobei 


AP>y>0. 


Der Punkt H des betrachteten Bogens hat also die Koordinaten 
x, y. Es sei H' ein zweiter Punkt des nämlichen Bogens mit den 
Koordinaten 2’,y', wobei x'=>x sei Wenn nicht y = y = 0 
ist, dann ist stets y 7, wie man sofort sieht. Man darf also 
über y, als Funktion der Veränderlichen x betrachtet, folgendes 
aussprechen: Die Funktion y ist im Bereich AË > x > 0, eindeutig, 
überall definiert, stetig, und nie abnehmend; und nimmt, wenn y 
von Null verschieden ist, beständig zu. 

Es sei nun } ein Punkt des Bogens AF und es sei y 0; 
man betrachte die Halbtangente von I' in H auf der Seite von 
A. Da H ein innerer Punkt des Parallelogramms ARCP ist, und 
da die Strecken PA und PC ganz auf einer Seite der betrachteten 
Tangente liegen, so schneidet diese die Strecke AR; es sei T, der 
Schnittpunkt; man bezeichne mit ®, das WinkelmaB des von den 
von T, ausgehenden Halbstrahlen 7, À und 7, H gebildeten Winkels 
RT,H; auf analoge Weise sei 7, der Schnittpunkt der Halbtan- 
gente in H auf der Seite von F mit der Strecke AR, und es sei 
#, das WinkelmaB (AT, H). 

Da alle Punkte von I, die nicht auf einer gegebenen Tan- 
gente liegen, auf einer Seite liegen, so folgt unmittelbar 9, = #.. 
Das Gleichheitszeichen gilt nur im Falle, daB H keine Ecke von 
T'ist, so daB die Halbtangenten zusammen fallen. Man betrachte 
nun einen zweiten Punkt H'(x',y") des Bogens AF, wobei 2 > x. 
Es sei L der Schnittpunkt der Sehne HH' mit der Strecke AR. 
Wie im vorangehenden beweist man auch hier: (RLH)Z=®,, 
wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die 
Strecke HH' der Curve l' angehôrt; wenn die Halbtangente in 
H', auf der Seite von À, die Strecke AR in 7! schneidet, und 
(RAT, H”) mit 9, bezeichnet wird, so hat man wieder 8! = (RLH). 
Es folgt also 9; Z 9,, wobei das Gleichheitszeichen wie oben dann 
und nur dann gilt, falls die Strecke HH' auf l'liegt. Es sei nun 
® als Funktion von x im Bereich, AE = x 20, folgender Weise 
definiert : 


x = 0 9 = 0 
AE >x>0 y—=0 ÿ = 0 
AE >x>0 y=0  H keine Ecke von TL 8 = #9, = #9 
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AE >x=>0 y=—0 H eine Ecke von T #9 — 5, 
x = AE d= p 


wo B der Wert von #, im Punkte Fist; es sei weiter « das Mal 
des Parallelogrammwinkels RAP; dann ist 8 < «. 

Von dieser Funktion 8 kann man folgendes nachweïisen: # 
ist eine überall in dem angegebenen Bereich eindeutig definierte 
Funktion von x, die gewiB unstetig ist für jeden Wert von x 
zwischen # und AE der eine Ecke von l' liefert; sie nimmt bei 
zunehmendem x beständig zu, falls (x,y) nicht auf einer Strecke 
von l liegt ist. 

Jetzt sind wir im Stande, 

Satz XXI. Jede konvexe Curve hat eine Länge 
zu beweisen. 

Wir gehen von der folgenden Definition der Länge aus‘): 

Eine Curve hat eine Länge ,wenn die Länge der ihr einge- 
schriebenen gebrochenen Linien bei unbegrenzter Verfeinerung der 
entsprechenden Teïilung der Intervalls a ...b (in der hiesigen Be- 
zeichnung O0... AE) stets dem gleichen Grenzwert zustrebt, 
einerlei wie man bei dieser Verfeinerung verfährt, und dann wird 
eben dieser Grenzwert als die Länge (der Curve) bezeichnet“. 

Wir bemerken zunächst, daf unmittelbar aus der Definition 
folgt: wenn B ein Punkt eines Bogens AC ist, und wenn die 
Bogen AB und BC alle beide Längen haben, so hat auch AC eine 
Länge, die gleich ist der Samme der Längen von AB und BC 
Um den vorliegenden Satz zu beweisen, reicht also hin, seine 
Gültigkeit für den Bogen AF zu zeigen. Die Länge der Curve 
T' ist durch eine Summe von hôüchstens acht solchen Bogenlängen, 
und weniger als acht Streckenlängen bestimmt. 

Wir beweisen also, da$ der Bogen AF eine Länge hat. Es 
seien H(x,y) und H'(x',y") zwei Punkte des Bogens, und += x; 
weiter seien G und G’ respektiv die Punkte (x,0) und (+',0); dann 
hat man nach dem Sinussatz immer 


HH' = GG'sin « cosec[« —(RLH)|; 


da nun 
D SChLA) 9" 


ist, so ist der Grenzwert der Summe der Streckenlängen HH' 
von À bis F bei beliebiger unbegrenzter Verfeinerung des Inter- 
valls AE gleich dem Werte des Integrals 


1) Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, II, 
3, Heft I, s. 20. 
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Bogenlänge AF — à *F sin « cosec (a — 9) dx. 
0 


Dieses Integral hat einen Sinn, da cosec (x — #) zwischen diesen 
Grenzen eine integrabele Fanktion von x ist. #® ist nämlich bei 
zunehmendem x eine nie abnehmende Funktion, « — # ist also eine 
nie zunehmende Fuanktion, und nimmt von « bis «—f ab; wenn 


x 1 : : s 
ie “= 5) so ist cosec (« — #) eine nie abnehmende Funktion 


von +, und daher integrabel, wie viel Unstetigkeiten sie auch 
haben mag); 

2. wenn a—BZT, so ist cosec(«—#) eine nie zunehmende 
Funktion von x, und daher integrabel. 

3. wenn « >5> a—B, so kann das Integral in zwei Teile 
getrennt werden, von denen jeder einen Wert hat, indem in einem 
dieser cosec (« — 9) nie zunimmt, im anderen nie abnimmt. 

Wir bemerken der Klarheit halber, daB die Bogenlänge AFC 
durch ein Integral 


AFC'= ex sin a cosec (œ — #) dx, 
0 


gegeben wird, obgleich cosec(æa—#) in der oberen Grenze un- 
endlich wird, wenn CÆ nicht eine Streckenhalbtangente des 
Konvexsectors APC ist; im anderen Falle ist dieses Integral 
kleiner als die Bogenlänge AFC. 

Wir beweisen jetzt 


Satz XXII. Jede konvexe Curve hat einen Inhalt. 

Herr Hilbert hat bewiesen?) — da jedes konvexe Polygon 
ein einfaches ist — 

1. Jedes konvexe Polygon hat einen Inhalt. 

2. Der Inhalt eines Parallelogramms ABCD, das einen Winkel 
von Masse « hat, ist gleich AB. BC.sin«. 

8. Ein konvexes Polygon, welches ganz im Inneren eines an- 
deren konvexen Polygons liegt, hat einen kleineren Inhalt als das 
letztere. 

Von diesen Sätzen gehen wir aus und stützen uns auf folgende 
allgemeine Definition ®) des Inhalts: 


1) Man siehe z. B. Goursat, Cours d'analyse, vol. I, p. 167. ‘ 
2) Grundlagen, Kapitel IV. 


3) Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, III, 8, 
Heft 1, 8. 60. 
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» Wenn ein endlicher ebener Bereich so beschaffen ist, daB die 
obere Grenze O der Flächeninbalte aller eingeschlossenen Bereiche 
von der vorher betrachteten Art (Polygone) mit der unteren 
Grenze U der Inhalte aller einschliefenden Bereiche dieser Art 
zusammenfällt, so nennt man den gemeinsamen Wert der beiden 
erwähnten Grenzen den Flächeninhalt des Bereiches.“ 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar: Wenn ein Bereich T° 
durch eine Gerade in zwei Bereiche getrennt wird, die auf ver- 
schiedenen Seiten dieser Geraden liegen, und wenn jeder dieser 
Bereiche einen Inhalt hat, so hat I' einen Inhalt, der gleich der 
Summe der Inhalte der beiden Bereiche ist. Demnach reicht es 
bin, um den vorliegenden Satz zu beweisen, zu zeigen, daf jeder 
Konvexsector einen Inhalt hat, da der Inhalt der konvexen Curve 
T° durch eine Summe von vier oder weniger als vier solcher In- 
halte hervorgeht. 

Wir betrachten jetzt einen Konvexsector S, der von dem ein- 
schlieBenden Parallelogramm verschieden sei, da nach (2.) ein 
Parallelogramm gewiB einen Inhalt hat. Es sei, wie in dem obigen 
Paragraphen, der Konvexsector mit APC, das einschliefende Pa- 
rallelogramm mit ARCP bezeichnet. 

Nun liegt jedes einfache Polygon, welches innerhalb S ist, 
auch innerhalb des Parallelogramms ARCP, und hat nach (3.) oben 
einen kleineren Inhalt; darum existiert eine obere Grenze O der 
Inhalte solcher Polygone; jedes einfache Polygon, welches S ein- 
schlieft, hat einen positiven Inhalt; darum existiert auch eine 
untere Grenze U der Inhalte solcher Polygone. Wir wollen be- 
weisen, da O gleich U ist. Da jedes innerhalb S$ liegende Polygon 
auch innerhalb jedes S einschliefenden Polygons liegt, so ist klar, 
da UZO ist. 

Es seien H(x,y) und H'(x',y') zwei Punkte des Bogens AC, 
und æ'=x; es seien weiter G,J,I respektiv die Punkte (x,0), 
(x,y'), (x, AP), und G',J',1l' respektiv die Punkte (x',0), (x',y), 
(x', AP); (man sehe die begleitende Figur). Wenn die Strecke 
HH' dem Bogen AC nicht angehôrt, so liegt die Halbtangente in 
H auf der Seite von H' im Winkel H'HJ"', und die Halbtangente 
in {' auf der Seite von H im Winkel HH'J', und daher schneiden 
sich diese Haibtangenten im Punkte ÆX innerhalb des Dreiecks 
HJ'H'; falls jedoch die Strecke HH' dem Bogen AC angehürt, 
so bedeute X irgend einen Punkt dieser Strecke. Nun hat man 
nach (3.) (s. 2b) die folgenden Inhaltsungleichungen: 


IHJ'l'ZIHKH'l'Z IHH'TZ IJH'I 
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P | Dsesel 8: 


A G Grn 


wobei das erste und dritte Gleichheitszeichen dann und nur dann 
gelten wenn y — y — 0, also nicht immer gelten; das zweite 
Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Strecke HH' 
dem Bogen AC angehürt. Aus diesen Ungleichungen hat man, da 


IHJ'T —1JH'I = JHH'J' 


ist, 

JHH'J' > IHKH'l'-IHH'I'Z0, 
wobei das erste Gleichheitszeichen nur gilt, wenn y = y = 0, 
also nicht immer, das zweite, wenn die Strecke HH' dem Bogen 
AC angehôürt. 


Es seien nun 
G, — À, G;, LE (pes G = R 


Punkte die die Strecke AR in n gleiche Strecken teilen; es 
schneide die durch G,(i—n) gehende zur Geraden AP Parallele 
den Bogen AC in H, und die Strecke PC in I; H, sei derjenige 
gemeinsame Punkt der Curve T° und der Strecke RC, für welchen 
y den kleinsten Wert hat, 1, — C; jede der Geraden H,H,,,, die 
S schneidet, teilt S in zwei konvexe Curven; demnach entsteht, 
wenn die n Strecken, H,H,... H,.,H, gezogen werden, ein kon- 
vexes innerhalb S liegendes Polygon von Inhalt p, wo 


n —1 
DE "Er H, Hs I, 


Jede Halbtangente in H,, falls sie nicht mit einer der Geraden 
AR, CR zusammenfällt, schneidet das Parallelogramm ARXCP und 
teilt dieses in zwei konvexe Polygone, von denen dasjenige, das 
auf derselben Seite der betrachteten Tangente wie LP liegt, S ein- 
schlieBt; demnach bilden die Strecken CP, PA, mit ihren End- 
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punkten, die Halbtangente in À4,AR, die beiden Halbtangenten 
in Hi(n >i0), diejenigen in H, wenn 4H, + C, oder, falls H= C, 
nur diejenige, die von der Seite von À herrührt, ein konvexes S 
einschliefendes Polygon von Inhalt q, wobei 


n — 1 
ve + 1,H,KH,;;1,;. 
= 0 


wobei À der Schnittpunkt der Halbtangente in H, auf der Seite 
von À mit derjenigen in H,,, auf der Seite von À ist. Falls die 
Strecke H,H., dem Bogen AC angehürt, nehmen wir für X irgend 
einen Punkt dieser Strecke. 
Es folgt aus den Definitionen von O und U 
JEU 0 EF, 
demnach 
g—p=U-0Z0. 


Nach dem vorhergehenden ist aber 


n —1 SSD. 
DUR A EEE ne 


SN x >q—9?. 
PR de?) 


FD EE 
n 


sna>U—-0Z0. 


Da n eine beliebige ganze positive Zahl ist, so ist U — 0. 
Da U zwischen p und Qq liegt, und da bei unendlich wachsendem 
n diese gleichen Grenzwerten zustreben, hat man 


Inhalt von $ = U = Lim(p) = sinaf e (AP — y)dx. 
n = D 0 


Da dieses Integral augenscheinlich einen Wert hat, denn y ist 
eine nie abnehmende und stetige Funktion von x, so kônnte man 
versuchen, den Inhalt durch dieses Integral zu definieren. Das 
geht aber nicht, denn durch eine solche Definition des Inhalts 
würde sein Wert von der Teilung in Konvexsectoren abhängig 
gemacht. 

$ 8 Schluf. 


Wir beweisen nur noch einen Satz, der vieles Interesse bietet, 
indem neue Klassen konvexer Curven dadurch bekannt werden. 

Satz XXII. Wenn eine konvexe Curve aus einem 
Punkt oder durch Parallelen derart auf eine zweite 
Ebene projiziert wird, daf keiner ihrer Randpunkte 
ins unendliche fällt, so ist die projizierte Curve 
wieder eine konvexe, und ihre inneren Punkte sind 


” 
00) 
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die projizierten der inneren Punkte der gegebenen 
Curve. 

Wenn Z zwischen C, und C, liegt, und wenn 1', C!, und C; 
respektiv die Projektionen dieser Punkte sind, so liegt Z' zwischen 
C; und C,, solange kein Punkt der Strecke C, C, ins Unendliche 
fällt. Aus dieser Tatsache geht der Beweis sofort hervor. 

Durch Anwendung dieses Satzes und der Sätze I, X, XI er- 
hält man folgende konvexe Curven: 

Jede Ellipse ist eine konvexe Curve; 

Jeder Kegelschnittbogen mit der entsprechenden Sehne ist 
eine konvexe Curve; 

Es existiert eine groBe Klasse konvexer Curven, die aus be- 
liebig viel Kegelschnittbogen bestehen. 

Es sollen zum SchluB noch zwei interessante verwandte 
Probleme erwähnt werden: 

1. Die Entwickelung einer Theorie konvexer Curven in einer 
Nicht-Euklidischen Ebene. 

2. Die Entwickelung einer Theorie konvexer Flächen und 
Polyeder. 

Das letztere bietet grofBes Interesse und ist in einigen Be- 
ziehungen den vorliegenden Untersuchungen eng verwandt, ist aber 
in Bezug auf Tangenten, Stetigkeit, Flächen- und Rauminhalt viel 
schwieriger. 


Harvard University, 
Cambridge, U. S. A. 


Über das Verhalten von £(s) und £,(s) in der Nähe 
der Geraden 6 — 1. 


Von 
Harald Bohr in Kopenhagen und Edmund Landau in Gôttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Juli durch Herrn D. Hilbert. 


Einleitung. 


Die Riemannsche Zetafunktion der komplexen Variabeln 
s — 6+ti ist in der Halbebene 6 = 1 durch die Dirichletsche 
Reïhe 


œ 
&(s) m2. 
definiert. Bekanntlich ist 
1 
(1) 3 re à 


eine ganze Funktion; dieselbe ist bei festem 6, => 1 in der Halb- 
ebene 6 > 6, beschränkt, wie aus 


LS À 
EOI<S = 4) 


hervorgeht. 

Aus der Riemannschen Funktionalgleichung für é(s) folgt 
in Verbindung mit Eigenschaften der Gammafunktion leicht, daf 
bei festem 6,< 0 in der Halbebene 6 = 6, die Funktion (1) nicht 
beschränkt ist. Landau‘) bewies im Jahre 1908, daf für jedes 


6, < die Funktion (1) in der Halbebene 6 = 6, nicht beschränkt ist. 


1) Beiträge zur analytischen Zahlentheorie [Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, Bd. XXVI (1908), S. 169—302], S. 265—266. 


e 
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Es war bisher für jedes 6, des Intervalls es 6, = 1 ein un- 


gelôstes Problem’), zu entscheiden,- ob die Funktion (1) in der 
Halbebene 6 = 6, beschränkt ist oder nicht. 

Es ist nunmehr Bohr gelungen, dies Problem vollständig mit 
dem unerwarteten Ergebnis zu erledigen, daB bereits in der Halb- 
ebene 6 > 1 die Funktion (1) nicht beschränkt ist. $ 1 des Folgenden 
rührt von ihm allein her und liefert diesen Nachweïis. Die späteren 
Paragraphen sind in gemeinsamen Besprechungen beider Verfasser 
entstanden; insbesondere rübren $ 2 und 86 von Landau her, an 
dessen frühere Untersuchungen über den Picard schen Satz sie an- 
knüpfen. Wir verdanken zwei Abhandlungen von Herrn Linde- 
16f?) die Môglichkeit, den Satz des $ 1 zu den merkwürdigen Fol- 
gerungen verwenden zu kônnen, die wir in dieser Arbeit darlegen 
werden. 

Wie gesagt, enthält $ 1 den Nachweïis, daB die Funktion (1) 
für 61 nicht beschränkt ist, und $ 2 einen allgemeinen Satz 
über analytische Funktionen, der mit dem Picardschen Satz in 
Zusammenhang steht und weiterhin eine wesentliche Rolle spielt. 

& 8 stellt fest, daf für jedes d 0 die Zetafunktion im Streifen 
1—-d0<6<1+0 hôchstens einen Wert ausläfft und sogar hüchstens 
einen Wert nicht unendlich oft annimmit. 

$ 4 enthält eine schärfere Fassung des Satzes aus $ 1. Bohrs 
Bemeismethode gestattet gleichzeitig zu beweisen, daB in der Halb- 
ebene 6 — 1 nicht einmal) 

£(s) = 0 (log log t) 
ist; aus $ 1 geht nur hervor, daB für 6 > 1 nicht 


&(s) = O(1) 
ist. 
In $ 5 wird bewiesen, daB auch auf der Geraden 6 — 1 nicht 
&(s) = 0 (log logt) 
ist. 


1) Vergl. Franel, Question 72 [L’Intermédiaire des Mathématiciens, 
Bd. 1 (1894), S. 25 und Bd. V (1898), S. 97] und Lindelüf, Quelques remar- 
ques sur lu croissance de la fonction £(s) [Bulletin des Sciences mathématiques, 
Ser. II, Bd. XXXII (1908), Teil I, S. 341—356], S. 355—356. 

2) Vergl. die in der vorigen FuBnote genannte Arbeit, S. 355—356, und die 
früher erschienene Arbeit: Mémoire sur certaines inégalités dans la théorie des 
fonctions monogènes ct sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le 
voisinuye d'un point singulier essentiel [Acta societatis scientiarum fennicae, Bd. 
XXXV (1909), No. VIL 55 S.], S. 35. 

3) Über die Bezeichnungen o und © vergl. Landau, Handbuch der Lehre 
von der Verteilung der Primzahlen [Leipzig und Berlin (Teubner), 1909], S. 59—61. 
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$ 6 enthält eine für das Folgende erforderliche Verschärfang 
des allgemeinen funktionentheoretischen Satzes aus & 2. 

In $ 7 wird das Ergebnis des $ 3 folgendermafen verschärft. 
Wenn «a und b zwei verschiedene Zahlen sind, so war in $ 3 fest- 
gestellt, da8 die Gleichung 
(2) (E(s)— a) (6(s) —8) = 0 
für jedes 0 —0 im Streifen 1—-0<6<1+0 unendlich viele 
Wurzeln enthält. 87 beweist die Existenz unendlich vieler Wurzeln 
der Gleichung (2) sogar im (Gebiete 

1 1l 
ES 1 Gers Uog log )° ? 
welches sich nach oben unendlich verschmälert. 

Die in $ 1 für £(s) angewandte Methode läft sich in $ 8 leicht 
zur Herleitung eines entsprechenden allgemeinen Satzes über Di- 
richletsche Reïhen mit positiven Koeffizienten benutzen. 

$ 9 wendet diesen Satz auf diejenige Zetafunktion £,(s) an, 
welche einem beliebigen algebraischen Zahlkôrper x (vom Grade 4) 
entspricht und auf Grund ihrer Definitionsgleichung für 6 > 1 re- 
gulär ist. Landau) hatte 1903 bewiesen, daf 


GES) — —. 


wo B eine vom Kôrper abhängige positive Konstante ist, für 


< 6 < 1 + 


bc regulär ist. Ob für einen beliebigen algebraischen 


Zahlkôrper die Funktion &,(s) über die Gerade 6 — E— fort- 
setzbar ist oder nicht, ist auch heute noch vüllig unentschieden. 
Um so merkwürdiger ist es, daB es im vorliegenden Paragraphen 
u. a. gelingt, zu beweisen: Die Funktion 6,(s) nimmt in der Halb- 
ebene HER Pre | entweder alle Werte an oder alle Werte mit einer 
einzigen Ausnahme. 


Satz I: Es liegt 


in der Haïbebene 6 = 1 nicht unterhalb einer endlichen Schrantee. 


1) Ueber die zu einem algebraischen Zahlkôrper gehôrige Zetafunction und 
die Ausdehnung der T'schebyschefschen Primzallentheorie auf das Problem der 
Vertheilung der Primideale [Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. CXXV (1903), S. 64—188], S. 81. 


20% 
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Vorbemerkung: Diese Behauptung ist offenbar identisch mit 
der folgenden: 
Es liegt F 
HO] 
de Label 
nicht unterhalb einer endlichen Schranke. 


Denn 
1) es ist 


im Gebiete 


ro | 


für 61, 0<t<1 beschränkt; 
2) in konjugierten Punkten der Halbebene 61 hat die 
Funktion 


1 rt 
|) — s—1 | +2 | È 27 À oi | 
denselben Wert; 
8) es ist 


in der Viertelebene 6 > 1, 4 1 beschränkt. 
Mit anderen Worten, es lautet die 
Behauptung: Nach Annahme einer positiven Zahl g gibt es 


ein 6, > 1 und ein {, = 1 derart, daB im Punkte s, = 6,+1,1i 
HOIET 
ist. 
Beweis: Wir betrachten die Zetafunktion auf der Geraden 
1 
6 = 1 LEE 


genau auf dieser Geraden werden wir einen Punkt mit den ver- 
langten Eigenschaften angeben. 

N sei irgend eine feste ganze Zahl = 1; wir werden später 
über dieselbe verfügen. Wir betrachten die Summe der ersten 
N Glieder der Reïhe 


1 
| 1 
e(1+7+4) = > ss Tee 


At n gt" 
d. b. den Ausdruck 
N N La 
1 « tilogn 
PES ED es 
n=1"# CA PELLE R=ANN 4g 
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Wir wollen zunächst die Existenz einer Zahl {> 1 feststellen, 
für welche die Amplituden aller Glieder, nämlich die N Zahlen 
—tlogi, —tlog2, ..., —tlog N, 
wenn man sie auf der Kreisperipherie, d. h. modulo 2x, betrachtet, 
zwischen + und F liegen. Diese Behauptung der simultanen 
Lôsbarkeit von 


[—élogl#2r2 2 


[—-tlg2-272,|<T, 


[—tlog N—2xa,|<+, 


d. h. von 
— log 1 1 
L 7 DE G 6 
— log 2 1 
DES 2, AT 
— log N PEL 
re 


in ganzzabhligen x,, x,, ...,«, nebst einem {= 1 ist richtig auf 
Grund des Kroneckerschen') Satzes: 

» Wenn N reelle GrôüBen «,,«,,..., «, und eine positive ganze 
Zahl q gegeben sind, so gibt es ein ganzzahliges ?) { Z 1 }übrigens °) 
sogar im Intervall 1<t<Q"} und N ganze Zahlen x,,4,,...,x, 
derart, daB die Ungleichungen 


| la |<, 


(3) 
| Léa, — x, | < ch 
q 


erfüllt sind“{). 


1) Die Periodensysteme von Functionen recller Variabeln [Sitzungsberichte 
der Kôniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1854, 
S. 1071—1080; Werke, Bd. III, Halbband I (1599), S. 31—46], S. 1073—1074 
bezw. S. 36—57. 

2) Die Ganzzahligkeit von £ gebrauchen wir nicht einmal. 

3) Dies werden wir in $ + verwenden. 

4) Diesen Satz hat Kronecker einfach so bewiesen : Man setze 4 — 0,1,2,..., 
g" und bestimme zu jedem x die ganzen Zallen y, (u), ..., yy(w) so, das 
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Wennt—1,=1t,(N)Z 150 gewäblt ist, da8 für n = 1,2,...,N 
| tlog n 2x à,| < À 
ist, ergibt sich für diese n weiter 


cos (— t, log n) > à 


2" 
Daher ist!) 
N 1 # e—totlogn N e—tilogn 
> 1 gr > 2h a I 
fin À ag té A1 n | 49 An 4 
= ) L J 1 
cos (—{, logn 
AD po pa 
Dates 04 n—ln | 4 
Hieraus folgt 
e 1 Ç 1 < 1 
Dre > 
sl, Tag ont pes À Rd 0? n2N+y LÉ 0? 
N CO N CO 
=5> il 1 Fe du 
2 17 1 2 Ai 
n= 1 1+4 nSN+1, 4 nt 4% 
1 N 
T 4 6 
ls er le “ ne du 
N#) N'9 N# 


ist. Wenn in Bezug auf jede Koordinate des N-dimensionalen Raums das Inter- 
vall 0 z-< 1 in die q Teile 


1 1 2 — 1 
O0Zz<—, ns SF)" 
q q q q 
getcilt wird, so müssen mindestens einem der so entstehenden g" Teilgebiete zwei 
zu verschiedenen « gehôrige Punkte (uœ, — y,,..., uæy—Y,) entsprechen. Wenn 


die positiv genommenc Differenz dieser beiden Werte von « gleich t gesetst wird, 
ist offenbar 144", und dic Ungleichungen (3) sind erfüllt. Diese Beweis- 
methode liefert offenbar (was wir in $ 8 verwenden werden), daB statt {=> 1 auch 
1 + vorgeschrieben werden kann, wo r irgend cine feste positive Zahl ist. Denn 
statt von w = 0,1,2,..., q" kann man natürlich von w = 0, z', 2r', ..., g"z' aus- 
geben, wo x’ irgend cine ganze Zalhl > ist. 

1) R(z) bedeute stets den recllen Teil einer komplexen Zahl z, %(2) den 
Koeffizienten des rein imaginären T'eils. 
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Zu jedem ganzen NZ 1 gibt es also ein solches #, > 1, daf 


e(i+7+i) [2 e 
N #9 
ist. 
Nun wählen wir N — N{(g9) so, daB 
2 — : > 1 
N4 


ist. Dann ist für das obige &, = £,(N) = t,(g) 


Je(+ ag +ni) 


womit der Satz I bewiesen ist. 


7 9); 


$ 2. 
Satz IT: Es sei die Potenzreihe 
F(s) = a,+a,.(s—s,)+a,(s—s,) + :-- 
für |s—s,| <r konvergent und in jedem Punkte dieses Kreises + a 
und +b, wo a und b zwei verschiedene Konstanten sind. Es sei 
ferner 
|&|= 4 
und 
0<#<1. 


Dann ist für |s—s,| = 8r 
|F(s)I<S = &(a, b, 8, À), 


wo & nur von den dahinter in der Klammer stehenden Grüllen a, b, 
9, À abhängt, d. h. von 5,,r,a,, a,,a,, ... unabhängig ist). 


1) Herr Schottky (Über den Picard’schen Satz und die Borel’schen 
Ungleichungen [Sitzungsberichte der Kôniglich Preufischen Akademie der Wissen- 
schaften, Berlin, Jahrgang 1904, S. 1244—1262], S. 1255—1256) hat entdeckt : 
Bei festen a, b, #, a, existiert ein © — @ (a,b,#,a,) derart, da jede für |s—s | <r 
reguläre und von a, b verschiedene Funktion 

F'(s) = & + (8-80) +: 
für |s—s,| < ®r die Ungleichung 
|F(s)| <8& 
erfüllt. Hierfür wurden dann von ihm selbst und anderen mehrere modifizierte Be- 
weisanordnungen angegeben. Im Texte wird die von {lerrn Carathéodory her- 


rührende, von Landau (Über den Picardschen Satz [Vierteljahrsschrift der 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Lleft 8. 21 
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Für konstante a, b, 9, À ist daher & eine absolute Konstante. 
Vorbemerkung: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf 
beim Beweise | 
S=0, r=1, a=0, b = 1 
angenommen werden; denn sonst hat man nur 
S—s, = F2 
zu setzen und die Potenzreihe in z 


_ F(s)-a _ a,-a a, 
14e eut ve) be alé 0 a TETeT 


za betrachten. 
Es sei also 
F(s) = a,+a,s+:. 
für |s|<1 konvergent, + 0 und +1; es sei ferner 
|&1= À 
und 
0<9<I. 


Zu beweisen ist: Für |s| = # ist 
|F(s)1<&R = &(9, À). 

Beweïis: Nach Voraussetzung ist zunëäcbst F(0) = a, von 0 
and 1 verschieden. Es sei J'(x) die bekannte elliptische Modul- 
fanktion und 

(y) + G+t(y—a)+::: 
ein so gewählter Zweig der zu J(x) inversen Funktion, daf c, dem 
Bereich 

NT, 2 ah COTE 
angehôürt. 

Wegen 

|&|= À 
ist nach bekannten Eigenschaften der Modulfunktion 
J(Q) = SU) = AÀ,, 


wo À, bei festem À absolut konstant ist; überdies ist 
Le > 
J(c, a 2 V3. 


Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, Bd. LI (1906), S. 252—318], S. 271—273) 
seinerzeit ausfübrlich dargestellte Beweisanordnung dazu benutzt, um die nicht 
selbstverständliche und für unseren Zweck wesentliche Tatsache zu konstatieren, 
daB, wenn a, im Gebiete |a| < À variabel ist, ein endliches & gleichmäBig für 
alle diese a, gewählt werden kann. 
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Aus unserer Voraussetzung 
F(s) + 0 und + 1 für |s| <1 
folgt, daf die Funktion 
G(s) = o(F(s)) = c,+ca,s+... 
für |s|< 1 regulär ist und positiven imaginären Teil hat. Wenn 


nun €, die zu c, konjugierte komplexe Zahl bezeichnet, ist die 
Fanktion 


G(s)—e, 


H(s) = FE — d,s+d,s +... 
für |s|< 1 regulär und genügt ebenda der Ungleichung 
| H(s)| < 1. 
Weil H(s) im Punkte s — 0 verschwindet, ist 
Ho 
E 


für |s|<1 regulär. Nun ist bei festem positivem pe <1 für 
o<|s| <1 


EURE 
s (4 
daher ist für |s|<1 
H(s) | 1 
FE 
s 9 
da dies für alle positiven og < 1 gilt, ist für |s| <1 
| H(s) | = 1, 
s 
|H(s)1= 15]. 
Insbesondere ist für |s| = ® 
| H(S)1£ $. 


Nan ist für |s|=® 


c,— ë, H(s) 1+ H(s) 


MODES EE (0 SN C7: CN 
al 
x 1+ H(s) 1+ H(s) 
(66) = 308 (T7) < 30) | re 
29) SAS — À, 


wo À, (sowie in der Folge À, und À,) nur von À und #& abhängt. 
PAS 
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Andererseits ist, wenn 

H(s) = @(s)e7 0) — 96 
gesetzt wird, wegen @ = ÿ 


R 1 + H(s) R(jtoomptinne) LU. 1—0@° 
a im 1 — © cos p — @i sin y 1—20 cos p + @° 


1-0 1-0 1-9 


a == 
—1+20+0 — 110 2 ’ 
also 
JE 1-2 1 
HGG)> 90) ZE LE = 
Da nun die Modulfunktion J(x) im Streifen 
1 
À Ve A, 


absolut genommen unterhalb einer festen Schranke À, liegt, ist 
für |[s| <= 8 


|F(s)1 = |J(G(s)1< 4, = &(9, 4), 


womit der Satz II bewiesen ist. 


& 3. 
Satz III: Es seien a und b zwei beliebige verschiedene komplexe 


Konstanten und Ô, x zwei positive Konstanten. Dann gibt es im 
Gebiete 
1—0<6<1+b, 1>7T 


“mindestens einen Punkt s, für welchen 


(G(s)— a) (Ets) —8) = 


ist ?). 


1) Herr Lindelôf hat in seiner auf S. 804, Anm. 2 genannten Arbeit (S. 35) 
zuerst die Existenz einer Zahl 0, festgestellt, für welche das Gebiet 
59 — À 6 69 + Ô, Lx 
eine Wurzel (d. h. unendlich viele Wurzeln) der Gleichung 


G(s) — a) (8(s) — b) — 
enthält. Er konnte aber nur 4 Æ 6, < 1 beweisen, nicht o, bestimmen, während 
die vorliegende Arbeit o, — 1 ergeben hat. Die Methode, durch welche Herr 
Lindelüf die Existenz jenes 0, entdeckt hat, ist kurz folgende. Es ergibt sich 
leicht die Existenz eines «, des Intervalls 4 <= 6 = 1 derart, dal 0 Fr Ve 


1] 
für jedes 8 => 0 in der Halbebene 6 => 6, + © beschränkt, dagegen in der “Halb. 


ebene 6 > 0 — à nicht beschränkt ist. Von diesem o, führte er den obigen Nach- 
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Vorbemerkung: Damit ist bewiesen, daB die Fanktion é(s) 
im Streifen 
1—-d<6<1+0 
mindestens einen der beiden Werte a, b unendlich oft annimmt. 


Es ist damit sogar bewiesen, daf für alle c mit hôchstens einer 
Ausnahme die Gleichung 


6(s) = c 
eine unendliche Folge von Wurzeln s,,5,,... besitzt, für welche 
limRt(s,) = 1 
ñn = © 
ist. 


Beweis: Gesetzt, der Satz sei falsch. Dann wäre für 
1—d0<6<1+0,{t>7T beständig 


&(s) + a 
und 
6(s) + b. 
Wir wenden den Satz II nun an auf: die Funktion 
F(s) = 6(s), 
den Puankt 
S = 1104, 
Wo {ZT LE ist, den Kreis 
20 
IS —8,| < A r 
und die Zahlen 
1 
Ÿ == D? 
Ô 
n = e(i+s). 


Die Voraussetzungen des Satzes II sind, da jener Kreis dem Ge- 
biete 1—0<6—<1+0, {7 angehürt, offenbar erfüllt, insbe- 


weis auf Grund allgemeiner funktionentheoretischer Sätze, welche eine Fortführung 
der Landau-Schottky-Carathéodoryschen Fragestellungen sind. Doch 
bedarf es der Einführung jener neuen Lindelüfschen Gedanken für unsere 
Zwecke nicht. Es genügt uns hier der unmittelbar aus den älteren Carathéo- 
doryschen Formeln ableitbare Satz Il; ebenso wird uns spâter in $ 6 der aus 
den älteren Landauschen Formeln zu schlieBende Satz VI genügen. 
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sondere die Relation 


|&1= À 
wegen ; 
- 1 | 1 
(] 
1E(S)| = D  e 1 ô = 4145) 
n —1 bu nel 4 NT 
Der Satz IT ergibt also für |[s—s,| = 9r — #, d.h. insbesondere 


auf der horizontalen Strecke s = 6 +ti, 1 = 6 = 1 + _ die Ab- 


schätzung 
HO 1<8(a b se e(1+5) = à 
L' D) 1 3 ) 


wo & eine absolute Konstante ist, da ja a, b und 0 fest zu denken 
sind; d.h. & hängt von 6 und f nicht ab, wenn nur 


1=os Tete 
ist. 
Also wäre die Funktion £(s) für 
leo. 1>1 


beschränkt, folglich in der ganzen Viertelebene 
Gt, AT 


beschränkt, im Gegensatz zum Satz I. 
Damit ist der Satz III bewiesen. 


& 4. 


Satz IV: Es gibt eine positive Konstante K derart, dafj die 
Ungleichung 


|£(s)| > + log log ! 


bei jedem gegebenen + im Gebicte 8 > 1, t > 7x eine Lüsung s, = 6,+t1 
besitzt. 

Zum Baspiel hat K = 9 dicse Eigenschajt. 

Vorbemerkung: Dieser Satz läfit sich kurz so formulieren: 
Es ist in der Halbebene 6 > 1 nicht 


£(s) = 0 (log logt). 
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Beweis: r darf = 1 angenommen werden. 
Wir wählen eine positive ganze Zahl g so, daB für 61, 


LES 
IROIET 


ist. In $ 1 war bewiesen: Es gibt für jedes ganze NZ 1 ein f, 
derart, daf 


LEMEGT 
und 
1 \ | 6 
Efira +ni) > SRE 
N “9 
ist. Wir setzen jetzt 
N = 6%: 


dann haben wir ein #, — t,(9) derart, daB 


4 
1<t, < 667 
und 


1 
| e(i+ +—— +6 si] | > 9 
ist. Wegen der Definition von g ist hierbei eo ipso 


LU TS 
Aus 
49 
1<r<t, <66 7) 
folgt 
log {, = 6“? log 6, 
log log t, = 4g log 6 + log log 6 < 89 + 1 = 9, 


> % log logé, 


His 41) 


womit der Satz IV bewiesen ist. 


> & log logt,, 


$ b. 
Satz V: Es ist 
lé@+ti)] 
pen Po log log t | 
genauer 
Him a sup - LE 
log logt — = É 


wo K die Bedingung ie Satzes IV erfillt. 
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Beweis: Angenommen, der Satz sei falsch. Dann gäbe es 


ein Fe derart, daf von einer gewissen Stelle an, d.h. für 


alle {> 7, 
[£A+ti)|<hloglogt 
ist. T kann dabei => 3 angenommen werden. 
Diese Annahme wird zu einem Widerspruch mit dem folgenden 
Phragmén-Lindelüfschen!) Satze führen: 
» Es 8ei 6, < 6,; es sei eine analytische Funktion f(s) auf den 
drei Strecken 
1) 6 — On =, 
2) o—0, tZt,, 
3) t 0, <6<6, 
regulär und beschränkt; es sei dort |f(s)| Æ C; es sei f(s) in dem 
dazwischen liegenden unendlichen Grebiet 


SS 


H<I<E, 1>i, 


regulär und für wachsendes é gleichmäfig O(#), wo b eine Kon- 
stante bedeutet. Dann ist auch im Innern des Gebietes 
IF(s)1= C.* 
Wir werden sehen, daB die Voraussetzungen dieses Satzes für 
folgende Funktion im Gebiete 1<£6< 2, {27 erfüllt wären: 


SP É) ce 
IS log logs s+7y'’ 


hierbei bezeichnet loglog s den in der von 1 bis — co längs der 
reellen Achse aufgeschnittenen Ebene regulären Zweig, welcher 
für reelle s > 1 reell ist, und y ist eine derartige?) positive Kon- 
stante, daB auf den beiden Begrenzungsstrecken 6 — 2, 47 und 
t— 1, 1<0<2 


IFI< A 


ist. Auf der dritten Begrenzungsstrecke 6 = 1, {ZT wäre nach 
der gemachten — zu widerlegenden — Annahme 


|£(s)|-< À log log t; 


ferner ist für o = 1, {Z=7% (übrigens auch für 1=<6<2,tZ>7r) 


1) Sur une extension d'un principe classique de l'Analyse et sur quelques 
propriétés des fonctions monogènes dans le voisinage d'un point singulier [Acta 
Mathematica, Bd. XXXI (1908), S. 381—406], S. 382. 

2) Eine solche Wahl ist natürlich müglich. 
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Hoglogs|Z A log logs = log|logs|Z log ( logs) 
= log log{s|=>loglogt 


und 
[sl =Io+til<|o+y+til = |s+yl]; 
daher ist auf der Strecke 6 = 1, {=75 
hloglogé 
ROIS = 


Also ist auf dem ganzen Rande des Gebietes 1 <6<2, ZT die 
Fuanktion f(s) regulär und 

ROIS 
Im Innern dieses Gebietes ist f(s) auch regulär, und zwar ist 
wegen 


oh £(s5) = 0 
FO = 0er +) = 00. 


Der Phragmén-Lindelüfsche Satz ergibt also auch im Innern 
des Gebietes 
FOIE», 


d. h. 
(4) HOIEL 


Nun ist aber im Innern des Gebietes gleichmähig 


lim HMoglogs| 1 


#=x loglogt 
Denn zu der vorhin festgestellten Ungleichung 


EX og log s | 


log log s| => log log t 
kommt noch folgende Abschätzung nach oben hinzu: Es ist 


ee s dlog log « " s du 
loglogs — logloglsl+ f° Me = log logls+ f Ra 


wo das Integral längs des Kreises |u| = |s| von |s| bis s erstreckt 
wird. Hieraus folgt 


1 
]log log s[< log log (2 +é) + S LlIRerst — log log {+ 0 (1). 


Der Quotient der rechten Seite von (4) durch log log { hat daher 
im Intervall 1<0<2 für { — co gleichmäfig den Limes k; also 
wäre gleichmäfig im Intervall 1 < 6 < 2 


en 
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g Fe Arme 
dies gälte also auch gleichmäfig für o = 1, was einen Widerspruch 
zum Satz IV darstellt. 

Damit ist der Satz V bewiesen. 

Zusatz: Ein Blick auf diesen Beweis lehrt, daB auch für jedes 


lim DES A on = 


feste 6, des Intervalls ze <6, <1 


LC +4) = 1 
AE eUp loglogt — K 


ist. Dies ergibt sich wôrtlich ebenso, wenn man nur statt 


1<6<2 überall 6, <e6<2 nimmt. Für 0,< ist die Relation 


2 
éG+#)l 
Has P'loglogt — 
und schärferes bekannt !). 
Folgerung: Aus der bekannten, für 6 0 und jedes mZ>1 
giltigen Formel 
LUS 1 d "TT (u—n)du 
On ee D 


n n=m 
ergibt sich auf der Geraden s = 1+#i, wenn {2 1 ist, 


CE AE ES . 2 f“T'(u—n)d 
JU 28 RE J _. 


EA+6)— à xls EE 


Jet FHUPERE ms = os 


daher ist 


1) Denn, wäre bei einem 6, # 


£(oy +ti) = O(loglogt) 
oder auch nur 


E(a, + ti) = 04%), 


so würde aus der Riemannschen Funktionalgleichung bekanntlich 


EG —0,+1) = o(8—%) 0%) = 0 (1) 


folgen, was nach einem Satze von Landau (vergl. S. 264—266 der auf S, 1 
zitierten Arbeit) unmüglich ist. 


21 
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tel 


6 (1 + ti) = 2 nn +0() ) 
und Satz V lehrt, daf nicht 
MIT 
2 ni Fr O(1), 
ja sogar nicht 
+ RS | 
2, ja = 0(log log t) 


ist. 
S 6. 


Hilfssatz 1: Es gibt eine absolute Konstante c derart, dafj die 
Modulfunktion J(x) von x = u + vi der Ungleichung 


À 1 
[JT | < +) 


für alle x des Existenzbereiches v > 0 genügt. 
Beweis: 1) Es sei 


Wenn 

= £ 
gesetzt wird, hat bekanntlich die Modulfanktion J(x), als Funktion 
von z betrachtet, für z — 0 einen Pol erster Ordnung und ist für 
0O<}2|<1 regulär. Wegen 


= 3 
ist 
O<|z| ss 2x0 — nr \3 

also 
c[v + — 
J@I< = em ee 2e | d 

2) Es sei 
O<v< + VS 


Es werde eine Substitution k î) mit ganzzahligen Koeffizienten 


1) Aus dieser Formel geht bekanntlich die zur Zeit bestmôgliche Abschätzung 
von |£(1+ #)| nach oben hervor: 


t 
EG+HIS à = + 0() = logé + 0(). 
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und der Determinante 1 so bestimmt, da8 


ns ax + B 7; 1: 
= Pa +0 = u +v1 
dem Bereich 
#21 -5<r<S 
angehôrt. Dann ist 
v'Z VB; 
ferner ist 
ER 
ms | 
denn in 
7: g(stots) JR MT DEP N 
y (u+ vi) + à (yu +0) + y'v° 


ist der Nenner rechts, weil y und Ô nicht beide 0 sind und v<1 
ist, =v. Wegen 
JT) = J(x) 


ist daher nach dem ersten Falle 
= e(o + 3 


J@I<e* <e° <e 
Hilfssatz 2: Es gibt eine absolute Konstante B, so dal für jedes 
æ — u+vi des Bereiches 


(6) FER 
die Ungleichung 


1 ï 


SR UE 
5 == 5; v>0 


S (a) = v£B log(|J(x)|+2) 
besteht. 
Vorbemerkung: Dieser Hilfssatz läft sich auch so formulieren: 
Es sei a, eine beliebige von O und 1 verschiedene komplexe Zahl, 
und ©, — o(a,) habe die Bedeutung aus $ 2. Dann ist 


3 (c) = Blog (|a,|+ 2). 
Genau in dieser Form werden wir den Hilfssatz später verwenden. 
Beweis: J(x) hat, als Funktion von z — ec betrachtet, im 
Punkte z — 0 einen Pol erster Ordnung und ist für 0O<|2|<1 
regulär. Daher ist für 0<|2| ÉEXSE d. h. für v = 548, also 
gewiB im Bereiche (5) 


27v 
1 e 


BE ne. 


1 


I J(&)1+2> 


wo B, eine absolute Konstante bezeichnet. Daraus ergibt sich 
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2xv < log B, + log (| J(x)|+ 2), 
3) = v < B log (|J(x)|+2) 
wie behauptet. 
Satz VI: Es sei die Reihe 


F(s) = a,+a(s—s)+e. 


für |s—s,|<7r konvergent, + a und + b, wo a und b zwei ver- 
schiedene Konstanten sind. Es sei 


0<9<1i. 
< ÿr 


Æ 


Dann ist für |s—s, 
Dlog (|ao| +2) 
FC) er drap 
wo D = D(a,b) bei festen a, b eine positive absolute Konstante ist, 
d. h. nicht von 5,, r, ®, a,, a,,... abhängt. 

Vorbemerkung: Dieser Satz enthält natürlich den Satz II. 
Wie beim Beweise des Satzes IT darf ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit 

nm UT rl, ad el0n D = 1 
angenommen werden. 

Beweïs: Aus unserer Voraussetzung 


F(s) + 0 und + 1 für [s| <1 
folgen wie beim Beweise des Satzes II für die dort mit G&(s) be- 
bezeichnete Funktion im Gebiet |s| = ® die Ungleichungen 


3) < 3 (6 (0) < 3) 


Hierbei ist 4 
5 
st) = 
und nach dem Hilfssatz 2 
SJ (c) = B log (| a, |+ 2). 
Wir bekommen daher 


ao <s(e)<2Ble0le+9 


1—9 4 
also nach dem Hilfssatz 1 
1 
c[I(G) + 
LF(9| = | su) 
(ÉTE Ds - D log (|&| + 2) 
7 1— 9 V3(1—#) le 1— © 


? 


wie behauptet. 


24 * 
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& 7. 

Satz VIL: « und b seien zwei gegebene verschiedene Konstanten. 
Dann gibt es eine positive Zahl « = a(a, b) mit folgender Eïigenschaft. 
Zu jedem rt 3 gibt es einen Punkt s — d+ti, welcher dem Gebiete 
1 


> RÉ 
(6) t2r 1 (log log t)“ 


1 
” (loglogt)* FF at 


angehôrt und die Gleichung 
(E(s)— a) (E(s)—b) = 0 
erfüllé. 
Mit anderen Worten: Diese Gleichung hat im Gebiete 


+ ARS À <6<1+ 


À 

og log #)* og log #)* 
unendlich viele Wurzeln. 

Übrigens wird sich zeigen, daB in diesem Satze « — _ sein 
kann, wo D — D(a, b) eine dem Satze VI genügende Konstante ist. 

Beweis: Es sei « — 3D'° > 3, und es werde angenommen, 
daB im Gebiete (6) beständig 

((s)— a) (E(s)—6) + 0 

ist; daraus wird sich ein Widerspruch ergeben. 


Wir kônnten nämlich für alle 42 r,, wo r, eine gewisse Zahl 
> t ist, den Satz VI anwenden: Auf 


1 1 
FORCE CS 4 (log log t)* RER 2 (log log t)° ? 
1 
Di— 2° 


Das geht für alle £Z7+,; denn alle Punkte w+vi des Kreises 
|s—5,|<<r gehôren für t ZT, dem Gebiete 


1 
> SR —_— 
VUE (log log v)* SE (log log v)* 
an. Sie genügen ja den Ungleichungen 
1 1 

Goes log "Mel 

Rp ce à 

— Afloglog® 4 (log log t)* 


und für alle hinreichend grofen t ist erstens 
214% 
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1 

de © (log log t)* = 
zweitens 
1 1 
1 — << 7 
L à 4 (log log t)* ” 
(log lg (e Fe (log log #)* ) 
drittens 


1 


RIT 
(le log (++; (og log )° ) 
Für {> r, liefert also der Satz VI speziell im Punkte s = 1+#i, 


3 
PA 4 (log log t)* LS 


der gerade den Abstand 9r — ___ von s, hat, die Ab- 
(log log é) 
schätzung 
D log (| £ (80) | + 2) ps 1 NÉ 
ES pen 72 BE + © + ti) | +2 
|é(+ti)| <e lee ET ( 4 (log log t) ] ) 


2D log (e (1 h nes hs 2) 


Für alle hinreichend grofen t{ (für éZ r,) ist nun 


<e 


1 
+ ren) +2 < 6008 log 0) ‘ 


Für alle hinreichend groBen t (für éZr,) wäre daher 


del as ti) | mi e2D log (5 (log log t)®) ss 821 (log log DE 
Fs wäre also wegen 2Da — 2 < 1 


£(L+ti) = o(log logt), 
im Gegensatz zum Satze V. 


Damit ist der Satz VII bewiesen. Er liefert natürlich u. a. das 
Korollar: Im Gebiete 


1 


1 
DS mptgtgt 9 À gghogr 


nimmt die Funktion E(s) entweder jeden Wert unendlich oft an oder 
jeden Wert mit einer cinzigen Ausnahme unendlich oft an. 

In der Tat ist zu jedem « => 0 ein t so bestimmbar, da das 
Gebiet (6) dem Gebiete (7) angehôrt. 

Diese Resultate erscheinen uns hôchst bemerkenswert. Wir 
wollen aber zur Vermeidung von Mifverständnissen besonders 
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hervorheben, daf dadurch nicht die Riemannsche Vermutung 


E(s) + 0 für 6>3 
widerlegt ist. Denn der in dem obigen Korollar vorkommende 
hypothetische Ausnahmewert kônnte ja vorhanden sein und ge- 
rade gleich O sein. 


$ 8. 
Satz VIII: Es sei in der Dirichletschen Reihe 
f(s) = =it m5 
für alle n 
a, =0 


Sie môge eine im Endlichen gelegene Konvergenzgerade 6 = n haben 
und im Punkte n divergieren. T sei irgend eine positive Grülle. Dann 
ist die Funktion f(s) in der Viertelebene 6 > n, t ZT nicht beschränkt. 

Vorbemerkung: Ohne Beschränkung der Allgemeïinheit darf 
beim Beweise 7 — 0 angenommen werden, da man sonst nur 
nôtig hat, 

+ on Le CEE 8! 
zu setzen und die Reiïhe 
n viens 
9 (s’) TE D n°’ 
zu betrachten. 

Die Behauptung lautet also: Nach Annahme eïner positiven 
Zahl g gibt es ein 6,0 und ein {, + derart, daf im Punkte 
s, = 0,+1,1 
| HOIET 
ist. 

Beweis: Aus der ee Divergenz der Reïhe 

(ce) 
nt n° = à na 


folgt die Existenz eines ganzzahligen positiven M, für welches 


M 
24 = 09 
n=1 
ist. Nunmebr wählen wir ein 6,0 derart, daf 


æ 


—- > 44 
n=]1 n° 
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ist, was aus Stetigkeitsgrinden môglich ist. Wir wählen nunmehr 
ein ganzes NZ M so, daf 


ao 
LA 


<g 


n= N+1 n° 
ist. Wegen N> M ist dabei 
2 
n=1l n 0 


Die am SchluB der Fufnote 4 auf S. 307 gemachte Bemerkung 
gestattet uns, ein {, = t und ganze Zahlen x,, ..., x, so zu wählen, 
daf die N Ungleichungen 


|—t, logn—2xx,| < 


Feis 
3 
erfüllt sind. Alsdann ist für # — 1,2,..., N 


GUN, 2%, M) 


cos (—t, log n) — _ 


daher ergibt sich im Punkt s, — 6,+4,i 


FA EEE NE sm ANSE 
à n=1 HU PU art dt 1 ae de n=N+1 n° + toi 
+: TT $ CPI PO nt à 
x n =] n° + tot n=N+1l n° 2 n=1 n° n=N+1 n° 


1 
> 5 '49—9 = ÿ, 


womit der Satz bewiesen ist. 


$ 9. 

Es sei x ein fester algebraischer Zahlkôrper £ten Grades; es 
sei £,(s) die zugehôrige Zetafunktion, welche für 6 1 durch die 
Dirichletsche Reïhe 

(ce) 
&(s) = > 


n=1i n 


F(x) 


8 


definiert ist, wo F{(n) die Anzahl der Ideale des Kürpers mit der 
Norm » bezeichnet. Es gibt bekanntlich eine positive Konstante 
B derart, daB die Funktion 

B 


£,(S) — Fu} 


für c—1— = regulär ist. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1910. Heft 8, 22 
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Es gelten nunmehr die folgenden Sätze. 
Satz IX: Es liegt 


6, (8) — ME 


in der Halbebene 6 => 1 nicht unterhalb einer endlichen Schranke. 
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz VIII, da beständig 
F(n) 0 
ist und die Reïhe 


bekanntlich divergiert. 
Satz X: Es seien a und b zwei beliebige verschiedene komplexe 


Konstanten und Ô, tr zwei positive Konstanten, von denen d = au sei!). 
Dann gibt es im (Gebiete 
1—-d<o<1+Ùd, t>7 
mindestens eine Wurzel der Gleichung 
(6. (s) — a) (6,(s) —2) = 0. 
Beweis: Wôrtlich wie bei Satz III. 
Satz XI: Es ist in der Halbebene 6 > 1 nicht 
&(s) = 0 (log log t). 
Mit anderen Worten: ÆEs gibt eine derartige positive Zahl K, 
daff die Ungleichung 
| 6, (8) > + log logé 


bei jedem gegebenem Tr 1 im Gebiele 6—1,t=>7T eine Lüsung 
8, = 6,+ tt besitet. 
Beweis: Wenn 


H(& = Ÿ F(n) 
n=1 
gesetzt wird, so ist bekanntlich für alle x Z1 
Er < H(x) < Tax, 


wo y und T° passend wählbare positive ganze Zahlen bedeuten. 


1) Dies sagen wir, damit der Streifen 1—0<o<1+ 0 sicher dem 
Existenzgebiete der Funktion £,(s) angehürt. 
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Wir bestimmen eine positive ganze Zahl g so, daB für 6 => 1, 
t TP 


EAOÏIET: 


st. Wir betrachten nunmehr die Funktion £,(s) auf der Geraden 


1 
A? La eme 
49 


N sei eine positive ganze Zahl, über die wir noch verfügen 
werden. Wie beim Beweise des Satzes IV ergibt sich die Existenz 
eines positiven £, derart, daf 

1£i = 6" 
und 
N 


Dé e 


n=1l}» 


De 
HE 
ist. Hieraus folgt 


ë.(1+ RL) 


OC 
>. F(n) 
1+ hé 


n=1} 
N 
> F(n) ns 
es 1 
OO 
ny OT D F(n) 
F I 
n= 1}, n<N+14 49 
N CO 
L° NS H(n) — H(n —1) D H(n)— H(n—1) 
UT do WA A 
n=1 PL n=N+I1 n°7 %y 
1 1 1 H(N) 
OPERA TI AE 
n—=1 n 49 (n+1) T9 / on Ÿ 9 
- 1 1 H(N) 
DS One cie ire 


1+-— 1+-— 1 + —— 
n=N n n #90 (n +1) 379 N 59 
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1 1 1 
> 5 OH — 5 —— —— 
ÿ lp l+-— 
n = 1 n Y9 (n +1) V9 
> 1 1 
_ Tn re ï 
n = F: 4yg (n +1) 4yg 
N—1 1 
— rli+) Ÿ +1) dé: du . 
7 2y 4yg + —— 
n —= u 
[ee] 
fra)>s f — 
F 4yg 1 
4yg na x pes 7) 
N—1 
EE 1 udu 
> + Re 1 
Fer) ne 
4 79  J, er 
se n+1 
ud 
DT 
V9 = 7 
n=N V» u 4yg 


| 
si 
Dur 
+ 
#|- 
— 
2 
+ 
#|_ 
are 
—, 
à 
+ |e 


N 479 


1 2416 


Nunmehr setzen wir 


N = (2+417»"; 
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dann haben wir ein {, = t,(9) derart, da8 


1 < t, = ae + 47 779) 


pe fe-2n) (ed) 


N 4yg 


und 


; à 
A TRE 2) 
ë ( Dpgitt î 


ist. Wegen der Definition von g ist hierbei eo ipso {, >. 
Aus 
1<r<i< ele + 47579) 
folgt 
4yg 
logé, = (2+4Ty) ” log 6, 
log log t, = 4gy log (2 + 47y) + log log 6 < Kg, 


wo Æ nur vom Kôürper abhängig ist. Daher ist 


9 > + log log #,, 


e(i+n +hi) > + llogt, 


womit der Satz bewiesen ist. 
Satz XII: Es sei 1 — bre 6, <= 1 und 6, fest. Dann ist 
1e + éi)| 
= Jloglogt 


Beweis: Wôrtlich wie der des Satzes V, wobei die bekannte 
Tatsache benutzt wird, daf im Streifen 6, = 6 = 2 gleichmäBig 
&,(s) = 0() 
ist. 
Satz XIIL: à und b seien zwei gegebene verschiedene Konstanten. 
Dann gibt es eine positive Zahl «x — «(a,b) mit folgender Eïigenschaft. 
Zu jedem rt = 38 gibt es einen Punkt s — © +ti, welcher dem Gebiete 


1 1 
> a AE Fes FT SE 
(Er 1 (log log t)* Set (log log é)* 


angehôrt und die Gleichung 
(Es) — a) (E(s) — 6) = 
erfüllt. 
Beweis: Wôrtlich wie der des Satzes VIT. 
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Korollar: 1m Gebiete 


1 


1 * 
ET log log log t sand log log log t 


nimmt die Funktion 6,(s) entweder jeden Wert unendlich oft an oder 
jeden Wert mit einer einzigen Ausnahme unendlich oft an. 

Wir bemerken noch besonders, da in den Lindelüfschen 
Untersuchungen keines unserer Resultate über die Funktion £, (s) 
(insbesondere nicht einmal das am Ende der Einleitung hervor- 
gehobene) enthalten war; denn (vergl. die FuBnote zu S. 312) in 
keiner Halbebene, welche dem Existenzbereich von £,(s) angehôürt, 


war vor der jetzigen Abhandlung bewiesen, daB £,(s) — CE | nicht 


beschränkt ist, und wir haben daher erst jetzt die Môglichkeit 
gehabt, die aus dem Ideenkreise des Picardschen Satzes stammen- 
den Methoden auf f,(s) anzuwenden. 


Herdbestimmung bei Erdbeben aus den 
Ankunftszeiten. 


Von 


Ludwig Geiger. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Mai 1910 durch E. Wiechert!). 


$ 1. Vorwort. 

Bei einem scharf ausgeprägten Beben beträgt die Unsicherheit 
in der Bestimmung der Ankunftszeit der I. Vorläufer nur +1 
Sekunde, aber bei den II. Vorläufern ist sie viel grôfer; im all- 
gemeinen beträgt sie mindestens ++ Minute — +6 Sekunden. 
Die Differenz der Ankunftszeiten beider Vorläufer ist also auf 
mindestens + 6 Sekunden unsicher, und gerade auf dieser Diffe- 
renz beruht die Bestimmung der Herddistanz. Für eine Herd- 
distanz von 45° ergibt dies aber schon eine Unsicherheit der Distanz 
von + 1° oder von 2°/o Für viele Zwecke wird diese Genauigkeit 
allerdings genügen, doch kommen auch Fälle vor, wobei die Un- 
sicherheit in der Zeitdifferenz noch viel grôfer ist, denn das Beben- 
diagramm sieht so kompliziert aus, daf man im Zweifel ist, welche 
Welle überhaupt als Beginn der Il. Vorläufer anzusprechen ist. 
Als Beispiel diene das Beben von 1909 November 10: Das Güt- 
tinger Diagramm zeigt zwar sehr scharf den Beginn der I. Vor- 
läufer, aber der weitere Verlauf des Bebens ist so kompliziert, 
da ich mich zu der Hypothese genôtigt sah, daB 2 Beben mit 
rund 1 Minute Intervall superponiert sind?) Es ist einleuchtend, 
daB hier jede Müglichkeit einer genauen Distanzbestimmung in 
der oben geschilderten Weïise versagen muf. Und doch ist es ge- 
rade bei solch abnormen Beben am aller interessantesten, den 


1) In anderer Fassung schon am 18. Dez. 1909 vorgelegt. 
2) Vergl. Gôttinger Wochenberichte 1909 Nr. 45. 
Kgl. Ges.d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse, 1910. Ileft 4. 23 
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Herd môglichst scharf zu ermitteln, weiïl erst dann ein Studium 
des Diagramms ermôglicht wird. Ein anderer Fall ist der, daf 
es sich darum handelt, die Laufzeitfunktionen fortzusetzen. Bis 
zu ca. 90° Herddistanz sind diese Funktionen ja schon gut durch 
Wiechert und Zoeppritz festgelegt worden!), für groBe Distanzen 
muften sie aber unter einer gewissen Annahme über das Erdinnere 
extrapoliert werden, weil es nicht môglich war, geeignetes Aus- 
gangsmaterial zu beschaffen, d. h. einerseits klare Diagramme von 
Stationen mit mehr als 90° Herddistanz, andererseits den genauen 
Ort des Herdes. Aus diesem Grunde muften die beobachteten 
Laufzeitfunktionen mit 90° Herddistanz abbrechen, während doch 
gerade der weitere Verlauf von allergrôBtem Interesse ist, denn 
seine Kenntnis würde uns gestatten, die Physik des Erdkerns zu 
erforschen. 

Wenn es nun müglich wäre, eine Methode der Herdbestimmung 
anzugeben, die einzig auf den Ankunftszeiten und auf der Lauf- 
zeitfunktion der I. Vorläufer beruht, dann kônnte der Herd jedes 
noch so komplizierten Bebens mit sehr grofer Schärfe angegeben 
werden, sobald der Anfang der I. Vorläufer scharf bekannt ist. 
Nimmt man wieder an, da die Ankunftszeiten eine Unsicherheit 
von + 1 Sekunde enthalten, so wird jetzt bei einer mittleren Herd- 
distanz von 45° die Unsicherheit der Distanz nur 4° oder 4°/o be- 
tragen. Dann wird es aber auch môglich, sich gutes Ausgangs- 
material für eine Fortsetzung der Laufzeitfunktionen über 90° Herd- 
distanz hinaus zu beschaffen, denn jetzt ist man nicht mehr darauf 
angewiesen, sich auf Beben zu beschränken, deren Herd dadurch 
scharf bekannt ist, daB er in dicht bevülkertem Land liegt, sondern 
jedes scharf einsetzende Beben — liege sein Herd in der Wiüiste, 
in unbewohnten Gebirgen eder unter dem Meere — ist gleich gut 
zu verwenden, sobald man die Angaben von mindestens drei Sta- 
tionen besitzt, die näher als 90° beim Herde liegen. 

Im folgenden soll eine Methode mitgeteilt werden, die die 
Lôsung dieser Aufgabe ganz allgemein aus den Angaben von N 
Stationen gestattet. ÆEs sind dabei mindestens drei Stationen er- 
forderlich; ist dies eben der Fall, so ist das Problem eindeutig 
bestimmt und liefert einen ganz bestimmten Ort als Herd und 
eine ganz bestimmte Zeit als Bebenzeit im Herd. Hat man mehr 
als drei Stationen, so ist das Problem überbestimmt, und man hat 
nach der Methode der kleinsten Quadrate auszugleichen. Zum 


1) K. Zocppritz und I, Geiger: Über KErdbebenwellen IT; Gütt. Nachr. 
Math.-phys. KI. 1909. 
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Schluf wird an zwei Beispielen — eines für fünf und eines für 
drei Stationen — die Anwendbarkeit der Methode gezeigt. 


$ 2. Problem bei N Stationen (N — 3). 
I Symbole. 
Wir haben den Herd und N Stationen (n — 1,2, 8, ...). 
Zum Herd gehôürt | Zur Station # gehôrt 
La = geogr. Länge, DEL geogr. Länge, 
Bu = geogr. Breite, B, = geogr. Breite, 
tx — Herdzeit. 4, — Herddistanz in Graden, 
tX — beobachtete Ankunfts- 
zeit der I. Vorläufer, 


T, —= Laufzeit der I. Vor- 
läufer. 


Näherangswerte (N.- W.) werden überstrichen, z. B. Z,. 


IL Gegeben. 
L, = geographische Länge jeder der N Stationen, 
B, = geographische Breite jeder der N Stationen, 
t* — beobachtete Ankunftszeiten der I. Vorläufer in den N 


Stationen, 
T(4) = Laufzeitfunktion der I. Vorläufer. 
Wir lassen hier in Tabelle 1 die Laufzeitfunktion der I. Vor- . 
läufer tabellarisch für 4 — 0° bis 4 — 120° von Grad zu Grad 
folgen. Die Tabelle enthält unter d noch die Differenzen der be- 
nachbarten Laufzeiten !). 


1) Die Tabelle ist durch graphische Interpolation aus E Wiecherts und 
K. Zoeppritzens grundlegenden Laufzeittabellen hergeleitet (K. Zoeppritz und 
L. Geiger, 1. c.). 


334 Ludwig Geiger, 


Tabelle 1: Laufzeit der I. Vorläufer von 4 — 0° bis 4 — 120° 
von Grad zu Grad. 


FR: d d 

Sek. Sek. Sek. Sek. 

0 10 8 6 
à 9 8 7 
- 9 8 6 
9 7 7 

: 8 7 6 
: 9 7 7 
; 8 7 6 
8 7 7 

: 8 7 6 
8 7159 7 


| 50 | 546 60 | 611 


100 | 849 


70 | 675 | 7 | 80 | 737 |, 6 6 5 

| 6171168 |,|81174 |% 801 | |101| 855 |, |111| 903 |, 
62 624 |, |72]688 |,|821)749 |& 806 |, |102| 860 |; |112) 907 |: 
63 | 631 | 6|73 | 694 |,1|83)755 |; 812 |,|103| 865 |, |113| 912 a | 
641637 |7|74)701 |, | 841760 |& 817 |, |104) 870 |, |114) 916 |, 
65 | 644 |: 75 707 | 6 |85 | 766 |& 823 |, |105) 874 |; |115| 920 |; 
66| 650 |& 7183 | &|86|772 |$& 828 |,|106] 879 |, |116| 925 |,. 
67 | 656 |, 719 | ,|87|778 |r 834 |, |107| 884 | ,|117| 929 |, 
68 | 663 |& 725 |,|88|783 | ,|98|839 |; |108| 888 |; |118|933 |; 
69 | 669 |; 731 | &| 89 | 789 |& 5 [109] 893 |, |119] 938 |, 

| 110 | 898 | 942 


III. Gesucht. 


La = geographische Länge des Herdes, 
Bn = geographische Breite des Herdes, 
tn — Bebenzeit am Herd (— Herdzeit). 


IV. Lôüsung. 


Auf irgend einem Wege beschafft man sich Näherungswerte 
Lu, By, in für die Länge und Breite des Herdes und die Herdzeit. 
Diese N-W erhält man entweder aus makroseismischen Beobach- 
tungen oder aus Stationsbeobachtungen. Wir setzen dann 


LÀ 72 
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La = La+ôLn 
Bu = Bn+0Pn (1) 
ni — Ba+ ot 


Darin bedeuten 0 Lx, 0 Bn, dt Verbesserungen der N- W, und unsere 
Aufgabe besteht jetzt in der Berechnung dieser Verbesserungen. 
Dazu verfahren wir folgendermaf$en : 

Wir berechnen die Entfernungen Z, aller N Stationen vom 
Orte Lan, By. Dazu dient uns der sphärische Cosinussatz (vergl. 


Figur 1): 


CosZ, — Sin By. Sin B,+ Cos By.Cos B,.Cos(La—L,) @) 
=$L-EIT. à 


Nachdem so die Z, be- 
Pol rechnet sind, entnehmen 
wir der Tabelle 1 die zu- 
gehôrigen Laufzeiten 1. 
Indem wir zu der an- 
genommenen Herdzeit x 
die Laufzeiten T, ad- 
dieren, erhalten wir die 
angenäherten  Ankunfts- 
zeiten #, in den N Sta- 
tionen: 


:. = ta+ Le (8) 


Diese angenäherten An- 

kunftszeiten {, werden nun 

Fig. 1. im allgemeinen von den 

tatsächlich beobachteten 

Ankunftszeiten {* differieren. Wir nennen die Differenzen: Be- 

obachtung minus Näherungswert ,Fehler“ und bezeichnen sie mit 
F,, also 


Station n 


FE —— Fr lys (4) 


Zwischen f, und den Verbesserungen 0 Lu, 0 Bn, Ôtn gilt dann auf 
Grund des Taylor’'schen Satzes die Beziehung 
PL RESTE PEER PRPCTRNRRE TELE 
FRERE POST A Tnt. "Dim 5 
: AS D bol CS Bad te FOUR G) 
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oder 
F, — (6) 
A Es 
Nun folgt aus (3): 
SE 2 64 CPR PE METRE (?) 
0Ly ÔLy 0BPxr D Olx 
(7) in (6) eingesetzt gibt die N ,Feblergleichungen“ 
ÔT, 7 0 Rx 
MMA NOT Le OBrL or 8 
, Lx He 0Bx H H (8) 
oder wenn man 
=; = bjl=e @ 
OLx 0Bn 
setzt : 
F, = a,.0Ln+0,.0Bu+c,.dtn. (10) 


Die Coefficienten a, und b, kann man in folgender Weise ein- 
fach berechnen: Es ist nämlich 


oT. ÔT, 04 ôT ÔT, 04, 
dr — = ——— er - ras und b, —— = = ———— 0° —" (11) 
ÔLy 04, ÔLx 0Bn 04, ÔBu 


Rechnen wir 97, in Zeitsekunden, 07, in Bogenminuten, so liefert 
Tabelle 1 


mi (12) 


Die Differentialquotienten LE u a in (11) direkt zu be- 
OL OP 
rechnen wäre recht umständlich. Wir ziehen es deshalb vor, diese 
Differentialquotienten folgendermaBen zu bestimmen: wir berechnen 
aufer den Distanzen Z, der N Stationen vom angenäherten Herde 
Ly, By auch noch die Distanzen der AN Stationen von den beiden 
Punkten 


(Lu+ iLy), PB} und La, (Bu+iBy), 


d.h. von Punkten, die nur in der geographischen Länge resp. nur 
in der geographischen Breite variert sind. Hierbei ist : kein 
Faktor, sondern dient nur zur HR tee der Inkremente. 
Diese Distanzen mügen 4, resp. 4, heïifen. Dann ist 
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& 2-2 + Ab. 
a, —= 607 C FEAT und b, = 607 ° MERS © (14) 


Gleichung (10) repräsentiert also N Gleichungen, die den N 
Stationen entsprechen. Giebt man allen N Stationen gleiches Ge- 
wicht, so berechnen wir die 3 Unbekannten 0L,, 0B,, ôt,, indem 
wir in bekannter Weise die 3 ,Normalgleichungen“ 

[aF] — [aa].0L, + [ab]. 0 B,+[ac].ôt, 
OF] = [ab].0 L, + [bb].0 B,+[be].08, (15) 
LcF] = [ac]. 0L,+[bc].0 B,+[ce].0t, | 
bilden, worin 
[aa] = a+a+:..a, | 
[ab] = a,b,+a,b,+...a,b,, (16) 
{aF] = a F,+a,F,+...a,F, etc. ist. 
Kennt man jedoch den mittleren Fehler s, der beobachteten An- 
kunftszeiten t*, so hat #* das Gewicht 


L 
x = Éie (17) 


Dieses Gewicht 9, wird dadurch berücksichtigt, da man die N 
Fehlergleichungen (10) mit V9, — 2 multipliziert: 


_ Æ LRO, À POP, En 01, (19) 
oder kurz 
FE! = 0!.8L,+0!,.8Bu+ 01. 0%, (19) 


und erst dann die Normalgleichungen bildet: 
[a F] = [a'a'}.8L,+{[a'b'].0 B,+{a'c].0t, | 
b'F] = [a'b'].0L,+[0'0].0D,+[b'e].0t, (20) 
CF] = [a'c].82,+{b'e].dB,+f[c'c].08, 


29% 
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Um die Schreibweise zu vereinfachen, wollen wir fernerhin nicht 
mehr zwischen (15) und (20) unterscheiden, sondern nur noch Glei- 
chung (15) betrachten. 

Nachdem die 3 Normalgleichungen nach den Verbesserungen 
ÔLy, 0By, Ôtn aufgelôst sind, werden diese Verbesserungen in (1) 
eingesetzt, was uns die gesuchten Werte Ly, By, tn liefert. Wie 
die Auflüsung der Normalgleichungen (15) bequem und sicher aus- 
geführt werden kann, soll in VI gezeigt werden. 

Handelt es sich darum, auBer Lx, By, tx auch die zugehôrigen 
4, zu bestimmen, (etwa zur Konstruktion einer Laufzeitfunktion), 
so ist es nicht nôtig, diese Z, nach dem Cosinussatz (2) nochmals 
zu berechnen. Man verwendet vielmehr die Differentialgleichung 


4; — 4, - 0 Lay y =, oh 21 
Le . ei H; ( ) 


worin alle rechts stehenden Glieder bekannt sind. Es genügt 
dabei vüllig, wenn die Multiplikationen mit dem Rechenschieber 
ausgeführt werden. 

Wenn die N-W Ly, Bu, tn sehr schlecht gewählt waren, so 
kann es vorkommen, da die gefundenen Werte Ly, By, tn noch 
nicht genügen. Man faft dann Lx, By, tx als neue N-W auf und 
wendet das oben beschriebene Verfahren nochmals an. Jedoch 
kommt man dann wesentlich schneller ans Ziel: man berechnet die 
4, nach (21) und F, nach (6). Die Coefficienten a,, b, in (10) 
braucht man aber nicht neu zu berechnen, weil sie sich nur in 
Gliedern hôherer Ordnung von den ersten Werten unterscheiden. 
Daher sind auch nur die 3 Glieder [47°], [bF], [cF] der Normal- 
gleichungen (15) neu zu berechnen, während rechts alles unver- 
ändert bleibt. 


V. Praktisches zur Auflüsung der 
Normalgleichungen. 


Zur Auflüsung der Normalgleichungen (15) eignet sich das 
GaufB’sche Rechenverfahren, das gleichzeitig den Gang der Rech- 
nung dauernd kontrolliert. Eine Darstellung dieser Methode findet 
sich z.B. in Kohlrauschs Lehrbuch der praktischen Physik, die 
wir hier kurz wiedergeben wollen. Der Einfachheit halber 
schrciben wir die eckigen Klammern der Koeffizienten nicht: 


HALLE" 
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Rechnung. 
Man bilde aa ab ac aF 
bb bc bdF 
cc- ci 
F:ù A 


Man bilde und bezeichne 


bb — — . ab —= bb .-1 
aa 

des. ac —= bc -1 
aa 

RS nd à Ut 
aa 

CC D ac — co. 1 
aa 

PT ol x cF.1 
aa 


Kontrolle. 
Es sei a+b+c — $S und 
a S,+a,S,+...a,5,=— a$ etc. 


Dann muf sein 

aa +ab +ac —= aS 
ab +bb +bce —= bS 
ac +bc +cc —= cS 
aF+bF+cF = FS. 


Man berechne 


DS——.aS = bS - 1 
aa 

SE. as = cS :- 1 
au 

RES AE TO DL 


dann mu sein 
bb : 1+bc:1 = bS 


1 
bc: 1+cc:1 = cS -1 
bF.1+cF.1— FS.1 


Man bilde uud bezeichne 


bc-1 : 
6 Co DOG ca 
bc-1 
DORE 64e i *bF.1 =cF.2, 


Man berechne 
be-1 

COLE ET -LS.1 — cS.2 
| bI.1 

n Se = .2: 
EI AUS ER FS 2; 
dann muf sein 
| cc:2 — cS:2 und 


leo = nSe 2 


Hieraus erhält man die Unbekannten ÔLy, 0 By, tu: 


— cE.2 bin Hbc L'eau) 
RS ce. 2 ? A NL os jdn | _ 
dLn = eg Ôtn. 
ua aa 
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Zur Kontrolle der ganzen Rechnung setzt man die gefundenen 
Werte ÔLx, 0Bx, dt in die N Fehlergleichungen (10) ein und er- 
hält so die N Widersprüche f,: à 


Je — a,.0Ln+b,.0By+côtn—F,. (23) 
Dann mu sein 


aF bF.1 cF.2 
dote Efron celle F2 (24) 
Ein geeignetes Rechnungsschema findet man in dem Beiïspiel unter 
VII, Tabelle 4. 


VI. Fehlerbestimmung. 


Wir dürfen uns nicht mit der Berechnung der Ly, By, tx be- 
gnügen, ohne uns ein Urteil über die erreichte Genauigkeit resp. 
über die mittleren zu befürchtenden Fehler u,, u,, u, dieser GrôBen 
gebildet zu haben). 

Dazu berechnen wir die Gewichtskoefficienten dieser 3 GrôBen 
Qu Op Q2p) Qu Qu Qu für die gilt?): 


Lb . cc — bc. bc Zi1 ab.cc — ac.bc VAT: | 
VE ni Dane. Vénus défie TR 
aa.CC— ac.ac Z ac.bb — ab.bc Z 
M dus ie De Ce © 
aa. bb — ab . ab Zu. bc.aa — ab. ac Zi 
Dons Li défie Dia out OUAIS 414 


D = [ua]. [bb.1].[ce.2] 


und Z eine Abkürzung für ,Zähler“ ist. Zur Kontrolle prüft man, 
ob die Beziehung 


[as]. Ou + Qrn+ Q | * [os] : Qt Qoy + Que 


26 
+[s8].10,,+ Qu+0,) 0 “ 


1) Vergl. z.B. die Lehrbücher F. R. Helmert, die Ausgleichungsrechnung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate, 2. Aufl. 1907 oder W. Jordan, Ver- 
messungskunde I. 

2) W. Jordan, 1. c. 
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oder kurz 
[aS].Q,+[bS].0,+[cS].0, = 3 (26') 
erfüllt ist; 3 ist darin die Anzahl der Unbekannten'). Tabelle 4 
enthält auch die Berechnung und Kontrolle dieser Werte Q. 
Der mittlere Gewichtseinheitsfehler w der 3 Unbekannten ist 
e=+V fe, (7) 
und die mittleren Fehler w,,w,,u, von L,, B,,t, sind?) 


hé rR to. RÉSEAU u, = +u\VQ.. (28) 


Ein erschôpfendes Bild der erreichten Genauigkeit bei der 
Bestimmung des Herdortes giebt die s.g. mittlere Fehler- 
ellipse, deren Grüfe und Lage die Unsicherheit der Herdbe- 
stimmung vollständig charakterisiert *). 


Nord 


West 


p———-—-—-——- 


Die beiden Ellipsenhalbaxen y, , u,, seien gegen den Parallel- 
kreis durch den Herd unter den Winkeln «©, und w, geneigt. Um 
diese GrôBen berechnen zu künnen, müssen wir zunächst die Q 


1) A. $S. Flint, Annals of mathematics, 1888 IV, S. 182. 
2) F. R. Helmert, 1 c. S. 107. 
SEM R -Helmert, lc S7 
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auf gleichen Mafstab reducieren, indem wir setzen: 


Qu=iCos D, 0,108 CD T0 0 — Viry (9) 


Dann ist 


Bd T- | 
2 CA a | (30) 
und ui = TER TETE 
{2 (2 


Projiciert man die Ellipse auf den Parallelkreis und den Meridian 
des Herdes, so sind diese beiden Projectionen gleich w,.Cos BP, 
und uw,. Graphisch ist diese Kontrolle leicht ausführbar. Es mag 
scbliefilich noch erwähnt werden, daB die Wahrscheinlichkeit, daf 
der Herd innerhalb der mittleren Fehlerellipse liegt, gleich 
Len 0,398. ist, 


VII. Beispiel für 5 Stationen. 


Als Beispiel wählen wir das indische Beben von 1905 April 4, 
das u. a. der Wiechert-Züppritz'schen Laufzeitfunktion zu Grunde 
liegt'). Nach makroseismischen Berichten liegt der Herd bei 76° 
24 E und 32°18' N. Als N-W wählen wir deshalb 


Lx = 760" E, By — 320 N. 


Wir benützen die Beobachtungen der 5 Stationen Taschkent, 
Schemacha, Tiflis, Irkutsk, Batum, und berechnen zuerst 
die Distanzen Z,, 4,, 4, nach (2), wozu 4-stellige Logarithmen 
genügen. Tabelle 1 liefert die Differentialquotienten _ Daraus 
erhalten wir die Differentialquotienten e, Se nach (13) und 

A 
die Coeffizienten a,, b, nach (11), ferner die Summen S,, wobei 


6 = 1 ist. Dann entnimmt man der Tabelle 1 die zu Z, ge- 
hôrigen Laufzeiten 1, und wählt einen probeweisen N-W éx für 
die Herdzeit; daraus erhält man die angenäherten Ankunftszeiten 
t, und die Fehler Æ,. Man wird dann {y so lange variieren, bis 
[FF] ein Minimum ist. Tabelle 2 gicbt z.B. diese Rechnungen 
für die Station Taschkent. Alle Werte, vor denen ein * steht, 
stehen gleich in den Tabcllen der andern Stationen. Die horizon- 


talen Bogen sollen andeuten, da die durch sie verbundenen Werte 


1) E Wicchert und K. Zocppritz, über Erdbebenwellen I und II 
Gôüttinger Nachr. math.- phys. KI, S. 544, 1907. 
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gleich sind, die verticalen Klammern links sollen den Rechner darauf 
aufmerksam machen, daf die durch sie verbundenen Funktionen 
in den Logarithmentafeln an der gleichen Stelle zu finden sind. 
Tabelle 3 enthält die in dieser Weïise berechneten Koefficienten 
der Fehlergleichungen (10). Tabelle 4 ist durch dicke Striche in 
5 Felder geteilt: das oberste enthält die Bildung und Auflôsung 
der 3 Normalgleichungen gemäf V. Die Kontrollrechnung enthält 
das Feld rechts, ebenso die nach (22) gefundenen Verbesserungen 
ÔLy; 0 By, Ôt, und die nach (1) gefundenen Werte L,, B,,t, Das 
Feld unten links enthält die Berechnung der Gewichtskoeffizienten 
Qrrr Vppr Qur Qyrr Ver Oys NACh (25) und der mittleren Fehler 
Uy Un, &, der Unbekannten nach (28). Das Feld unten in der 
Mitte enthält die Kontrolle der Gewichtskoefficienten nach (26). 
Das Feld links in halber Hôhe enthält verschiedene Hilfsgrüfen, 
die in der Tabelle mehrfach nôtig sind. 
Man sieht, daf die berechneten Herdkoordinaten sich sehr gut 
mit den direkt beobachteten decken. 
Tabelle 5 giebt die Berechnung der Widersprüche f, nach (23). 
Die Berechnung der definitiven Herddistanzen Z, nach (21) enthält 
Tabelle 2. Weil die analogen Tabellen der anderen Stationen 
hier nicht mitgeteilt sind, stellen wir die 5 definitiven Herd- 
distanzen zusammen: 
Taschkent4— 11°10 
Schemacha — 24°16' 
Tiflis = 2122) 
Irkutsk MB 2875 
Batum == 290407 


Ludwig Geig 
Tabelle 2. 
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Station Taschkent. 


320 O’'N 
41°19'E 


76 0’E 
6918 E 


L;— L, 


lg Cos (La — Ly) 
lg Cos By 

lg Cos B, 

| gll 


lg Sin By 
le Sin B, 


IgI 


er, 


BRUN 
41919 E 


77 0'E 
6918 E 


d°/60 — 0,23. 


829 O’N 
41°19'E 


me. 


resté M: 
[* 76 0'E 
| 6918 E 


Cr 


60 42’ 


9,9970 
* 9,9236 
9,8757 


a 


| 
| 
| 
| 
| 


10° 46’ 


(CPADAIDR 
(02,/0Bx).0By 


+25/,4 
LH 


Th 


HÈ60: 


1 | Lie Forbentd-2rt1 
2 | +014 | — 0:08 | +1 | +1,06 |+ 6 
8 | Lo l'E Top 
4) —009 | —0,4 | +1 | +077 | —10 
16/4018 | —008 | +1 | +205 | +10 
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82 + 507 u6 10 — 7? 8‘aa+ = 0 "60 189 — —="0 ‘sa 80 + = 70 sv 
LP TN PI 088 = F4 TT + = "Ÿ 9'86 + = "Ÿ 61 += ‘À 
98 + H,L oLL—=ÈT FT CE Ar 
: 5.4 Fe +=" Ft += "à La — = "à ; 
GO — 10 6YL + — "0 D'OTL + =" 0 g'9z — — 7 LTF—=""1 er F = ‘1 198 F = 71 
th o=iTe Lg —="7 gg — =" 688 + = 7 gr = "ON cor —"0N css a 2 
€ —_H 
PE GPL + = “Ÿ LG ——="Ÿ ‘98 — = 17 6e's + = "Ù OI+= 0) 6'g8 + — 7 
LS = 4 | ceoo+="7— | gcooo—="z—| g0o— —77—| 807000 + = "Z |esro += #7] 800 + = 7Z 
6FI0‘0 — = 20 'q0 LIGO‘O + = 29° 99 G£G'0 — —2q "00 OFI00‘0 + = 92 90 | O91‘0 + = 22 °20| 9680 + = 20° 29 
FOFO‘O — = 22 0Q GIS0‘0 + = 99° or LST‘Q — = 22 : q0 8rG00‘0 + = 9900 | 8F80 + = 22 '»0| 5660 + — 22: 00 
. 980 — =G'SAT 60 — = G',79 gro += $0 GPO + = G 29 +89 + = GÎT 
1'9q 1:90 1°0q 1:90 —— es 807 Fin 
OT’ ER q* += 7: ni 90 = RUE 9 U Æ | 
Le eee] 66 LP den O6‘T Dior LB G+=T 2 où ci Ti 
GTO—= I'ST 8‘OT — = TI’? gg+—=1'$0 69‘+ = 1'22 
ç DO Ps a 6 _ 4 6 2. 4 
CODEN ASS EME. Nc te SP) 187 D AU 
OT'TI + = SU 08 +—=,4 G8p + —= $0 00‘ + = 2 
= GET + — 1'4Q |19080 ——=1'$Q 09980 — = L' 29 1800 + = TI '00 * 
€ = Ve D loger'o — — go 77 € ET — A de nf + — Re * 
GL'T Foudre on OGTS' 0 PRE | 106000, 
910 — — 79 98890 — —= $Q 00890 — — 29 88100 + = 99 * 
958 + = 49 GgrO—+ —= Sv | 00070 + = 27 FLEO‘O — — Q0 96900 + = 0» 
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Tabelle 5. 
Taschkent "|: Sehemacha: |"-"Tifis | Irkutsk | Batum 


BP PTT AT CS 
— 0,08 — 0,08 OU — 0,08 


an : Lx Sek. + 9,8 + 8,7 = 6,0 + 87 


b,. Bu Sek. = 1,1 11 19 
ôtx Sek. — 2,92 — 92,92 _ 92,9 
— F, Sek. — 6,0 = 1,0 + 10,0 


fn Sek. + 0,0 +44 24 0) 


Zur Konstruktion der Fehlerellipse berechnen wir nach (29) 
Q, — +242; Q, — —22,2; Qu» —= +110 
und finden nach (30) 


, = — 44,4 34 2 
(eee — CUS = + 0,518, 
Woraus 
œ, — 13°42/, œ, — 103°42' 
resultieren. Die Halbaxen w,, und w,,, liefert (30): 
Uo, = +4,53 V24,2 — 22,2.0,244 — + 19,7 Meiïlen, 


Bo, = +4,53 V242+222.410 — +485 , 


Figur 3 zeigt die daraus konstruierte Fehlerellipse. Wir proji- 
cieren sie graphisch auf den Parallelkreis resp. den Meridian, und 
erbalten die Werte + 22,3 resp. + 47,7 Meiïlen; andererseits findet 
man direkt 


u,.Cos B,, = +22 Meilen, 
y utas !, 


und erkennt, daB die beiden Wertepaare sich hinreichend decken. 

Figur 3 zeigt, da die Fehlerellipse sehr gestreckt ist. Ver- 
fügt man über weitere Stationen, so wird man ev. hauptsächlich 
solche hinzuziehen, die in der Richtung der groBen Ellipsenaxe 
liegen. Dadurch kann man erreichen, daf sich die Ellipse einem 
Kreise vom Radius w,, nähert, wodurch die Herdzeit ganz be- 
deutend genauer resultiert. 


Herdbestimmung bei Erdbeben aus den Ankunftszeiten. 347 


West 


302010 L 10 20 30 Meilen 


$ 3. Problem bei 3 Stationen. 
I. Analytische Lôsung für 8 Stationen. 


Ist die Anzahl der Stationen N — 3, so ist das Problem nicht 
mebr überbestimmt, bedarf also auch keiner Ausgleichungsrechnung 
mehr. Man wird dann die 3 Fehlergleichungen (10) homogen 
schreiben : 

a, .ÔL,+0,.0B,+0.0t,—F, = 0 
a, .0L,+b,.0By+0s.dt,—E, = 0 (27) 
8,.0L,+0,.0B,+0,.0ty— 7, = 0 


und successive auflüsen. Zur Kontrolle berechnet man gleichzeitig 
die Quersummen 

Sn = Aato+ot+ EF (28) 
Man multipliziert die 1. Gleichung (27) mit 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Hoft 4, 24 
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und subtrahiert sie von der 2. 


»” n ” /] »” 8. 


und erhält 
b,.0B,+c!.0t,—F = 0, 


2 L (29) 
b,.0B,+0!.8,— F = 0. 


Dann multipliziert man die 1. Gleichung (29) mit Le subtrahiert 
sie von der 2. und erhält - 

0, — Es = 0, (30) 
was ‘, liefert. Durch Rückwärtssubstituieren erhält man auch 
die beiden andern Unbekannten dB, und 01, 

Es empfehlt sich dabei nach folgendem Schema zu rechnen 
(vergl. auch das Beispiel in II dieses $): 


= (2)- (3) 
(M) = (4-6) 


(8) 


@)= M -E 


II. Beispiel für 3 Stationen. 

Wir behandeln als Beispiel für 3 Stationen das gleiche Beben, 
daB in $ 2, VII für 5 Stationen gelôst worden war, und zwar 
wählen wir die 3 Stationen 

Taschkent, Tiflis, Irkutsk. 
Die Rechnung bis zur Aufstellung der Fehlergleichungen (27) ist 
genau die selbe wie oben; man wird also nach dem Schema der 
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Tabelle 2 rechnen mit dem einzigen Unterschiede, daf man zur 
Kontrolle statt der Summe 


5, Fed Cu b, re Ca 
die Summe 


Sn = Gntlstot+ EF (81) 


bildet. Die Werte für a,, b,, c,, F, entnehmen wir der Tabelle 
8 und lôsen die 3 Gleichungen nach dem in 8 3, I mitgeteilten 
Schema auf: 


Tabelle 6. 


+ 0,09 | — 0,20 | A1 
2013) — 008 Li L1 
x — 0,29 | + 1,44 | + 1,44 


= OSSI 10 
0,208 1 1 


+ 0,21 | — 0,44 | — 0,44 
— 0,34 | + 2,00 | — 9,00 
* +0,71 | +0,71 


* | + 1,29 | ot 


Wir erhalten nach (30), (29), (28): 


ôt, 070 
dB, — —178 
ÔL, = +648 
und gemäB (1): 
a = T6’ E, 
B, = 31°£'N, 
t/ —= Où 49m 85e, 


Als SchluBkontrolle setzen wir die Werte Lys 0B,, A in 
(27) ein und erhalten —0,05; +0,02; +0,07 statt je Null was 
hinreichend ist. 


24.* 


Ueber Deformationen an den Krystallen des Kalium- 
chlorat KCIOs nach Untersuchungen von Paul Fischer. 


Von 


0. Mügge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Juli 1910. 


Zu den Substanzen, welche der rhomboëdrischen Form des 
Kalkcarbonates in krystallographischer Hinsicht ähneln, gehôrt 
neben dem rhomboëdrischen Natriumnitrat auch das monokline 
Kaliumchlorat; alle drei fallen auch durch eine gewisse atomistische 
Analogie auf: 

CaCO,, NaNO,, KCIO,. 


Die Aehnlichkeit erstreckt sich auch auf die optischen Eigen- 
schaften und, wie die Untersuchungen von P. Fischer nun ergeben 
haben, auch auf die beim Kalkspat wie am Natriumsalpeter be- 
kanntlich sehr bemerkenswerten Cohaesionsverhältnisse. 

Die drei Flächen des Natriumchlorat, welche den drei Spalt- 
flächen des Kalkspats nach ihren Winkeln entsprechen, werden 
nach der Aufstellung von Brooke als Basis (001) und Säule (110) 
aufgefaft; sie sind auch beim Natriumchlorat Spaltflächen, (001) 
aber vollkommener als (110). Den Flächen des nächststumpferen 
Rhomboëders (0112) des Kalkspats entsprechen dann am Natrium- 
chlorat nach Winkeln und Zonenverband Orthopinakoid (100) und 
negative Hemipyramide (112), beide häufig beobachtet. Am Kalk- 
spat sind die genannten Flächen bekanntlich ausgezeichnete Gleit- 
flächen für einfache Schiebungen mit der jeder Fläche des nächst- 
stumpferen Rhomboëders gegenüberliegenden Fläche des Spalt- 
rhomboëders als zweiter Kreisschnittsebene; Kaliumchlorat verhält 
sich ganz äbnlich, nur liegen die Verhältnisse, z. T. wegen seiner 


4 EP 6 
45 
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monoklinen Symmetrie, z. T. weil auch die reciproken Schiebungen 
môglich sind, erheblich complicirter, indem die Krystalle nicht 
weniger als 5 verschiedene Deformationen eingehen: 

1) Einfache Schiebungen längs Ki: — (100) mit K2 — (001) als 
zweiter Kreïisschnittsebene (oder 62 — [100] als Grundzone). Sie 
geht am leichtesten von allen vor sich und ist der des Kalkspats 
nach dem nächststumpferen Rhomboëder (0112) am ähnlichsten, 
indem die Ebene der Schiebung in beiden Fällen rational, nämlich 
Symmetrieebene ist. 

Auch GrôBe und Verhältnis der Schiebung sind ähnlich wie 
am Kalkspat: 

CaCOs 5 — 0.693; o — 1.405 
NaCIlOs s — 0.716; 6 — 1.420 


Lamellare verschobene Teile entstehen leicht, wenn nach der 
Klinoaxe gestreckte Krystalle zwischen den mit Korkplättchen 
belegten Flächen (101) und (101) gepreBt werden. 

2) Eïnfache Schiebungen längs K1 — (001) entstehen durch 
Druck parallel der Klinoaxe der für den oberen Teil des Krystalls 
vom negativen zum positiven Ende derselben gerichtet ist. Daf 
die verschobenen Teïle sich in Zwillingsstellung nach (001) be- 
finden, läBt sich geometrisch wegen der Feinheit der entstehenden 
Lamellen nicht mit Sicherheit nachweïisen, indessen zeigen die an 
den deformierten Teilen hergestellten Spaltflächen nach (110) eine 
feine Streifung parallel (001). Die Zwillingsstellung ergiebt sich mit 
Sicherheit aus den durch die Basis sichtbaren Interferenzfiguren, 
welche denen der natürlichen Zwillinge nach (001) ganz gleichen, 
ferner daraus, daf derartig deformierte Krystalle denselben silberigen 
oder farbigen Lichtschein auf (001) annehmen der für die natürlichen 
polysynthetisch nach (001) verzwillingten Krystalle charakteristisch 
ist, endlich daraus, daB die deformierten Teile in übersättigten 
Lôüsungen zu deutlichen Zwillingen nach (001) auswachsen. Es ist 
sehr wahrscheinlich, da die zweite Kreisschnittsebene in diesem 
Faille (100), die Schiebung also reciprok zu der unter 1) ist. Zwil- 
lingslamellen gleich den hier mechanisch erzeugten entstehen auch 
beim Erhitzen auf ca. 200°. Am Kalkspat hat diese Schiebung keiïn 
Analogon, indessen kommen Zwillinge nach (1011) wie sie durch 
eine derartige Deformation entstehen würden vielfach natürlich vor. 

3) Einfache Schiebungen nach K1 — (110) entstehen, wenn die 
Krystalle so geprefit werden, daf Druckcomponenten parallel der 
Symmetrieebene (welche im Allgemeinen Deformationen wie unter 
1) und 2) bewirken, da für diese die Symmetricebene Ebene der 
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Schiebung ist) môglichst vermieden werden, am ehesten beim Pressen 
zwischen Korkbacken in der Richtung der Orthoaxe. Die ver- 
schobenen Teile erscheinen wieder nur in der Form feiner Lamellen 
aus deren Reflexen auf (001) und (100) sich ergiebt, daB diese 
Flächen in die nach (110) symmetrische Lage übergeführt werden, 
also [110] als Grundzone bestimmen. Damit ist auch die Lage der 
verschobenen Teiïle auf (101), (011) und (100) im Einklang. Die 
Schiebung entspricht bei pseudorhomboëdrischer Auffassung der 
Krystalle wie die unter 2) beschriebene einer solchen nach dem 
Grundrhomboëder, indessen ist die Schiebungsrichtung hier irrational 
(sie weicht allerdings nur 5° 8’ von der rationalen Kante [110 : 101] 
ab). Die Lamellen machen sich durch ihre abweichenden optischen 
Eigenschaften bemerkbar und ihre Zwillingslage tritt noch deut- 
licher hervor, wenn man sie weiter wachsen läft. Hinsichtlich 
der Analogie mit Kalkspat gilt dasselbe wie unter 2). 

4) Eïnfache Schiebungen längs © — [110] entstehen gleich- 
zeitig mit den unter 3) aufgeführten und machen sich durch 
Streifung auf den Flächen aufer auf (110) und (001) bemerklich. 
Die Lage der verschobenen Flächenteile macht es sehr wahrschein- 
lich, da bei dieser einfachen Schiebung die zweite Kreïsschnitts- 
ebene K2 = (110) ist, die Schiebung also reciprok zu der unter 
8) aufgeführten. Damit ist in guter Uebereinstimmung die Lage 
der (hier irrationalen) Gleitfläche K:, welche sich nach Rechnung 
und Beobachtung der Lage von (112) nähert. 

5) Aufer diesen einfachen Schiebungen gehen die Krystalle 
auch Translation ein, und zwar nach (001) in der Richtung der 
Klinoaxe. Sie erfolgt, wenn der obere Teil eines Krystalls einem 
Druck in der Richtung vom negativen zum positiven Ende dieser 
Axe ausgesetzt und gleichzeitig zwischen den etwa mit Korkplatten 
belegten Basisflächen gepreft wird. Wie bei den Krystallen von 
Baryumbromid und Glimmer ist diese Translation eine einseitige, 
erfolgt nicht auch in der Gegenrichtung. Da in diesem Falle 
blofe Translation, nicht einfache Schiebung wie unter 2) statt- 
findet, ergiebt sich einmal aus dem optischen Verhalten so defor- 
mierter Platten parallel (001), dann daraus, daf Spaltflächen parallel 
(110) durch die verschobenen Teile keine Streifung nach (001) auf- 
weisen, endlich daraus, daf die deformierten Teile unter Verlust 
ihrer charakteristischen Translationsstreifung als einheitliche Kry- 
stalle weiter wachsen. 

Auf der einseitigen Translationsfähigkeit nach (001) beruht 
eine ebenfalls nur einseitige Biegbarkeit um die Orthoaxe und 
zwar nach oben für den vorderen Teil der Krystalle. Man kann 
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sie bewirken durch Eindrücken eines parallel zur Orthoaxe auf- 
gelegten Glasstabes auf die Basis (und zwar auf die obere Fläche 
(001) für die Biegung im angegebenen Sinn). Die cylindrische 
Einmuldung der oberen Basisfläche erreicht 40°, auch die anliegenden 
Säulenflächen werden gekrümmt und bedecken sich mit feiner 
Translationsstreifung nach (001). Vielfach entstehen gleichzeitig 
auch Zwillingslamellen nach (001). Eine Zurückbiegung ist nicht 
môglich. Während man bei Krystallen, deren Translationsebene 
senkrecht zu einer gradzähligen Symmetrieaxe liegt (z. B. Antimon- 
glanz, Gyps), leicht sattelfôrmige Biegungen erhält, bei manchen 
sogar Ringbiegung môglich ist (z. B. 1.2.4.6-Tribromtoluol), 
weil bei ihnen die Translation in Richtung und Gegenrichtung 
gleich gut erfolgt, ist dies beim chlorsauren Kali nicht môglich. 
Zwillinge nach (001) sind in Folge der nur einseitigen Translation 
überhaupt nicht biegbar, bei hinreichend gro$em Druck zerspringen 
sie vielmehr explosionsartig. 

Erscheinungen, welche dieser Translationsfähigkeit entsprechen 
würden, sind am Kalkspat nicht mit Sicherheit bekannt. Biegungen 
treten am Kalkspat nur schwierig ein, dann aber anscheinend 
ebenfalls nur einseitig und zwar in einem Sinne der eine Trans- 
lationsfähigkeit längs (0112) nach derselben Richtung in der die 
einfache Schiebung stattfindet wahrscheinlich macht. Diese Trans- 
lationsebene würde also nicht (001) sondern (100) des Kalium- 
chlorats entsprechen. 

Am Kalkspat stehen die Schlag- und Ritzfiguren auf den 
Spaltungsflächen mit seinen einfachen Schiebungen in engem Zu- 
sammenhang, es ist daher nicht zu verwundern, daf sie am Kalium- 
chlorat auf den Flächen des Pseudorhomboëders (001).(110) denen 
des Kalkspats in Form und Orientierung durchaus ähnlich, indessen 
auf (110) der monoklinen Symmetrie entsprechend merklich un- 
symmetrisch sind. Sie scheinen wesentlich durch die Spaltbarkeït 
nach (001) und (110) und durch die einfachen Schiebungen nach 
(100) und längs [110] bedingt zu sein, während die Schiebungen 
nach (001) und (110) und die Translation nach (001) sich kaum 
bemerklich machen. Man erhält sie durch vorsichtiges Eindrücken 
einer Nadel in die Spaltflächen, sie sind nur unter dem Microscop 
gut zu erkennen. 

Trotz der grofien Analogie der geometrischen und Cohaesions- 
Verhältnisse des Kaliumchlorat mit denen des Kalkspates sind 
seine einfachen Schiebungen nicht als mimetisch in Bezug auf die 
Symmetrie des Kalkspats zu bezeichnen, da durch sie, auch wenn 
sie molekular vor sich gehen würden, keine Annäherung an rhom- 
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boëdrische Symmetrie zu erreichen sein würde, dazu würden viel- 
mehr einfache Schiebungen nach den den Symmetrieebenen (1120) 
des Kalkspats ungefähr entsprechenden Flächen (112) mit dazu 
annähernd senkrechter Grundzone und zu diesen reciproke dienlich 
sein, Es ist daher bemerkenswert, daB eine am Kaliumchlorat 
aufgefundene Zustandsänderung, die bei ca. 255° vor sich geht, die 
Krystalle nicht in eine rhomboëdrische, Kalkspat-ähnliche, sondern 
in eine davon stark abweichende rhombische Modification überführt, 
wie namentlich aus der Beobachtung der Interferenzcurven bei 
hoher Temperatur sich ergibt. Danach wird (001) optische Sym- 
metrieebene, und da beim Erwärmen auf diese Temperatur auch 
zahllose feine Zwillingslamellen nach (001) entstehen, wird rhom- 
bische Symmetrie auch in geometrischer Hinsicht erreicht. Die 
Zvwillingslamellen machen sich anfänglich durch den von Stokes u. a. 
untersuchten silberigen oder farbigen Reflex auf (001) bemerklich, 
dieser verschwindet aber wieder nachdem die Umwandlung ein- 
getreten ist, vermutlich weil die Dicke der Lamellen jetzt mole- 
kular, also klein im Verhältnis zur Wellenlänge des Lichtes, ge- 
worden ist. DaB eine merkliche Wärmetônung bei der Umwand- 
lung nicht beobachtet werden konnte, rührt vermutlich daher, daB 
sich die Umwandlung ähnlich wie bei Aragonit innerhalb eines 
grôBeren Temperaturintervalles vollzieht, darauf deutet das Ein- 
treten der Zwillingslamellirung schon erheblich unter der Umwand- 
lungstemperatur hin. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. 


Sechste Mitteilung 
von 


David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Mai 1910. 


In der vorliegenden Mitteilung behandle ich zunächst die 
Randwertaufgabe für ein simultanes System von linearen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung von elliptischem Typus, so- 
dann setze ich eine neue Methode, die Methode der ,Para- 
metrix“, zur Zurückführung von Differentialgleichungen auf In- 
tegralgleichungen auseinander und verwende dieselbe zur Inte- 
gration der allgemeinsten elliptischen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung auf der Kugel, wobei die Theorie der Eigen- 
werte und der Eigenfunktionen auf der Kugel sowie das zuge- 
hôrige Variationsproblem vollständig erledigt wird. Die dann fol- 
genden letzten drei Abschnitte beschäftigen sich mit besonderen, 
ganz verschiedenartigen Problemen aus der Geometrie und Ana- 
lysis, nämlich mit Minkowskis Theorie von Volumen und Ober- 
fläche, mit einem Problem aus der Theorie der automorphen Funk- 
tionen und endlich mit einer gewissen zweiparametrigen Randwert- 
aufgabe, die mit Kleins Oszillationstheorem in engster Beziehung 
steht: ich wollte durch die Auswahl dieser Beispiele die man- 
nigfache Verwendbarkeit meiner Theorie der ortho- 
gonalen und polaren Integralgleichungen offenbar machen. 
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XVIL. 


Die Randwertaufgabe für ein System simultaner partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung 
von elliptischem Typus. 


In meiner zweiten Mitteilung!) habe ich eine Methode ange- 
geben, wie die Randwertaufgaben für eine partielle Differential- 
gleichung zweiter Ordnung von elliptischem Typus mittelst der 
Theorie der Integralgleichungen gelôst werden künnen. Meine 
Methode ist auch anwendbar, wenn ein System von simultanen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorliegt: nur 
bedarf es dann einer entsprechenden Greenschen Formel und an 
Stelle der früheren Greenschen Funktion mit logarithmischer Un- 
endlichkeitsstelle x — £, y — mn tritt ein System von Greenschen 
Funktionen, die an jener Stelle gewisse Singularitäten erster Ord- 
nung aufweisen. Wir wollen hier die damit angedeuteten Modi- 
fikationen meiner Methode an dem folgenden speziellen Probleme 
erläutern. 

In der xy-Ebene sei eine geschlossene Kurve C durch die 
Gleichungen 

æ = a(s), y = (s) 


gegeben, wo a(s), b(s) zweimal stetig differenzierbare Funktionen 
der Bogenlänge s sind; das von C umschlossene Gebiet der xy- 
Ebene werde mit J bezeichnet. Es seien die zwei simultanen par- 
tiellen Differentialgleichungen 


Lu Etes 

dx —= Du + 4Qv, 
() 

LA 142 — lu + lo 

pp Carmes 


vorgelegt, wo p, q, k, l gegebene innerhalb J einschlieflich C zwei- 
mal stetig differenzierbare Funktion der unabhängigen Variabeln 
4, y bedeuten; es wird nun nach zwei solchen Funktionen w(xy), 
t(xy) gefragt, die innerhalb J den partiellen Differentialglei- 
chungen (1) genügen, während «(xy) auf der Randkurve C ge- 


1) Diese Nachrichten 1904, $S. 218. 
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gebene auf C viermal stetig differenzierbare Werte 


ou u(s) = F() 


Für die linker Hand in (1) stehenden Differentialausdrücke 
erster Ordnung führen wir zur Abkürzung die Bezeichnungen 


Ou ov 
LG = Gr y 

Ou Ov 
M (u, v) = y 0x 


ein. Alsdann stellen wir die folgende, der bekannten Greenschen 
Formel entsprechende, für zwei willkürliche Funktionenpaare 
u(xy), v(xy), u*(æxy), v*(xy) gültige Identität auf: 


@) J'iu*L(u, o)—0* Mu, v)+uL(ut, o)—0M(u, v*)} 4T 


= fee 


wo das Doppelintegral linker Hand über J oder irgend ein inner- 
halb J gelegenes Gebiet und das einfache Integral rechter Hand 
über die Randkurven dieses Gebietes zu erstrecken ist. 

Es môügen nun G(xy, En), GM(xy, En) für die Differential- 
gleichung 
d'u Ou 
LA 
die Greenschen Funktionen erster Art bez. zweiter Art im er- 
weiterten Sinne”) sein; dies sind solche Funktionen der Va- 
riabelnpaare x, y; Ë, », deren jede die Form besitzt 


— 4 log {(x—E) +(y—n)} +7 (av, Em) 


— unter y eine für jeden innerhalb J liegenden Punkt Ë, 7 und für 
jeden innerhalb J oder auf C liegenden Punkt x, y zweimal stetig 


Au = — 0 


differenzierbare Funktion verstanden —;, die ferner identisch in Ë, y 
den Differentialgleichungen 
otG2 220701 
Li 
0? GX 0? GX sé 2x 
Te Ÿ op OL 


1) Die hier dargelegte Methode wird in der demnächst erscheinenden Inau- 
guraldissertation von W. A. Hurwitz (Güôttingen 1910) auch auf Systeme partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung von nicht clliptischem Typus sowie auf 
kompliziertere Randbedingungen ausgedehnt werden. 

2) Vgl. die zweite Mitteilung, S. 251—252. 
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sowie den Randbedingungen bez. der Integralbedingung 


(8) [CE Gy, En) oc = d 
y = (s) 
I (y. 
[es 8) mel Î GU(æy, Em)dJ = 0 
ôn x = a(s) 
y = b(s) (J) 


genügen, wo J den Flächeninhalt des Gebietes J bedeutet und 
unter # die Richtung der inneren Normalen auf der Kurve C zu 
verstehen ist. 

Wir nehmen jetzt erstens 


J1 I 
= Ke 4. 
sodaf 
Lu*,.) = 0, 
M(u*, v*) = 0 


wird und führen diese Werte in die Formel (2) ein, indem wir 
zuvor die Unendlichkeiïtsstelle £, 7 durch einen kleinen Kreis aus- 
schliefen. Der Grenzübergang bei Zusammenziehung dieses Kreises 
auf den Mittelpunkt £, ” liefert dann die Gleichung 


I 

(4) — {à Lu 0) + SE M, o)}ar = = f u(s)- 2 ds—2ru (Er), 
(2) (C) 

wo das Doppelintegral linker Hand über das Gebiet J und das 

einfache Integral rechts über dessen Randkurve C zu erstrecken 

ist, wäbrend n die Richtung der inneren Normale auf C bezeichnet. 

Nehmen wir zweitens 

oGt hestd0G 


UY = —— v 


Ôy ? ET 
wobei 

Lite). == 0, 

Mu, w*) — ie 


wird, so führt das entsprechende Verfahren zu der Formel 
(6) ET é D Mu, v Fa 
(J) 


= [ro Be —— me — 2 nv (Er). 
(C) 
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Hilfssats. Wenn zwei Funktionen A(xy), B (xy) zweimal stetig 
differenzierbar innerhalb J einschlieflich des Randes C und über- 
dies von der Beschaffenheit sind, daB für sie identisch in £, » die 
zwei Integralgleichungen 


[É A+ Se B(ay)} a 0, 


O6) ï 
[hr 4e BGy)}ar 0 


erfüllt sind, so sind À und B selbst identisch Nul. 

Zum Beweise dieses Hülfssatzes bestimmen wir durch Berech- 
nung des ebenen Flächenpotentials auf die in der Potentialtheorie 
übliche Weise eine Funktion w(xy), die innerhalb J einschlieflich 
C der Differentialgleichung 
0A  ÔB 
E72 Foy Ôy 
genügt. Alsdann finden wir durch Integration sofort eine zuge- 
hôrige Funktion v, so daf 


AU = — 


L(u,:v) =, À, 

(7) Mu, v) = B; 

wird. Führen wir nun die so gefundenen Funktionen uw(xy), v(xy) 
in (4) und (6) ein, so erhalten wir mit Rücksicht auf (7) und (6) 
die Gleichungen 


Um) = 5 CE x 
(C) 

0 (En) —= u(s) LE ds + + TJ v(xzy)d.. 
re + 


Die erstere Gleichung zeigt, da u(xy) nichts anders als das- 
jenige ebene Potential ist, das in J der Gleichung Zu = 0 ge- 
nügt und auf C die Werte u(s) aufweist. Bringen wir anderer- 
seits die letzte “PURE auf die Form 


En = Le Guds + A 
J) 


C) 
so erkennen wir, daB v dasjenige ebene Potential ist, dessen nor- 


male Ableitungen 7 auf C gleich den Werten _ sind, d.h. 
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es ist v genau ein zu w konjugiertes ebenes Potential, sodaB über- 
all innerhalb J die Differentialgleichungen 
Lu, v] =0, 
Mu, v) = 0 
gelten. Wegen (7) folgt hieraus, daB À und B identisch Null 
sind und damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 
Um nunmehr die anfangs gestellte Randwertaufgabe für die 


Differentialgleichungen (1) zu lôsen, betrachten wir das folgende 
System von D ET 


(8) À ee (pu + qv) spas (Eu + D} dJ = fro Len ds — 2 nu (En), 


(2) (C) 
(9) LÉ ne Er vr = fo $ a 2x0 (6, 
(J) (C) 
. sich auch in die Gestalt 
|“) DCE CECILE STE 
(10) (J) si : 
o (En) + J LAS (En ayu(e)-+ Ki (En 29) on) 7 = 5 [ F6) quàs, 
(2) (C) 
bringen läft, wo zur Abkürzung 
ak (Em 20) = — DE p(an) — SE K (ay) 
22K,(bn, 29) = — a (a) — DE U(a, 
2xK, (En, xy) = 2 p(x y)— PT k(xy), 
22, (En, aÿ) = va Sa (a) — 


gesetzt ist. Nebmen wir in ka À af Hand Null, so entstehen 
die zu (10) zugehôrigen homogenen Integralgleichungen. 

Wir machen nun zunächst die Annahme, dafi diese homogenen 
Integralgleichungen keine Lüsung besitzen. Nach dem bekannten 
von Fredholm aufgestellten Satze haben dann die Integralglei- 
chungen (10) gewiB eine Lüsung, d.h. es gibt stetige Funktionen 
u(En), v(Em), die den Gleichungen (10) genügen. Da wegen der 


dreimaligstetigen Differenzierbarkeit der Funktion f(s), 510 
$ 
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auch die rechten Seiten in (10) dreimal stetig differenzierbare 
Fanktionen von Ë, 7 innerhalb J und auf C sind, so folgt in 
der üblichen Weise durch dreimalige Iteration der Formeln (10) 
wonach sich u(Ë£n), v(En) schliefilich als achtfache Integrale dar- 
stellen, daB diese Funktionen w(£r), v(£n) ebenfalls dreimal stetig 
differenzierbar innerhalb J und auf C sind. 

Wegen der Symmetrie der Greenschen Fanktion GT in den 
Variabelnpaaren x, y und Ë, n folgt nach (3), daB sie identisch in 
x, y verschwindet, sobald der Punkt £, 7 in einen Punkt 6 der Rand- 
kurve C rückt und mithin müssen dann auch Æ (6, xy) und K, (6, xy) 
identisch in x, y verschwinden; die erstere der beiden Gleichungen 
(10) liefert mithin für die Funktion w die vorgeschriebenen Rand- 
werte 


(11) u(o) = f(0). 


Nunmehr führen wir die eben als Lôsung der Integralglei- 
chungen (10) erhaltenen Funktionen «, v sowohl in die Formeln 
(4, (6) wie in die Formeln (8), (9) ein. Subtrahieren wir dann 
(8) von (4) und andererseits (9) von (5), so entstehen unter Be- 
nutzung von (11) Gleichungen von der Gestalt 


9G1 ,  0G1 
['Éacy+ Bayer = 0 
(M) TI GT 

0G Ô 
JÉAGN-E 8 (las — 0 
(J) 


wo zur Abkürzung 


IT Ov 

A(xy) = Ces mu ur) 
ou Ov 

B(xy) = dat 


gesetzt ist. Da hier offenbar 4, B zweimal stetig differenzier- 
bare Funktionen der Variabeln x, y innerhalb J und auf C werden, 
so sind dieselben mit Rücksicht auf den oben bewiesenen Hilfssatz 
identisch Null d. h. die Funktionen «, v genügen den anfangs vor- 
gelegten partiellen Differentialgleichungen (1) erster Ordnung. 
Nunmehr môügen entgegen der oben gemachten Annahme die 
zu (10) gehôrigen homogenen Integralgleichungen eine Lüsung 
u(En), v(En) besitzen, sodaB nicht zugleich « = 0, v = 0 ist. 
Dann zeigen die eben dargelesten Ueberlegungen, da diese Funk- 
tionen Lôsungen der Differentialgleichungen (1) sind, von denen 
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die erstere, u(xy), die Randwerte Null besitzt. Ferner sind in 
diesem Falle — wie die Theorie der Integralgleichungen lehrt —, 
die inhomogenen Integralgleichungen (10) gewiB 1ôsbar, sobald ihre 
rechte Seiten gewisse lineare Integralbedingungen erfüllen d.h. 
bei der gegenwärtigen Annahme besitzen die partiellen Differen- 
tialgleichungen (1) gewiB dann eine Lüsung, wobei w die Rand- 
werte f(s) besitzen, wenn f(s) gewissen linearen Integralbedin- 
gungen genügt. Doch sei bemerkt, daf unter besonderen Um- 
ständen diese Integralbedingungen identisch von allen Funktionen 
f(s) erfüllt sein kônnen; so besitzt offenbar das für 


pl 10, g = 0, KE == 0, Bi 10 


aus (1) hervorgehende Gleichungssystem stets Lôsungen, wobei « 
beliebig vorgeschriebene Randwerte f(s) aufweist, obwohl dieses 
Gleichungssystem die von « = 0, v — 0 verschiedenen Lôüsungen 
u = 0, v — 1 mit den Randwerten f(s) — 0 zuläft. 

Durch Zusammenfassung der erhaltenen Resultate gewinnen 
wir den Satz: 

Wenn die partiellen Differentialgleichungen (1) aufler u — 0, 
v —= 0 kein Lüsungssystem u, v besitzen, derart dafj u auf der Rand- 
kurve C verschwindet, so besitzen sie stets notwendig ein Lüsungssy- 
stem u, © derart, dal u auf der Randkurve C irgend vorgeschriebene 
Werte f(s) unnimmt. Im entgegengesetzten Falle, d. h. wenn es ein 
Lüsungssystem uw, v der partiellen Differentialgleichungen (1) derart 
gibt, dal uw auf C verschwindet un@ die Funktionen u, v nicht beide 
überall in J Nul sind, so existiert ein Lüsungssystem u, v, wobei u 
auf C die vorgeschriebenen Randuwerte f(s) annimmt, sicher immer 
dann, wenn f(s) gewissen linearen Integralbedingungen in endlicher 
Anzalhl genügt. 


XVIIL. 


Eine neue Methode der Zurückführung von Differential- 
gleichungen auf Integralgleichungen. 
Begriff der Parametrix. 


Zum Schluf meiner fünften Mitteilung') habe ich auf eine 
neue Methode hingewiesen, durch welche sich die Lôsung linearer 


1) Diese Gôtt. Nachr. 1906, S. 480. Vgl. auch den Bericht über einen von 
mir in der mathematischen Gesellschaft zu Güttingen gehaltenen Vortrag, Jahres- 
bericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 16 (1907), S. 77—78. 
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Differentialgleichungen mit Hülfe von Integralgleichungen bewerk- 
stelligen läft. Diese Methode unterscheidet sich von dem in 
meiner zweiten Mitteilung') entwickelten Verfahren wesentlich 
dadurch, daB an Stelle der dort benutzten Greenschen Funktion 
die ,Parametrix“ tritt, d. h. eine Funktion, die ebenso, wie die 
Greensche Funktion aufer von den Variabeln noch von Parametern 
abhängt, und auch die Unstetigkeits- und Randbedingungen wie 
die Greensche Funktion erfüllen muB, aber keineswegs wie diese 
einer Differentialgleichung zu genügen braucht. Die hierdurch ge- 
kennzeichnete Modifikation bringt den Vorteil mit sich, da man 
bei der [Integration der Differentialgleichung nicht nôtig hat, zuvor 
die Lôüsbarkeit einer anderen Differentialgleichung vorauszusetzen 
und es daher auch gelingt, solche partielle Differentialgleichungen 
auf Integralgleichungen zurückzuführen, die nicht in derjenigen 
Normalform vorliegen, wie ich sie in meiner zweiten Mitteilung 
stets angenommen habe. 

Ich entwickle in diesem Abschnitte die neue Methode an dem 
Beispiel der allgemeinsten linearen partiellen Differentialgleichung 
vom elliptischen Typus, während das Integrationsgebiet die Voll- 
kugel ist. 

Es seien s, { die unabhängigen Variabeln und z, w irgend- 
welche Funktionen derselben; als untere Indices an einer Funk- 
tion môügen s,{ bedeuten, daf die partiellen Ableitungen der Funk- 
tion nach s, { zu nehmen sind. Wir gehen aus von dem allge- 
meinsten linearen partiellen Differentialausdruck zweiter Ordnung 


L(2) = az, +20e,+ cz, + le, +me,+ne, 


wo a, b,c,l, m,n gegebene Funktionen von s, t sind. Der zu 
£(2) adjungierte Differentialausdruck ist 


M(2) = (az), +2 (02) + (ca)y — (Le), — (mr) + ne; 

ferner mügen 
P = a(wz,—2w,)+b(wz,—aiw,) +(T —a,—bd)wr, 
© = biz, — av) + € (az, — z10,) + (me — bd, — c,) cz 


die zu £(:) gehôrigen Bilinearausdrücke heïfen: es gilt dann 


bekanntlich die Identität 
(12) wL(z) — 2 M (x) = P,+0, 


1) Diese Gütt. Nachr, 1904. Erwäbnt sci an dieser Stelle die inzwischen er- 
schienene scharfsinnige Abhandlung von E. E. Levi: 1 problemi dei valori al con- 
torno per le equazioni lineari totalmente ellittiche alle derivate parziali. Roma 1909. 

Kgl, Ges. d. Wiss. Nacbrichton. Math.-pbys. Klasse. 1910. Iloft 4. 25 
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Wenn wir in £(+) statt s, { irgendwelche neue Variable s’, # 
einführen und den Differentialausdruck dann mit der Funktional- 
determinante der ursprünglichen Variabeln nach den neuen d.h. mit 


tre — ere 
multiplizieren, so heife der so entstehende Differentialausdruck 
L'(e) = a'2vs + 20'agr+ car +l'es+m'estnz 


der transformierte Ausdruck von £(2); desgleichen heïfe der aus 
M(:) durch Einfübrung der neuen Variabeln s’, #’ und Multipli- 
kation mit jener Funktionaldeterminante entstehende Ausdruck 
M (2) der transformierte Ausdruck von M(z:). Endlich môügen die 
Ausdrücke 

P' = Pér—-Qsr, 
a D = B4+Ds, 


wenn man rechter Hand in $, © die neuen Variabeln s’, é’ an 
Stelle von s, é einführt, die transformierten Ausdrücke von $, © 
heïifen. Indem wir in der Identität statt s, { die neuen Variabeln 
s’, t’ einführen, gelangen wir zu der Identität 


wL'(2)—2M' (0) = By +0} 


und von dieser führen leichte Ueberlegungen unter Berücksich- 
tigung der Bauart der Ausdrücke $, ©, $”, ©’ zum Beweise des 
folgenden Satzes: 

Der transformierte Ausdruck M’(:) ist genau der 
zu £'(2) adjungierte Ausdruck und die transformierten 
Ausdrücke $', ©’ sind genau die zu £'(2) gehôrigen Bi- 
linearausdrücke. 

Im Folgenden wollen wir der Kürze halber die Koeffizienten 
a, b,c, 1, m, n des Differentialausdruckes £ desgleichen alle anderen 
vorkommenden Funktionen stets als beliebig oft differenzierbar vor- 
aussetzen — woweit nicht ausdrücklich Ausnahmen festgesetzt 
werden. 

Es seien nun auf der Kugel mit dem Radius 1 irgend zwei 
einfach zusammenhängende Gebiete X, und X, gegeben, die in dem 
Gebiete ÆX, übereinandergreiïfen; s,, {, seien irgendwelche krumm- 
linige Koordinaten für das Gebiet X, und s,,t, irgendwelche 
krummlinige Koordinaten für X,; ferner sei £:(2) ein Differential- 
ausdruck in den Variabeln s;, 4 und £,(2) ein Differentialausdruck 
in den Variabeln s,, {. Bezeichnen wir das Linienelement auf der 
Kugel in üblicher Weiïse mit 
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eds! +2f, ds, dt, + 9, dt}, 
bez. e, ds; +2f,ds,dt, +9, dt, 
so ist das Flächenelement der Kugel 
dk — \e,g,—f'ds;dt,, 
bez. — \/e,9,—f ds, 


ferner wird innerhalb des Gebietes K,, 


1 Of _ Ve,g,—fà 


CAR ER ET rer 


und wegen 
| ot, ôs, 0, 
Be) = 2 (S oo) 
folgt mithin 
HOMMES RRE CES 


Ve, 9, —f Ve,g:—f3 
Wenn nun der besondere Umstand zutrifft, daf der auf die 
Variabeln s,, {, transformierte Differentialausdruck £! mit £, iden- 
tisch ist, so stellt die Formel 


D Prenota se 
“ Lu in X, 


Hi: 


in dem gemeinsamen Gebiete X, den nämlichen Differentialaus- 
druck dar; zugleich erweist sich der Wert dieses Differentialaus- 
druckes L(2:), wenn z eine Funktion einer innerhalb X oder X, 
gelegenen Stelle auf der Kugel bedeutet, als unabhängig von der 
Wahl der krummlinigen Koordinaten s, £. Ist die Vollkugel mit 
einer endlichen Anzahl von übereinandergreiïfenden Gebieten X, 
K,, ... bedeckt und in diesen je ein regulärer Differentialausdruck 
bez. @,, £,, ... gegeben von der Art, daf immer in dem gemein- 
samen Teile von je zwei übereinandergreifenden Grebieten der trans- 
formierte Differentialausdruck des einen Gebietes mit dem Diffe- 
rentialausdrucke des anderen übereinstimmt, so definieren die 
Formeln 


8 — 


L(s)= pe int, 
= MES in A 


Ves Ja— ts 
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eindeutig und widerspruchslos überall auf der Kugel einen Diffe- 
rentialausdruck, dessen Wert, wenn z eine Funktion der Stelle 
auf der Kugel bedeutet ! ebenfalls unabhängig von der Wahl der 
krummlinigen Koordinaten s, { ausfällt; der Differentialausdruck 
L(2) heiBe ein auf der Vollkugel regulärer Differentialausdruck. Wie 
man leicht erkennt, bestimmen die zu 2, £,,... bez. in À, K,, ... 
adjungierten Differentialausdrücke M,, M,, ... vermôge der Formeln 
ass NC ir, 
Ve, gi là 
M, (2) 


Ve,g;—f3 


si 


ebenfalls einen auf der Vollkugel regulären Differentialausdruck 
M(2); derselbe heife der zu L(2) adjungierte Differentialausdruck. 

Wenn wir die Formel (12) in einem von beliebigen geschlos- 
senen Kurven berandeten Gebiete G der Kugel mit den krumm- 
linigen Koordinaten s, { integrieren, so erhalten wir die Integral- 
formel 


(14) [To R(e) — A (u0)} dsdt — J(Bdt-Dds), 
(G) (6) 


wo das Doppelintegral linker Hand über das Innere von G und 
das Linienintegral rechter Hand über sämtliche Randkurven R 
und zwar jedesmal in der Richtung hin zu erstrecken ist, daB 
das Gebiet G zur linken Hand bleibt. 

Wenn wir in dem Linienintegral rechter Hand an Stelle der 
Variabeln s, { beliebig neue Variabele s’, #’ einführen, so sind nach 
dem oben bewiesenen Satze die transformierten Ausdrücke $, © 
genau die zu £’(+) gehôrigen Bilinearausdrücke: mittelst der For- 
meln (13) folgt hieraus die wichtige Tatsache, daB der Integrand 
des Linienintegrals rechter Hand in (14) derselbe bleibt, wenn wir 
bei der Bildung derselben an Stelle von £ den beliebig transfor- 
mierten Ausdruck £’ zu Grunde legen. 

Teilen wir jetzt die Vollkugel etwa durch den Aequator in 
die zwei Hälften X,, K, und wenden auf jede derselben die Formel 
(14) an, so entsteht — wegen der eben bewiesenen Invarianz der 
Integranden in den Linienintegralen und da in dem Linienintegral 
der zweiten Formel der Aequator in entgegengesetzter Richtung 
zu durchlaufen ist, wie bei der ersten Formel — durch Addition 
die Formel 


[T° 08 (2) — 29 (w)} dsdt = 0, 
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wo das Doppelintegral über beide Kugelhälften zu erstrecken ist. 
Führen wir hierin die auf der Kugel regulären Differentialaus- 
drücke L(2), M(2) und das Flächenelement dk der Kugel ein, so 
erbalten wir 


(15) J'{wL(e)—2M(w)} dk = 0, 


wo das Integral über die Vollkugel zu erstrecken ist. 

Der Differentialausdruck L heife von elliptischem Typus, wenn 
überall in jedem der Ausdrücke £ für alle Werte der Variabeln 
s, t die Ungleichung 


(16) ac—b => 0 


erfüllt ist; wir nehmen zugleich a und c positiv an. 
Unser Hauptproblem besteht zunächst in der Inte- 
gration der Differentialgleichung von elliptischem Typus 


L(e) = f, 


wo f eine überall auf der Kugel definierte Funktion bedeutet. 

Um dieses Problem auf ein Problem der Theorie der Integral- 
gleichungen zurückzuführen, bedarf es des Begriffes der Para- 
metrix. Für den vorliegenden Fall verstehen wir unter einer 
Parametrix eine Funktion p(sf, or) des Argumentpunktes s, { und 
des Parameterpunktes 6, r. auf der Kugel von folgenden Eigen- 
schaften : 

1. Die Parametrix p(st, 6t) ist überall in den Koordinaten des 
Argumentpunktes s, £ und des Parameterpunktes 6, r stetig und 
beliebig oft differenzierbar, aufer wenn der erstere mit dem letz- 
teren Punkte zusammenfällt, d.h. wenn gleichzeitig s = 6, t— + 
wird: alsdann wird p(st, 6r) logarithmisch unendlich, wie folgt 


1 log | c(ot)(s— 6) — 2b(or)(s — 6)({—T) + a (ot) (é — t)} 
4x Va(or)c(or) —(b(or)) 
+ S(st, Gt), 


p(st, 6t) =- 


wo S(st, or) eine Funktion vom Argumentpunkt s, é und vom Pa- 
rameterpunkt 6, r auf der Kugel bedeutet, die für s = 6, { = t 
zwar stetig sein muB, aber deren zweite Ableitungen für s = 6, 
t— 7 von erster Ordnung unendlich werden dürfen — während sonst 
überall beliebig häufige stetige Differenzierbarkeit môglich sein soll. 

2. Die Parametrix ist symmetrisch in Bezug auf Argument- 
punkt und Parameterpunkt, d. h. es ist 


p(st,.or) = (or, st). 
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Um eine Parametrix zu konstruieren, betrachten wir die räum- 
lichen Koordinaten x, y, z eines Punktes der Kugel als Funktion 
der krammilinigen Koordinaten s,  — indem wir immer in jedem 
Teilgebiet auf der Kugel die demselben eigenen Koordinaten s, £ 
wählen und zwar derart, da8 überall auf der Kugel 


(17) Ys 4 — 2sYr + 0, 2% — Lshy + 0, LV — Yes + 0 


ausfällt. Dann bestimmen wir aus den drei Gleichungen 


Ar + By; + Ca —  c(st)Veg—f?, 
(13) Ax,t+ By,y,+ Casa, = —D(st) Veg—f, 
Az; + By}+ Cr —  a(st)Veg—f" 


die GrôBen À, B, C als Funktionen des Argumentpunktes s, t; 
dieselben sind gegenüber einer Transformation der Koordinaten 
s, t invariant und stellen daher Funktionen auf der Kugel dar; 
aus (17) folgt leicht, daB die Determinante dieser Gleichungen 


2 2 2 
LA y s 28 


TT, YsY+ 2 à 


4 O Y À 
stets von Null verschieden ist. 
Nunmehr verstehen wir unter £, m, £ die räumlichen Koordi- 
naten des Parameterpunktes 6, r auf der Kugel, so daf Ë, », € 
bez. ebenso von 6, tr abhängen, wie x, y, z von s, é — und bilden 
dann den Ausdruck 
W(st, 67) = A(x—Ë)+B(y—n) +C(e—6). 

Setzen wir hierin 

x—ËE = a,(s—-6)+x(t—T)+:..., 

CÉcS omt  CLA EE 7 LA OP 

z—6 = 2 (s—-6)+2,(—7T) +... 
cin, so ergibt sich mit Benutzung von (18) die Entwicklung 


p(st, or) — Veg —f'ic(st)}(s—0) — 2(st)(s—06)(t—T) + a(st}(é—r)} +(s—0, t—5), 
— Veg—f*ic(or)(s—06)—2b(or)(s—0)((—r)+ a(or)(é—r)} +(s—0, 5), 

wo beidemal (s—6, t—r), Ausdrücke mit Gliedern von dritter und 
hüherer Ordnung in s—6, t—7 bezeichnen. Mit Rücksicht hierauf 
ist wegen (165) gewif 
(19) v(st, 6) > 0, 
sobald die Differenzen s—06, {—7r absolut genügend klein gewählt 
aber nicht bcide Naull sind: es sei & eine so kleine Konstante, daf 
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die Ungleichung (19) statt hat, sobald 
O<(2— 8) + (y— m4 (0 < 6 


ist. Endlich sei y der absolut grôfte Wert, den y(st, 6t) an- 
nimmt, wenn der Argumentpunkt s, é und der Parameterpunkt 


(6, t) beliebig auf der Kugel variieren: alsdann stellt der Aus- 
druck 


W(st, ot) — y(st, ot) + 


2 2 ar? 
{GE + (y +20) 

eine Funktion dar, die stets positiv ausfällt und nur für s = 6, 
t — v verschwindet. Da anderseits 


(st, ot) 
= Vey=F |e(6r)(s— 0)" — 2 (67) (s— 6) (45) + a(ar)(t—r)} [14+(5— 0, t—5),] 
wird, wo (s—6, {—+), einen für s — 6, t — Tr mindestens von der 


ersten Ordnung in s—6, t—T verschwindenden Ausdruck bedeutet 
und, wie man sofort sieht, (or, st) sich in die gleiche Grestalt 
bringen läft, so besitzt der Ausdruck 

Don) — _ log P'(st, 67) log (or, st) L 

Va(onc(or)— C(s5) * Vathc(s) — C0) | 
die für die Parametrix geforderten Eigenschaften; die Existenz 
einer Parametrix ist damit bewiesen. 

Aus der oben aufgestellten Definition der Parametrix folgern 
wir eine Reïhe von Formeln — analog wie dies in der bekannten 
Theorie des logarithmischen Potentials geschieht. 

Erstens: der Ausdruck 


M(p(st, 6v)) 


stellt eine Funktion dar, die für s — 6, ét — Tv hôchstens von der 
ersten Ordnung unendlich wird. Wenn man nämlich alle die- 
jenigen Glieder, die allein von der zweiten Ordnung unendlich 
werden, ausrechnet, so erkennt man, daB sie sich gegenseitig zer- 
stôren. 

Zweitens: Wenn z(st) irgend eine überall stetig differenzier- 
bare Funktion auf der Kugel bedeutet, so ist stets 


(20) LipL(e)—2M(p)}dh = —z(0r), 


wo das Integral über die Vollkugel zu erstrecken ist. 
Zum Beweise dieser Formel beschreiben wir um den Punkt 


2y% 
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6, r auf der Kugel einen Kreis 4, mit dem kleinen Radius > und 
zerlegen dadurch die Oberfläche der. Vollkugel in das kreisfôrmig 
begrenzte Gebiet k%, und das auferbalb X, gelegene Gebiet X,; 
dann wenden wir die Integralformel (14), indem wir wi(st) — 
p(st, ot) nehmen, auf das Gebiet X, an und führen den Grenz- 
übergang r — 0 aus. 

Drittens: wenn wir unter z(st), wie soeben, eine Funktion 
auf der Kugel verstehen und ferner mit M denjenigen Differential- 
ausdruck bezeichnen, der aus M hervorgeht, wenn wir darin die 
Variabeln s, { durch die Parameter 6, t ersetzen, so gilt die 
Formel 


(21) Mi fzpdk} = [eM(p)dt — z(0r), 


wo die Integrale wiederum über die Vollkugel zu erstrecken sind. 
Zum Beweise haben wir die in dem Ausdruck M linker Hand 
geforderten Differentiationen erster und zweiter Ordnung auszu- 
führen. Da die Parametrix p(st, ot) für s = 6, { — v nur loga- 
rithmisch unendlich wird, so sind die einmaligen Differentiationen 
nach 6, t linker Hand ohne weiteres durch Differentiationen unter 
dem Integralzeichen ausführbar. Aus der ersten Eigenschaft der 
Parametrix entnehmen wir nun die Gültigkeit von Gleichungen 
der (Gestalt 
(22) Ps —= SL 
bee 7,5 T, 


wo $, T solche Funktionen von s, {; 6, t sind, deren erste Ab- 
leitungen für s — 6, { — rt hôchstens von erster Ordnung un- 
endlich werden. Zerlegen wir jetzt wiederum die Oberfläche der 
Vollkugel in die zwei Teile X, und #, und setzen dann in dem 
über x, zu erstreckenden Integral die letzteren Ausdrücke für 
D: Px aus (22) ein, so entstehen bei geeigneter Anwendung der 
Produktintegration (partiellen Integration) Integralausdrücke, bei 
denen eine nochmalige Differentiation nach 6, r unmittelbar durch 
Differentiation unter dem Integralzeichen müglich ist. Der Grenz- 
übergang zu r — 0 führt schlieflich zu der angegebenen Formel. 

Nunmebr sind wir im Stande, das oben bezeichnete Integrations- 
problem zu lüsen, indem wir den folgenden Satz aufstellen und 
beweisen. 

Wenn die homogene Diffcrentialgleichung 


(23) LG) AU 
kcine von Null verschicdene, uuf der ganzen Kuyel stetige Lüsuny 
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besitet, so Lat die Differentialgleichung 
(24) L(e) = f, 


wo f irgend eine gegebene Funktion auf der Kugel bedeutet, stets eine 
stetige Lüsung: die adjungierte Differentialgleichung 


(25) Me) = 0, 


läfft in diesem Falle gewifl keine Lüsung zu. 

Besit:t dagegen die homogene Differentialgleichung (23) Lüsungen, 
so lassen sich aus diesen stets eine gewisse endliche Anzahl n linear 
von einander unabhängiger Lüsungen auswählen, so daff jede Lüsung 
von (23) eine lincare Kombination derselben wird; die adjungierte 
Differentialgleichung (25) besitat in diesem Falle auch genau n linear un- 
abhängige Lüsungen und die Differentialgleichung (24) ist dann und nur 
dann lüsbar, wenn die gegebene Funktion f die n Integralbedingungen 


(26) fédk = 0, (h = 1,2,3...n) 


erfüllt, 40 w,,...W, jene linear von einander unabhängige Lüsungen 
von (25) bedeuten. 

Zum Beweise setzen wir zunächst voraus, daf die Differential- 
gleichung (23) keine Lôüsung besitzt. Eine Lôüsung + der Differe- 
rentialgleichung (24) muB wegen (20) die Intesgralgleichung 


finf-:M(p)} dk — —z(0r) 
oder 


(27) La (p)dk — 2(67) = Jpfuie 


befriedigen; der Kern dieser Integralgleichung A/(p) ist einer frü- 
heren Bemerkung zufolge (S. 369) eine solche Funktion von 5, #, 
6, 7, die für $s — 6, — rt von der ersten Ordnung unendlich 
wird. Die Gesetze über die Auflôsung von Integralgleichungen 
sind, wie bereits Fredholm gezcigt hat, in diesem Falle in gleicher 
Weise gültig, wie wenn der Kern eine durchweg stetige Funktion 
wäre. Andrerseits läfit sich auch ähnlich wie dies auf $S. 360—361 
geschehen ist, zeigen, da eine Lüsung der Integralgleichung (27) 
beliebig oft stetig differenzierbar ist, falls diese Annahme für f 
zutrifft. 

Nach der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen hängt 
die Lôsbarkeit der Integralsleichung (27) von der Beschatfenheit 
der entsprechenden homogenen Intesralgleichung 


(28) J:2L(p)dk — : (67) = 0 
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ab. Die Anzahl der linear unabhängigen Lôsungen dieser homo- 
genen Integralgleichung sei N und die Lôsungen seien ®,, ..., Or. 
Wegen (20) haben wir dann 


frL(®,)dt = 0, (R = 1,..,N) 
oder wenn 
(29) X, = L(®),), ( = 1,...,N) 
gesetzt wird 
(30) JrX, dt = 0, (h = 1,...N) 


d. h. die N Funktionen X,,..., Xy genügen, für z eingesetzt, der 
Gleichung 


(31) oedk = 0, 


und wegen (21) sind sie demnach auch Lüsungen der homogenen 
Integralgleichung 


(32) LeM(p) dk — 2 (67) = 0. 


Diese homogene Integralgleichung ist aber diejenige, die aus 
der homogenen Integralgleichung (28) entsteht, wenn man in deren 
Kern die Argumente s, { mit den Parametern 6, tr vertauscht. 
Nun sind die N Funktionen X, von einander linear unabhängig, 
da ja sonst wegen (29) eine von Null verschiedene Lôüsung der 
Differentialgleichung (23) existieren müfte. Nach den allgemeinen 
Sätzen über Integralgleichungen besitzt die Integralgleichung mit 
dem transponierten Kern M(?p) genau ebensoviele linear unabhängige 
Lôsungen wie die ursprüngliche; es ist mithin jede Funktion z, 
die der Gleichung (31) genügt, da sie dann auch (32) erfüllt, not- 
wendig in der Gestalt 


Z = C,X,+:..+ CrXy 


darstellbar, wo C,,.,., Un geeignete Konstante bedeuten. 

Da hiernach die N Funktionen X, die sämtlichen Lôsungen 
der homogenen Integralgleichung (32) ausmachen, so sind nach der 
allgemeinen Theorie der Integralgleichungen die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für die Lôsbarkeit der inhomogenen 
Integralgleichung (27) die folgenden 


TX, (or) pf(st)dkdx = 0, (= 1,...,N) 


wo die Vollkugel sowohl bei der Integration nach dem Argument- 
punkt s, é, als auch bei der Integration nach dem Parameterpunkt 
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6, t als Integrationsgebiet zu nehmen ist. Da aber wegen (30) 
diese Bedingungen stets erfüllt sind, so besitzt (27) stets eine 
Lôsung; es sei g* diese Lôüsung, so daf 

(83) Jo*M(p)dk — p*(or) = Jpfdk 


wird. Setzen wir dann andererseits in (20) z — y* ein und addieren 
die so entstehende Gleichung zu (33), so ergibt sich 


JriL(p*) fit = 0. 
Wegen der vorhin gefundenen Tatsache folgt hieraus 
L(p*)-f = CX,+:..+0CrXx, 
wo C,;,..., Cx geeignete Konstanten sind. Wegen (29) ist demnach 
p = p*—-C D, —...—CrxDy 


eine Lôüsung der Differentialgleichung (24). 

Wir erkennen nunmebr auch leicht, daf (25) keine von Null 
verschiedene Lôüsung besitzt. Wäre nämlich # eine solche Lôüsung 
und bestimmen wir dann — was nach dem eben Bewiesenen stets 
môglich ist — eine Funktion y derart, daf 


L(g) = w 
ist, so wird aus (15) für w — w, z — y die Gleichung 
Ju ar = 0, 


die nicht statthaben kann, da ja Ÿ nicht identisch verschwinden 
sollte. Damit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes bezeichnen wir 
mit w,,...,, ein vollständiges System von n linear unabhängigen 
Lôüsungen der Differentialgleichung (23). Sodann betrachten wir 
wiederum die inhomogene Integralgleichung (27) und die zu ibr 
zugehôürige homogene Integralgleichung (28). Die letztere läBt, 
wie aus (20) sofort folgt, die Lôsungen ,,..., y, zu  Aufer 
diesen » Lôüsungen und deren linearen Kombinationen kann die 
Integralgleichung (28) noch weitere Lüsungen besitzen; unter diesen 
wählen wir ein System untereinander und von den Funktionen 
Ps... P, linear unabhängiger Lüsungen ®,,..., ®y derart aus, 
daB alle Lüsungen von (28) durch ®,,...,p, ®,,..,, Ex linear 
darstellbar sind. Wir bilden nun, wie vorhin beim Beweise des 
ersten Teils unseres Satzes, die N Funktionen 


(34) X, = L(®,), (Re IR SUN: 
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dieselben genügen, wie aus (20) folgt, den Gleichungen 
(85) JpX, dk = 0, = 1,...,N) 


und sind demnach für z eingesetzt wegen (21) auch Lôsungen der 
homogenen Integralgleichung (32). Die N Funktionen X,, ..., Xy 
sind von einander linear unabhängig, da sonst entgegen unserer 
Annahme aus (34) sofort das Bestehen einer linearen Relation 
zwischen p,,...,p,, ®,,..., Dy folgen würde. 

Da die homogene Integralgleichung (28) genau # + N linear 
unabhängige Lüsungen besitzt, so muB nach der allgemeinen Theorie 
die Integralgleichang (32) mit dem transponierten Kern ebenfalls 
genau #+N linear unabhängige Lôsungen besitzen, d.h. auBer 
den Funktionen X,, .., Xy gibt es noch genau # Funktionen Y,, ..., 4,, 
die ebenfalls der Integralgleichung (32) genügen und mit X,, ..., Xy 
zusammen ein volles System von + N Lôsungen der Integral- 
gleichung (32) bilden. 


Die # Funktionen %,,..., 4, denken wir uns nun durch geeignete 
lineare Kombinationen ihrer selbst derart ersetzt, daB gerade für 
die v Funktionen %,,..., 4, (0 = » = n die Gleichungen 
(36) frudk = 0, (hi = 1,...,) 
statt haben und überdies, falls wir aus den übrigen #7 —v Funk- 
tionen Y,455.-., %, die »—v Funktionen 

D JP dt, (b = v+F1,...,n) 
bilden, diese 7 — » Funktionen w,,,, ..., w, noch linear von einander 


unabhängig ausfallen. Wegen (21) sind #,,,,...,#w, Lüsungen der 
Differentialgleichung (25). 

Nunmehr nehmen wir an, daf der zu beweisende Satz für 
alle Fälle, in denen die Anzahl der linear unabhängigen Lüsungen 
der vorgelegten Differentialgleichung kleiner als » ausfällt, bereits 
als richtig erkannt sei: dann folgt, daf die Differentialgleichung 
(25) mindestens »# linear unabhängige Lôsungen besitzen mu; denn 
wäre ihre Anzahl kleiner als #, so würde unser Satz, auf (25) an- 
gewandt, aussagen, daf die zu (25) adjungierte Differentialgleichung 
(23) nur ebensoviel, gewif also nicht »# linear unabhängige Lô- 
sungen besitzen künnte, wie wir doch gegenwärtig vorausgesetzt 
haben. Es ist hiernach gewiB müglich zu den #7 —» Funktionen 
Vis, W, noch » weitere Funktionen #,,...,#, hinzuzufügen, 
derart, dal die Funktionen w,, ..., #, ein System von »# linear un- 
abhängigen Lüsungen der Differentialgleichung (25) bilden. 

Aus (15) folgt sofort, daf, wenn die Diffcrentialgleichung (24) 
16sbar sein soll, notwendig die Integralbedingungen (26) erfüllt sein 
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müssen. Andererseits besitzt die inhomogene Integralgleichung 
(27) der allgemeinen Theorie zufolge gewiB eine Lôsung, wenn die 
n+N Bedingungen 


(37) TX; (or) pf(st) dk ax = 0, (h—=1,.,N) 
(38) unter) pf(st) dkdx = 0, (h —1,...,») 
(39) xn(or) pf(st) dkdx = 0, (h = v+1,.., 7) 


bestehen. Nun sind aber wegen (35), (36) die Gleichungen (37), 
(38) für jede Funktion f erfüllt und die Gleichungen (39) erhalten 
die Gestalt 

(40) re, = 0, (= v+1,...,2) 


Bedeutet also f eine diesen »—+ Bedingungen (40) genügende 
Funktion, so gibt es gewiB eine Funktion z — q*, die der Inte- 
gralgleichung (27) genügt. Addieren wir diese Gleichung zu der- 
jenigen, die aus (20) für z — g* entsteht, so erhalten wir 


(41) friL(p*)—fidi = 0, 
und hieraus entnehmen wir wie vorhin 
L(y*)—f = LÉETPAROPT, Gr C, pe ASE Cr X», 


wo c,..,0,, C,,... Cx geeignete Konstante bedeuten. Setzen 
wir aber diesen Ausdruck für ZL(p*)—f in (41) ein, so folgt sofort 
mit Rücksicht auf (35), (36) wegen der linearen Unabhängigkeït 
der n —v-Funktionen w,, daf 


im 0e, 0 
sein mu. Wegen (34) befriedigt mithin 
p=p—0CB,—...— Cr Dr 
die Differentialgleichung 
(42) Lg) = f+amt+.+02. 


Ich will nun zeigen, daB die weiteren der Funktion f auf- 
zuerlegenden v Bedingungen 


(43) [fo dk = 0 (= 1,.,v) 
notwendig 


(44) CuHenO ni. fouet 0 
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zur Folge haben. Zu dem Zwecke setzen wir in (15) w = Y,, 
(k = 1,...,v) und z = @p; dann erhalten wir wegen (42) 


Lefak+c foi dh+..+e, [ox dk = 0, U—1,..,») 


oder 
(45) nat +aue = À), ( = 1,...,»), 
wenn zur Abkürzung 
Jo,fdk = -14,, = 1,.,v) 
Lord = ds (A, 1 = 1,..,v) 


gesetzt ist. Da wir nun offenbar durch geeignete Wahl der 
Funktion f unter Wahbrung der Bedingungen (40) den Grôfen 4, 
beliebige Werte erteilen kônnen und nach dem eben Bewiesenen die 
Gleichungen (45) für alle solchen 4, Lôsungen c,,..., c, haben, so 
mu die Determinante der GrôBen a;, notwendig von Null ver- 
schieden sein. Legen wir daher der Funktion f noch die weiteren 
v Bedingungen (43) auf d. h. nehmen wir 


À, = 0,..., 4, = 0 


so folgt aus (45) notwendig (44), d. h. wegen (42) ist y eine Lôüsung 
der Differentialgleichung (24). 

Um den Beweis unseres Satzes zu vollenden, bleibt nur noch 
übrig zu bemerken, daf die Gleichung (25) auch nicht mebr als » 
linear unabhängige Lôsungen haben kann. In der Tat, gäbe es 


noch eine von #,,..., w, linear unabhängige Lôsung von (25), etwa 
Yan 80 wWürde, wie aus (15) sofort folgt, die Gleichung 
br dk = 0 


noch eine weitere notwendige Bedingung für die Lôsbarkeit von 
(24) darstellen, was dem eben Bewiesenen widerspricht. 

Für die weitere Entwickelung unserer Theorie ist eine Be- 
merkung über die Beschaffenheit der Funktion f wichtig. Wenn 
nämlich f in (24) eine nicht durchweg stetige Funktion ist, so 
bleiben dennoch alle bisher angestellten Ueberlegungen gültig: es 
sei nunmebr f eine solche Funktion des Argumentpunktes s, { auf 
der Kugel, die überall stetig ist mit Ausnahme der Stelle s — 9, 
{ — x, wo sie von der ersten Ordnung unendlich wird. Um bei 
dieser Annahme den Charakter der Lôüsung + der Integralgleichung 
(24) an der Stelle o,T festzustellen, bedenken wir, — wie dies 
aus der Fredholmschen Methode der inhomogenen Integralgleichung 


| 
L 
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ersichtlich ist — daf für die Beurteilung des Verhaltens jener 
Lôüsung z von (24) das Verhalten der rechten Seite der Integral- 
gleichung (27) den Ausschlag geben muf. Nun ist diese rechte 
Seite, wie man durch eine leichte Untersuchung feststellen kann, 
bei der über f gemachten Annahme eine solche Funktion des Ar- 
gamentpunktes s,é, die an der Stelle 6,T stetig ist und deren 
zweite Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung unendlich 
werden; den gleichen Charakter an der Stelle 6, 7 zeigt also in 
diesem Falle die Lôsung der Differentialgleichung (24). 

Wir wollen dieses Ergebnis zur Konstruktion der Greenschen 
Funktion des Differentialausdruckes L(:) anwenden; dabei sei der 
Kürze halber L(z:) als ein sich selbst adjungierter Differential- 
ausdruck vorausgesetzt. 

Es sind wie im obigen Satze (S. 370—371) die zwei Fälle zu unter- 
scheiden, jenachdem die Differentialgleichung (23) stetige Lüsungen 
besitzt oder nicht. In letzterem Falle ist jederzeit eine geeignet 
gewählte Lüsung der Integralgleichung (27), wenn wir darin 
f — L(p) nehmen, zugleich die Lôsung der Differentialgleichung 


L(e) = L(»). 


Bezeichnen wir diese Lôüsung mit y, so befriedigt offenbar die 
Funktion 


G(st, 67) — p— 


die Differentialgleichung (23); G heïiBe die Greensche Funktion des 
Differentialausdruckes L(:). Aus den obigen Darlegungen über das 
Verhalten der Lôsung y an der Stelle 6, tr erkennen wir, daB die 
Greensche Funktion G an der Stelle 6,Tt gerade die logarithmische 
Unstetigkeit besitzt, wie sie für die Parametrix verlangt worden 
ist; sie ist durch diese Eigenschaft, sowie durch die Forderung, 
der Differentialgleichung (23) zu genügen, vôllig eindeutig bestimmt, 
Die Symmetrieeigenschaft der Greenschen Funktion 


G(st, ot) — (67, st) 


folgt in der üblichen Weise!) mit Benutzung des Umstandes, daf 
der Differentialausdruck A7 (:) nach Voraussetzung mit ZL(+) iden- 
tisch ausfällt. 

Nunmehr nehmen wir im Gegenteil an, die Differentialgleichung 
(23) besitze genau n von einander linear unabhängige Lôüsungen 


1) Vgl. den Beweis dicses Symmetriegesetzes im Falle einer Variabeln in 
der ersten Mitteiluug (diese Nachr. 1904) S. 220. 
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Dir. Ph; Wir denken uns dieselben derart normiert, daB die 
Orthogonalitätsrelationen 


Lougidk = 0, (i=1,.,nh+D 


[oi dk = 1, @—=1,...,n) 
gelten. Nehmen wir dann 
f(st) = L(r)— (or) qi(st) —-:: — p, (or) p, (st), 
so erfüllt f, wie aus (20) sofort zu ersehen ist, die » Bedingungen 
JF dk = 0, =1,.,7) 


und nach dem Früheren besitzt mithin die Differentialgleichung 
(24) eme Lôsung z — y, die an der Stelle 6, r stetig ausfällt und 
deren zweite Ableitungen daselbst von der ersten Ordnung un- 
endlich werden. Wir setzen nunmehr 


G(st, 67) = p-p-f(r-ppdk.p—..-[(p-9)9, 4h. 
dann erfüllt G die # Integralbedingungen 
(46) LG (st, 65) ®, (st) dk = 0, (= 1,...,n) 
und genügt überdies der Differentialgleichung 
(47) L(G) = p(or) pi(st) +: — p, (67) p, (st). 


G heille die Greensche Funktion (im erweiterten Sinne) des Diffe- 
rentialausdruckes L(z2). Die Greensche Funktion G besitzt an der 
Stelle 6,T gerade die logarithmische Unstetigkeitsstelle, wie sie 
für die Parametrix verlangt worden ist; sie ist durch diese Eigen- 
schaft, sowie durch die Forderung, der Differentialgleichung (47) 
und den Integralbedingungen (46) zu genügen, vüllig eindeutig 
bestimmt. Auch gilt für sie das Symmetriegesetz 


G(st, 67) — (er, st). 


Endlich zeigt man in üblicher Weise, daB stets vermittelst 
der Greenschen Funktion die Lüsung der Differentialgleichung (24) 
durch die Formel 


(48) & = — [ Gf(or) dx 


geliefert wird und zwar in dem zuletzt erôrterten Falle diejenige 
Lüsung, die die n Orthogonalitätsrelationen 


(49) J'aqudk = 0, Gi = 1,..,n) 
erfüllt. 
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Nachdem im Vorstehenden die Theorie der Integration der 
linearen partiellen Differentialgleichang vom elliptischen Typus 
auf der Kugel erledigt worden ist, soll nunmehr meine Theorie 
der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern') und zwar die 
der orthogonalen Integralgleichungen auf die lineare Differential- 
gleichung 

L(2)+12 = 0 


angewandt werden, wo L(2) einen sich selbst adjungierten ellip- 
tischen Differentialausdruck auf der Kugel bedeutet. Die Green- 
sche Funktion G(st, or) dieses Differentialausdrucks L(:) wird 
nach dem Obigen symmetrisch in Bezug auf den Argumentpunkt 
s, t und den Parameterpunkt 6, r der Kugel. Meine Theorie liefert 
nun, wenn wir (st, 6r) als Kern einer orthogonalen Integral- 
gleichung auf der Kugel nehmen, folgende Sätze : 

Es gibt gewiB einen oder beliebigviele Werte 1‘, 4%,... und 
zugehôürige Funktionen #‘”, 4°, ... auf der Kugel, sodaf 


(50) y (st) = 4 [ G (st, ox) v°” (67) dx 


wird: die sogenannten Eigenwerte und Eigenfunktionen des Kerns 
G; die letzteren besitzen die Orthogonalitätseigenschaft. 

Jede Funktion, die sich bei geeigneter Wahl der Funktion 
g(or) in der Gestalt 


(51) f(st) = [ G(st, 67) g(or) dx 


darstellen läft, ist in eine auf Fouriersche Weise gebildete Reïhe 
nach den Eigenfunktionen #ÿ°”, 4°, ... entwickelbar: 


(52) f EC MER CPE 


wo c,,G,... die Fourier-Koeffizienten von f in Bezug auf das 
Orthogonalsystem #‘”, #°,... bedeuten. 

Wir stellen nunmehr die Bedeutung der Bedingung (61) fest. 
Es seien @,,®,,..., 9, die n zu einander orthogonalen Integrale 
der Gleichung 

L (2) = 0, 

dann muB wegen (46) jede in der Gestalt (51) darstellbare Funktion 
f die n Bedingungen 


(53) L'oi(st) F(st) dk = 0, (hi = 1,...,2) 


1) Erste Mitteilung; diese Nachr. 1904 sowie fünfte Mitteilung; dicse Nachr. 
1906, S. 452—462. 
Kgl. Gos. d. Wiss. Nachrichten, Math-phys. Klasse. 1910. Hoft 4. 26 
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erfüllen. Umgekehrt ist jede diesen » Bedingungen genügende 
(mindestens zweimal stetig differenzierbare) Funktion f in der 
Gestalt (b1) darstellbar. Setzen wir nämlich g = —L{(f), so genügt, 
wie aus (15) folgt, die Funktion g den x Bedingungen 


Toxgdk = 0, (hi = 1,.., 2) 
und daher wird nach (48) 


f* = JG (st, or) g (or) dx 


eine den Bedingungen (49) genügende Lôsung der Differential- 
gleichang 


L(z) = g(st). 


Da aber diese Gleichung nur eine diesen » Bedingungen genügende 
Lôsung besitzen kann, so ist genau f* — f und mithin f in der 
Gestalt (51) darstellbar. Aus (50) und (46) schliefen wir leicht, 
das 


Jorv® ak = 0 
ausfällt; mithin bilden die Funktionen 


(54) Pas cer Pr CON PEL 


ein System von Orthogonalfanktionen auf der Kugel. 
Wir setzen 


em ee SR @) ss (2) 
LA 2 0, a À, HT 0, lou = À ? Lu = À Li ES 
«) = (2) . 
Pnti = Ÿ 5 Pure = Vue; 


und bezeichnen die Konstanten À,,,,... als die Eïgenwerte und die 
Funktionen p,, p,,... als die zugehôrigen Eïgenfunktionen der Diffe- 
rentialgleichung 


(55) L(2)+ 44 = 0, 


da sie das volle System stetiger Lüsungen dieser Differential- 
gleichung bilden. Nach dem Obigen ergibt sich sofort: 

Jede (mindestens zweimal stetig differenzierbare) Funktion auf 
der Kugel läfft sich in der Fourierschen Weise in eine nach den 
Eïgenfunktionen ®,, p,,... fortschreitende Reihe entwickeln; die An- 
zahl der Eïigenwerte und der Eïgenfunktionen der Differentialgleichung 
(65) ist mithin unendlich. 

Wir gehen nun dazu über, das zur Differentialgleichang (55) 
gehôrige Dirichletsche Variationsproblem aufzustellen und zu unter- 
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suchen’). Da der Differentialausdruck 
Le) = a+ 2e + cry + le, + me,+ne 


als sich selbst adjungiert angenommen worden ist, so haben wir 


a+, = 1, 
b,+c, = m, 
und es gilt die Identität 
(66) eL(e)+U(e) = P,+0, 
wo 


A (2) = 25 + 2be,2,+ cn 
der zu (2) gehôrige quadratische Differentialausdruck und 


B = 2 (ar, +02), 
À = 2(b2,+ C2) 


die zu £(z:) gehôürigen Nebenausdrücke heiBfen môgen. Führen wir 
in A(:) an Stelle von s,f neue Variable s',{! ein, so heife der 
durch Multiplikation mit der Funktionaldeterminante 


Ss le —Srts 


entstehende Ausdruck Y’(z) der transformierte Ausdruck von Y(z); 
ferner môügen die Ausdrücke 


B' — Pi — Os, 
©’ = Pis + Ds, 


wenn man rechter Hand in %$, © die neuen Variabeln s’,{ an 
Stelle von s, t einführt, die transformierten Ausdrücke von $, © 
heïfen. Es besteht dann die Tatsache: 

Der transformierte Ausdruck Ÿ'(2) ist genau der 
zu L'(2) gehôrige quadratische Differentialausdruck, 
und die transformierten Ausdrücke %, ©’ sind genau 
die zu £’(2) gehôrigen Nebenausdrücke. 

Aus der Differentialformel (56) ergibt sich durch Integration 
über ein Gebiet G mit der Randkurve R die Integralformel 


diesrio J#- Dds), 


1) Vgl. die den Fall einer Variabeln betreffenden analogen Entwickelungen 
in meiner zweiten Mitteilung (1904), S. 232—234. 


À à 


26 * 
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und indem wir diese — entsprechend wie wir oben auf S. 366—367 
beim Beweise der Formel (15) verfahren — auf die zwei Hälften 
der Vollkugel anwenden, gelangen wir auf Grund der eben ge- 
wonnenen Tatsache zu der Formel 


[LR +A(e)}dsdt = 0, 


wo das Doppelintegral über beide Kugelhälften zu erstrecken ist. 
Setzen wir nun — entsprechend wie oben S. 365—366 bei der De- 
finition des Ausdruckes L(z) — 


Re Dao 1 
Veg —f° Ve'g'—f" 
so ist, — ebenso wie oben der Ausdruck L(z) —, der quadra- 


tische Differentialausdruckt À (+) eindeutig und widerspruchslos 
überall auf der Kugel definiert und, wenn 2 eine Funktion der 
Stelle auf der Kugel bedeutet, so stellt A(z) einen von der Wahl 
der krummlinigen Koordinaten s, é unabhängigen Wert dar. Durch 
Einführung von L(2) und A(2) nimmt die obige Integralformel die 
Grestalt an 

JL) +A(dk = 0, 


wo das Integral über die Vollkugel zu erstrecken ist. Das Integral 
(57) D(e) = JA(e) dk = —[2L(+) dk 


heife das zu L(2) gehôrige Dirichletsche Integral. Durch Variation 
von (57) erhalten wir leicht mit Rücksicht auf (1) 


OD(e) = —2/[ L(:) 02 dk. 
Wegen (16) ist, wenn wir noch u 0 annehmen, gewiB stets 
az, + 2bz,2,+ ci Z 0. 


Bestimmen wir sodann eine solche Konstante C, die überall auf 
der Kugel die Werte der Funktion 


me Den te 

Veg — f* Vagefs 

übertrifft, so ist gewiB für alle Funktionen + 
A(2)+ Ce Z0 


und folglich auch 
J'IA()+ Ce} ar = fi 2L(e) + Ce} dk 2 0. 
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Insbesondere ergibt sich hieraus für # — g, mit Rücksicht auf 
die Gleichungen 

Lip) = —4,9,, 
oi = 1 


die Ungleichang 
1,+CZ0 oder 4,=—C, 
d.h. es gibt zur Differentialgleichung (55) nur eine endliche Anzahl 
negativer Eïgenwerte. 
Wir denken uns die Eigenwerte von (55) der GrüBe 
nach geordnet, so daB 4, der kleinste wird und all- 
gemein 


ist. 

Das zur Differentialgleichung (55) gehôrige Variationsproblem 
lautet nun: man soll eine Funktion + auf der Kugel derart be- 
stimmen, daB D(z) zum Minimum wird, während die Nebenbe- 
dingung 


(58) fe dk = 1 
erfüllt ist. Zur Lôsung dieses Problems setzen wir an 


2 = CPi+CsPat::: 
Wegen 
D(a) = —/2L(a)dk 
wird 
D (:) Ha A ci + 2,0 + FT) 
während die Nebenbedingung (58) die Grestalt 
++... = 1 
erhält. Daraus entnehmen wir sofort den Satz. 
Das Minimum des Dirichletschen Integrals D(z) bei der Neben- 
bedingung (58) ist gleich dem kleinsten Eigenwert À, der Differential- 
gleichung (65) und wird für 2 — q, angenommen, wo , die zu A, 


gehôürige Eïgenfunktion von (b5) bedeutet. Werden zu der Nebenbe- 
dingung (65) noch die weiteren h—1 Nebenbedingungen 


Jo adk = 0, …, fousdh = 0 


hinzugefügt, so ist À, der Minimalwert von D(e); derselbe wird für 
2 = p, angenommen. 
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Als einfachstes Beispiel für die vorstehende Theorie diene die 
bereits in meiner zweiten Mitteilung'!) behandelte Kugelfunktion. 

Zam SchluB dieses Abschnittes beweisen wir noch folgenden 
Satz, welcher besonders für die Anwendungen dieser Theorie von 
Wichtigkeit ist. 

Wenn die Koeffisienten des linearen Differentialausdruckes L(e) 
für alle innerhalb und auf die Grenzen des Intervalles 


==, 


fallenden Werte von uw regulär analytische Funktionen eines Parameters 
u sind, und wenn für eben diese Werte u auch stets die Ungleichung 
(16) gilt, so ist allemal der h*° Eïgenwert À, eine stetige Funktion 
von lu. 

Da nach den oben bewiesenen Sätzen für jeden besonderen 
Wert uw — uw, stets 4, eine endliche und eindeutig bestimmte 
GrôBe darstellt, so kommt es nur darauf an, zu zeigen, da 4, als 
Funktion von w an der Stelle u — u, auch stetig ausfällt. Zu 
dem Zwecke bezeichnen wir mit L,(:) den Differentialausdruck 
L(2) für uw —= u, und nehmen zunächst der Kürze halber an, daf 
die Eigenwerte der Differentialgleichung 


(59) L,(2)+42 = 0 
sämtlich positiv auffallen, so da die Differentialgleichung 
LG) =.0 


gewiB keine stetige Lüsung besitzt; es sei G, die zu L, (2) gehürige 
Greensche Funktion, ferner p die nach der Vorschrift auf S. 368—369 
konstruierte von w abhängige Parametrix für L(z:) und endlich be- 
deute », den aus p für uw — uw, entstehenden Ausdruck, so daB p, 
zugleich die nach jener Vorschrift gebildete Parametrix für L, ist. 

Um nun die Greensche Funktion für L(z2) zu bilden, wenden 
wir das oben $S. 377 eingeschlagene Verfahren an, indem wir in (27) 
an Stelle der dort mit p bezeichneten Parametrix den Ausdruck 


D = p+G,—-p, 


nehmen, der ebenfalls die Eigenschaften einer Parametrix für L(+) 
besitzt. Die so aus (27) entstehende Integralgleichung 


(60) LeL(p*) dk — 4 (05) = [p* far 
besitzt den Kern 


1) Vgl. diese Nachr. 1904, S. 241—242. 
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K(st, 67) = L(p*) = L(»)+L(G,—») 
= L(»)+L(G,—p.)+(u—u)L(G—p), 


wo L einen gewissen noch vom Parameter uw abhängigen Diffe- 
rentialausdruck zweiter Ordnung bedeutet. Da G,—9p, eine Funktion 
von 5, {; 6, t ist, deren zweite Ableitungen für s — 6,t = tv 
hôchstens von der ersten Ordnung unendlich werden, so stellt 
L(G,—»,) eine Funktion dar, derart, daB ihr Produkt mit 
V(s—T) +t—7)" gewiB absolut genommmen für alle s, {; 6, r unter- 
halb einer von uw unabhängigen Schranke bleibt. Andererseits ist, 
wenn wir 


Ep} EL?) + L(p) — L,(p,) — &@—u,) 1, 


setzen, L ebenfalls eine Fanktion, deren Produkt mit V(s—+) +({—7) 
absolut genommen gewif für alle s, #; 6, r unterhalb einer von w 
unabhängigen Schranke bleibt — da ja L(p) für s — 6, t —7t nur 
hôchstens von der ersten Ordnung unendlich wird und Z,(p,) 
den Wert von L(p) für u — u, bedeutet. Wegen (61) ist dem- 
nach auch 


(61) 


Æ (st, ôt) — (u + u) Æ (st, Gt), 


wo K eine Funktion ist, deren Produkt mit VW{s—6) +(t—t) 
absolut genommen für alle s, {; 6, t unterhalb einer von w unab- 
hängigen Schranke bleibt. In Folge der letzteren Eigenschaft er- 
kennt man, daB der aus À gebildete dreifach zusammengesetzte 
Kern KKK eine stetige Funktion von s, {; 6, rt wird, deren ab- 
soluten Werte für alle s, {; 6, Tr unterhalb einer von w abhän- 
gigen Schranke bleiben. Hieraus wiederum folgt, daB der aus K 
gebildete dreiïfach zusammengesetzte Kern KKXK ebenfalls stetig 
ist und überdies für ihn eine positive Zahl s gefunden werden 
kann derart, daB die absoluten Werte von XX K für alle s,f; 6,t 
kleiner als 4 bleiben, sobald nur w innerhalb des durch die Un- 
gleichung 


(62) lu—u| < 2 


bestimmten Intervalles bleibt. Die so gefundene Tatsache bedingt, 
daB unter dieser einschränkenden Bedingung (62) für w die inho- 
mogene Integralgleichung 


LeKdk — # (61) = F(6r) 
stets nach der Neumannschen Methode lüsbar ist und daB die 


25% 
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Lüsung + gleichmäBig für alle s, {; 6, T in uw stetig wird, während 
die entsprechende homogene Integralgleichung 


JeKRdk — (07) = 0 


keine Lôsung besitzt. Wenden wir dieses Resultat auf die Integral- 
gleichung (60) für f — ZL(p*) an, so erkennen wir, daB dieselbe, 
falls u der Bedingung (62) genügt, gewiB eine und nur eine Lôüsung 
œ besitzt und daf diese Lüsung für u — w, gleichmäfig für alle 
s,t; 6, Tt gegen Null konvergiert — da ja p* für u = uw, in G, 
und demnach L(p*) für s,t + 06,7 in Null übergeht. Nach dem 
von uns befolgten Verfahren ist 


G=p"—-9p 


die Greensche Funktion von ZL(z:), falls w der Bedingung (62) 
genügt. Hieraus folgt wegen der eben erkannten Beschaffenheit 
von y, daf der aus G zweifach zusammengesetzte Kern GG gleich- 
mäBig für alle s, £; 6, tr in w stetig ausfällt. Bilden wir daher 
nach Fredholm den Nenner der lôsenden Funktion für die Integral- 
gleichung 


Af 2GGdh— 2(07) = F(6r), 


so erkennen wir, da diese beständig konvergente Potenzreihe in 
À überdies gleichmäfig für alle der Bedingung (62) genügenden 
Werte von w konvergiert. Da andererseits die Nullstellen dieser 
Potenzreihe sämtlich reell und zwar die Eigenwerte des Kerns 
GG sind, diese aber nichts anders als die Quadrate der Eigen- 
werte 1,, 4,,... sind, so folgt, daf allgemein der * Eigenwert 
4; sich stetig in uw ändert; das Gleiche gilt mithin auch von 4,, 
solange w auf das Intervall (62) beschränkt bleibt. 

Trifft die zu Anfang dieser Beweisführung gemachte Annahme, 
wonach die Eigenwerte der Differentialgleichung (59) sämtlich 
positiv ausfallen, nicht zu, so bezeichnen wir mit 4° den kleinsten 
Eigenwert von L,(z); sodann setzen wir 


L*(e) = L()+(4—1)e, 

Li(e) = L,(e)+(4—1)2. 
Die Eigenwerte der Differentialgleichung 
L*(2)+4: = 0 


sind offenbar 
A4 +1, (k = 1,2,...) 


25% 
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und diejenigen von 
Li(z)+1e = 0 


sind daher sämtlich 1; folglich läft sich unsere bisherige Be- 
trachtung auf den Differentialausdruck L*(:) anwenden und lehrt, 
daf allgemein 4,— 4 +1 und mithin auch 4, sich in der Umgebung 
von uw, Stetig mit uw ändert. 

Da uw, willkürlich gewählt werden kann, so ist damit der 
Beweis des aufgestellten Satzes vollständig erbracht. 

Endlich sei noch bemerkt, daB die eben entwickelte Theorie 
sich unmittelbar auf die Differentialgleichung 


(63) L(e)+ 49e = 0 


übertragen läft, wenn q eine beliebige überall positive (oder ne- 
gative) Funktion auf der Kugel bedeutet. Es ist nämlich leicht 
ersichtlich, da der Differentialausdruck 


1 
2e) 


wiederum sich selbst adjungiert ist, und durch Einführung dieses 
Differentialausdruckes erhält die Differentialgleichung (63) die vor- 
hin der Untersuchung zu Grunde liegende Gestalt 


LX(e) = 


L*(2)+ 4: = 0. 


Wir führen die wesentlichen Sätze über die Differentialgleichung 
(63) hier kurz, wie folgt, an. 

Die Differentialgleichung (63) besitzt unendlichviele Eigeniverte 
À,, À, ..., von denen jedoch nur cine endlichie Anzahl negativ ausfällt. 
Die zu diesen Eïigenwerten gyehôrigen ÆEïgenfunktionen besitzen die 
Orthogonalilätseigenschaft 


77 qdk = 0, QE 2) 
Jayidé = 1. 


Jede (mindestens zweimalstetig differenzicrbare) Funktion f auf der 
Kugel läfft sich nach den zu jenen Eïigenwerten gehôrigen Eigenfunk- 


tionen p,, Pa -.. auf Fouriersche Weise wie folgt 
f=up+apt+.., (ce, = Jafqid) 
entiwickeln. 


Das Minimum des Dirichletschen Integrals D(2) bei den Neben- 
bedingungen 
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[as dr = 1, 
J'ap,zdk = 0, …, faps,sdk = 0 


ist À,; dasselbe wird für z = @, angenommen. 

Hängen die Koeffizienten in L(2) von einem Parameter uw ana- 
lytisch ab und denken wir uns für jeden Wert von uw die Eïigenwerte 
À,, À,,.. der Grüfle nach geordnet, so ist allgemein der h'° Eigenwert 
1, eine stetige Funktion von u.. 


XIX, 
Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfläche. 


Der folgende Abschnitt enthält eine Neubegründung der Min- 
kowskischen Theorie von Volumen und Oberfläche. Der Gedanke, 
die Kugel der gewühnlichen Raumgeometrie als Ort der Punkte 
gleicher Entfernungen von einem festen Punkte durch eine belie- 
bige konvexe Fläche, ,die sogenannte Eichfläche“, zu ersetzen, 
bildet die Grundlage der arithmetischen Untersuchungen Min- 
kowkis 1). Die mehr geometrische Verfolgung dieses Gedankens 
hat ihn zu dem fundamentalen Begriffe des gemischten Volumens 
V, von drei Kôürpern gefübrt?), und den Kernpunkt seiner 
Theorie von Volumen und Oberfläche bildet dann die Entdeckung 
der Ungleichung 


lé — és ue 


1120— 
einer Ungleichung, welche lediglich quadratischen Charakter 
besitzt, während der Beweis derselben von Minkowski auf Grund 
einer kubischen Ungleichung geführt wird. Die nachfolgende. 
neue Begründung der Minkowskischen Theorie geschieht mittelst 
der im vorigen Abschnitt entwickelten Sätze über die lineare sich 
selbst adjungierte partielle Differentialgleichung auf der Kugel, 
und insbesondere der Nachweis jener quadratischen Ungleichung 
gelingt bhierbei direkt auf Grund der Minimaleigenschaft des 
Dirichletschen Integrals. Insofern gerade allein die quadra- 
tische Ungleichung es ist, die sich eines direkten Beweises 
mittelst der Theorie der linearen Differentialgleichungen fähig er- 
weist — die kubische Ungleichung erscheint als leichte Folge der 
quadratischen —, scheint mir die Bedeutung der Minkowskischen 


1) Vgl. meinen Vortrag auf dem internationalen Mathematiker-KongreB zu 
Paris 1900, No. 4. Diese Nachr. 1900, 
2) Vgl. meine Gedächtnisrede auf Minkowski. Diese Nachr. 1909, S. 16—17. 
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Entdeckung durch den hier folgenden Beweis noch in helleres 
Licht gesetzt, und zugleich erblicke ich in dieser Begründung der 
Minkowskischen Theorie von Volumen und Oberfläche das glän- 
zendste spezielle Beispiel für die Anwendung meiner Theorie der 
orthogonalen Integralgleichungen. 

Im Folgenden wollen wir allgemein unter einer homogenen 
Funktion vi Grades der Variabeln x, y, z eine solche Funktion 
Wi(x, y, 2) verstehen, die für alle positiven Werte von w der 
Gleichung 


Wux, uy, ue) = y” W(x, y, 4) 


genügt. Ist insbesondere W eine homogene Funktion ersten Grades, 
so gelten die Identitäten 


(64) WRI RE, — W, 
ZW t YWteWs Ki 0, 
(65) Wa +Wy+eW, = 0 


2Wa+yWateW, = 0. 
Aus den Identitäten (65) folgt leicht 
WSN,, æÆe W, ee. me, ge rs Le 


2 2 1 


2 HA 


und hieraus entnehmen wir, wenn V irgend eine andere homogene 
Funktion ersten Grades in x, y, z bedeutet, die weitere Identität 


LAVE A LA PAU ET sx M ee Ml yy. 
2? x? 


Wir setzen zur Abkürzung 


6 one Mt 
Aie Les — 2 W,, Fe + Lis LL 
7e 
PE 2 Wy PT We re e 
2° 


Wa 


Es sei nunmehr im XYZ-Raum ein konvexer Kôrper gegeben, 
der den Nullpunkt im Inneren enthält; wir bezeichnen die Ent- 
fernung des Nullpunktes von derjenigen Tangentialebene dieses 
Kôrpers, deren Normale die Richtungskosinusse «, 6, y besitzt, mit 
H(«, B, y) und denken uns die so bestimmte Funktion H auf der 
Kugel mit dem Radius 1 ausgebreitet. Die Gleichung jener Tan- 
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gentialebene ist 
aX+BY+7yZ = H 
oder, wenn wir 
x &: y Ra d'A ÈSE 
RUE TE TS TEEN TEE 


y Z 
HT: 2) = Vz*+ +2? PH —— —., er) 
(&, y; ) y° RE EL Vx° 5 3? Vz° 3 2 


setzen, 

xX+yY +22 = H(x, y, 2), 
wo H eine homogene Funktion ersten Grades in x, y, z ist. Aus 
dieser Gleichung erhalten wir durch Differentiation nach x, y, z 
sofort die Koordinaten des Berührungspunktes der Tangentialebene 
als homogene Funktionen nullten (Grades von x, y, z, wie folgt: 


X = EÆ,, 
Y=H, 
Z = E,; 


diese Gleichungen liefern zugleich eine Parameterdarstellung der 
Oberfläche des Kôrpers. 

Bezeichnen wir mit S ein ganz auf der oberen Hälfte z 0 
der Einheitskugel verlaufendes Gebiet und lassen wir in den Glei- 
chungen 


X = uE,, 
Y — uH,, 
Ze EL 


den Faktor u die Werte O bis 1 und x, y, z alle Punkte von S 
durchlaufen, so durchläuft der Punkt X, Y, Z denjenigen Raum- 
teil Q, der durch einen gewissen Kegel mit der Spitze im Null- 
punkte aus unserem konvexen Kôrper ausgeschnitten wird. Um 
das Volumen von Q zu berechnen, führen wir statt der Koordi- 
naten X, Z, Y die Variabeln 

LR ns Ÿ, t — 


ein und erhalten dann 
= fffaxayaz = [ff 4 du ds dt, 
à! date, 1) 


wo die Funktionsdeterminante den Wert 
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| H H H, 


æ) y) 3 y? z 
= |u,, LH, uH,|=vé|H,, Hyy He 
uH,, us uH, | H,y He H,, | 


besitzt. Multiplizieren wir nun in der letzten Determinante die 
Elemente der ersten Vertikalreihe mit 7, die der zweiten mit _ 


und addieren sie dann zur dritten, so erhalten wir mit Rücksicht 
auf (64), (65), genommen für W = H, 


4 = weH(H.H,,—H:,), 
und demnach wird bei Ausführung der Integration nach w 


Vo = EH H(H.H,,— H,)2 ds àt. 
(8) 


Wie eine leichte Rechnung zeigt, ist für die Kugel 
(67) Veg=F = # 


und demnach drückt sich das Oberflächenelement dk der Einheits- 
kugel durch die Koordinaten s, & wie folgt aus 


dk = 2 dsdt; 
wir erhalten daher schlieflich 


Pond LH EN ES GE 
(68) prit 
—= À} H(H, H)dk 
(S) 


Da nun (H, H), wie aus der Definition (66) hervorgeht, überall 
auf der Kugel wobhl definiert ist, so läft sich in (68) jetzt das 
Integral über die ganze Oberfläche der Einheitskugel ausdehnen, 
und wir erhalten das Gesamtvolumen unseres konvexen Kôrpers 
in der Grestalt 


Y = 3fH(H, H)dt. 


Ist & eine willkürliche Funktion auf der Einheitskugel, so 
stelit 


Wz, y, à) = Va +y +2 8R(x, y, à) 


eine willkürliche homogene Funktion ersten Grades von x, y, # 
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dar. Nach (66) ist 


1 
(W, H) = PT LPS PE À de : Ro on: 40 © #9 à 
= 5 WW Hat WE) 

1 


= = (Way 2 Way Hoyt Wyy En) 


und da hier der erste Ausdruck rechter Hand überall auf der 
Kugel für x 4 0, der zweite für y + 0, der dritte für z + 0 gültig 
ist, so erkennen wir, daf 


L(@) = (W, H) 


im Sinne der Festsetzung zu Beginn des vorigen Abschnitts XVIII 
ein auf der Kugel regulärer linearer Differentialausdruck ist; der- 
selbe ist durch die Funktion H eindeutig bestimmt. 

Der lineare Differentialausdruck L(S) auf der Kugel ist sich 
selbst adjungiert und von elliptischem Typus. 

Um die erstere Behauptung zu beweisen, denken wir uns wie 
vorhin auf einem Teilgebiet S der Kugel als krummlinige Koor- 
dinaten die Variabeln 


É — 


’ 


à | 


x 
Si" 
& 


eingeführt und wollen dann den zu ZL(@) gehôrigen Differential- 
ausdruck Q(&) in den Variabeln s, é aufstellen. Zu dem Zwecke 
bedenken wir, daB in unserem Ausdrucke (W, H) die Differentia- 
tionen nach x, y, z so zu verstehen sind, daf dabei x, y, z drei 
unabhängige Variabele sind. Nun gewinnen wir W, H aus den 
&, H, indem wir diese als Funktionen der krummlinigen Koor- 
éfsdten s, t auf dem Teilgebiet S der Kugel auffassen, durch die 
Formeln 


Wix, y, #) = Mens r 

= eV1+s + PR (s, à) 
H(x, y, 2) = Vr'+yÿ + H 

= 2V1+s +FH(s, à), 


und da hiernach 


Le = Z (e (eV1+s + ea (s, tes 
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1 PEL 
Wa = SR GVI+S+PR(S, D), 


TRACE Edhar 2 
Wy = Re (e Vi+s'+ra(s, t))s 
Ha — (VI HS “H (s, t)}ue 
1 nt ve 
y Fr. = (e Vi +s+éH (s, t))ss 
1 ANRRE 
H,, = 7 VI+s'+ÉH(s, #))u 
wird, so gelangen wir schlieflich mit Rücksicht auf (67) zu dem 
Ergebnis : 
L(R) = Veg —f° L(S) = #(W, H) 
(69) = VIS FF I(VIrS+FR),.(VI+s+EH), 
—2(V1+s+88),(VI+S+FH), 
+(VI+s+80),(V1+sS+FH) 


Nehmen wir in dem ailgemeinsten linearen Differentialaus- 
druck £(2) (S. 363) — unter « irgend eine Funktion von 5, { ver- 
standen — 


= Gp = —-0y C = 


= 0, nm, —=10, n = 0, 


so sind die Bedingungen dafür, daf (2) sich selbst adjungiert ist, 
nämlich die Gleichungen 

l — as +0, 

m = V,+c, 


erfüllt; demnach ist der Ausdruck 
UuiËss — 2üs, Zst 25 Us Ê tt 


und folglich mit Rücksicht auf eine S. 387 gemachte Bemerkung 
auch der Ausdruck (69) sich selbst adjungiert; das Gleiche gilt 
mithin nach unserer Festsetzung auch für den linearen Differential- 
ausdruck L(Q) auf der Kugel. 

Um ferner den elliptischen Charakter des Differential- 
ausdruckes L(®) zu erkennen, haben wir offenbar den Nachwecis 
der Ungleichung 


(70) H,H,,—H,>0 
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nôtig. Nach den Ueberlegungen, wie wir sie zu Anfang dieses 
Abschnittes XIX ($S. 390) angestellt haben, wurden die Tangential- 
ebenen unseres konvexen Kürpers durch die Gleichung 


2X+yY +22 = H(x, y, 2) 


dargestellt. Dividieren wir diese Gleichung durch z und führen dann 


ein, so erhält jene Gleichung die Gestalt 
sX+IY+Z = H(s, t, 1), 
und folglich wird 
X=H, 
Y =H, 
Z = H- SH, —1H, 


Wie wir hieraus ersehen, ist der Uebergang von der Dar- 
stellung der Oberfläche unseres Kôrpers durch Punktkoordinaten, 
wobei Z als Funktion der unabhängigen Variabeln X, Y betrachtet 
wird, zu der Darstellung durch Ebenenkoordinaten, wobei H als 
Fanktion der unabhängigen Variabeln s, £ wird, nichts anderes als 
die in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen übliche 
Legendresche Transformation. Die Theorie der Legendreschen 
Transformation lehrt bekanntlich, da zwischen den Ableitungen 
zweiter Ordnung die Gleichung 


L 


Hs, Hy=—H,, =. Halir- ru 


gilt, und da wegen der Konvexität unserer Fläche der Nenner des 
Bruches rechter Hand positiv ausfällt, so folgt das Gleiche für 
die linke Seite, und mithin gilt auch die Ungleichung (70). 

Wir sind nunmehr in der Lage, die allgemeine Theorie des 
vorigen Abschnittes XVIII auf den linearen Differentialausdruck 
L(&) anzuwenden. Was zunächst das Integrationsproblem 
betrifft (vgl. den allgemeinen S. 370 —371 aufgestellten Satz), s0 
bedarf es zu dessen Erledigung vor Allem der Kenntnis der fol- 
genden wichtigen Tatsache. 


Jede stetige Lüsung der homogenen Differentialgleichung auf der 
Kugel 


(71) L(@).=t0 
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ist eine lineare Kombination der drei Lüsungen 
A =x, A = y Q = 2. 


Zum Beweise nehmen wir an, es sei œ eine stetige Funktion 
auf der Kugel, die der Differentialgleichung (71) genügt. Setzen 
wir sodann 


3 3 2 x y d a 
w(x,y,2) = Va +y +2 a — ___ ——) 
(x, y ) y V+y + V+y + Va +y +2 


so wird w eine homogene Funktion ersten Grades von x, 4, z, die 
der Gleichung 
(w, H) = 0 


und daher wegen (66) auch als Funktion der drei unabhängigen 
Variabeln x, y, : den Gleichungen 


(72) w,; He, 4 20, Æ,, is Wrr jé Dr 0, 


| Vyy E,, 4 2w,, H,, +, HEx a 0, 
We Hyy— 2Wey Hey + Vyy Hour Æ 0 


genügt. Es sei jetzt x,, y,,z, eine Stelle auf der Einheitskugel, 
an der die Funktion w, den kleinsten Wert auf der Kugel an- 
nimmt. Da w, homogen vom nullten Grade ist, so wird dieser 
kleinste Wert 4 zugleich auch das Minimum der Funktion w, im 
Raume für die drei unabhängigen Variabeln x, y, z. Wir setzen 


E — T—X,, 
D Ver 
Ê = 2—2, 


und entwickeln w, in eine nach Potenzen von £, », 6 fortschreitende 
Reihe wie folgt 


(73) Ur —= RH N(E, 1, 6 +2; 


hier bezeichne N die in der Entwickelung vorkommenden Glieder 
niedrigster Dimension und n# sei der Grad dieses homogenen Aus- 
druckes N in Ë, », 6; dabei ist die Annahme gemacht, daB w, nicht 
konstant sei. Da w, an der Stelle £ — 0, y — 0, £ — O0 ein 
Minimum haben soll, so ist N notwendig eine definite Form: es 
gilt für alle Ë, », 6 die Ungleichung 


N(E, 7, 9 Z 0. 


Andererseits entwickeln wir auch w in eine nach Potenzen von 
£, n, 6 fortschreitende Reïhe, wie folgt 


(74) vw = CHE, m6) + Mk, 8) +..:; 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math,-phys. Klasse. 1910. Heft 4. Dr 
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dabei bezeichne c eine Konstante, ? die homogenen linearen Glieder 
und endlich M die nächst den linearen in der Entwickelung vor- 
kommenden Glieder niedrigster Dimension; #7 sei der Grad dieses 
homogenen Ausdruckes M in Ë, », 6. 
Wir bezeichnen nun die Werte der Ausdrücke 

) à RM ion sie He 1, HS 
für £—=0,n=0, = 0dhzx= 2,9 = 9, 2—= 2, bez mit 

a,  , Vis dr int; 
dann ergibt sich, indem wir (74) in die beiden letzten Gleichungen 
(72) einführen, durch Berücksichtigung der Glieder niedrigster Di- 
mension 


(75) 
Mi B—2M;,v+M,,a — 0. 


Es werde erstens angenommen, dafi M ein Glied mit der Va- 
riabeln £ enthält: alsdann lehrt der Vergleich von (73) mit (74), daf 


N = My 


wird, und daraus wiederum ersehen wir, indem wir (75) nach Ë 
differenzieren, daB auch N den beiden Gleichungen 


(77) NikB—2Niyv+ Na 0 
genügt. Wir setzen nun 
(78) N= NP E2Z, O<A<n) 
wo N, eine nicht identisch verschwindende Funktion vom # —-ten 
Grade in Ë, y und Z eine Funktion von É, », & ist, die den Faktor 
&* enthält. Indem wir diesen Ausdruck für N in (77) einführen, 
erkennen wir, daB auch N, der Gleichung (77) genügen muf. 
Wegen der Konvexität der durch H dargestellten Fläche 
gelten für die Konstanten a, B, y, u, » die Ungleichungen 
ay—uw > 0, 
ap —v* 0; 
die Iletztere zeigt, da jede nicht konstante Lüsung der par- 
tiellen Differentialgleichung (77) notwendig eine indefinite Funktion 
d. h. eine solche Funktion von £, y ist, die sowohl positive, wie 


negative Werte annimmt. Wenn aber N, indefinit wäre, so wäre 
wegen (78) auch N gewif bei genügend kleinen Werten von € 
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sowohl positiver, wie negativer Werte fähig, was dem oben 
festgestellten definiten Charakter von N widerspricht. Demnach 
müfte N, notwendig eine nicht verschwindende Konstante und 
zugleich 

hR=n.  N=N,.E# 
sein. Die Einsetzung dieses Wertes für N in (76) lehrt, da « + 0 
ist, die Unmôglichkeit hiervon. 

Es bleïbt also noch die zweite Annahme zu untersuchen übrig, 
da D nur von £,y abhängt. Die Einführung von My; = 0 in 
(75) lehrt 

Mg = 0, My, = 0 
d. h. 
(79) M = CH, 


wo C eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. Nun ge- 
nügt w als homogene Funktion ersten Grades in x, y, z der Iden- 
tität 
ZW, + YW, +20, = W 
d. h. 
(es + É) we + (y: + nm) 0, + (a+ É) we té 


oder unter Berücksichtigung von (73), (74), (79) 
(0) G+G+N+..) + +m) EC +) + (a +8) let Ont) 
= C+l+Cn+.. 


Sammeln wir auf beiden Seiten dieser Identität die Glieder erster 
Ordnung in Ë, 7, 6, so ergibt sich 


Ek+ y, CE+n+a0n+ le = 1 


und wegen 
k= lg, be + nl + le nt 
folgt 
CE +2 Cn = 0 
d. h. 


% = 0, & —= 0 
und folglich 
TL, —= mana de 
Durch Einfübrung dieser Werte verwandelt sich (80) in 
ŒLHÈDGEN+..) +++) ++ Ont) = CHE Cnb, 


und wenn wir hierin die Glieder zweiten Grades auf beiden Seiten 

sammeln, so wird je nachdem der Grad n von N gleich 2 oder 
27* 

8 6 
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grôBer als 2 ausfällt, die Gleichung 
EN+ Cné+ Cné — Cné 

oder die Gleichung 

Cné + Cné = Cré 
erfüllt sein müssen. Die letztere Gleichung ist unmôglich; die 
erstere ergibt 

N = + C6, 
was dem definiten Charakter von N widerspricht. 

Damit ist unsere ursprüngliche Annahme widerlegt: in der 
Entwickelung (73) darf ein Glied N nicht auftreten d.h. w, ist 
eine Konstante. Da in gleicher Weise auch w, und w, Konstanten 
sein müssen, so folgt, daB w nichts anderes als eine lineare Kom- 
bination der drei Funktionen 2, y, z ist. 

Aus den eben Bewiesenen folgt auf Grand des in Abschnitt 
XVIII (S. 370—371) aufgestellten Satzes: 

Die inhomogene Differentialgleichung auf der Kugel 


L(&) & f; 


ist dann und nur dann lüsbar, wenn die gegebene Funktion f auf der 
Kugel die drei Integralbedingungen 


[fx dk = 0, 
JFy dk = 0, 
[F2 dk = 0 


erfüllt. 
Nehmen wir in L(&) insbesondere 


H = R — Va + y +2", 


so wird 
L(@) = (W,R) = {Av} Wat 2yW.,+(1=2)W,| (40) 


und da, wie eine einfache Rechnung lehrt, der Ausdruck rechts 
hier nichts anderes als die Summe der bei den Hauptkrümmungs- 
radien der durch W gegebenen Fläche darstellt, so geht in diesem 
Falle unser allgemeiner Satz in den von A. Hurwitz') aufgestellten 
und mittelst der Theorie der Kugelfunktionen bewiesenen Satz über. 

Dem obigen Ausdruck V (S. 891) für das Volumen eines kon- 
vexen Kôrpers stellt Minkowski einen allgemeineren für das ge- 
mischte Volumen von drei konvexen Kôrpern zur Seite: sind 


1) Vgl. Ann. de l’école normale supérieure, t. XIX (1902), S. 404. 
2 6 
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H,, H,, H, die diese Kôrper bestimmenden homogenen Funktionen 
ersten Grades, so definiert Minkowski das gemischte Volumen 
dreier Kôürper durch das über die ganze Einheitskugel zu erstreckende 
Integral 

V(E,, H,, H,) — Viss — 1/ A, (E, H,) dk. 


Setzen wir in Formel (1b) 


WP HN ET H, 
und berücksichtigen, daf unser Differentialausdruck 
L(&) = (W, H,) 


sich selbst adjungiert ist, so zeigt dieselbe unmittelbar die Richtig- 
keit der Gleichung 


JA, H)dk = [A,(H,, H)dk 
d. h. es ist 
SRE Vois 
und da offenbar auch 
V 


193 — Fe 


wird, so findet sich damit der Minkowskische Satz bestätigt, daf 
das gemische Volumen dreier Kôrper bei den Permutationen derselben 
seinen Wert beibehält. 

Da überall auf der Kugel 


H>0, (H H)=>0 
(CH, H) 


ausfällt, so ist auch Re eine durchweg positive Funktion, und 
daher läft sich unsere Theorie der partiellen Differentialgleichang, 


wie sie in dem zum Schlusse des Abschnittes XVIII $S. 387—388 aus- 
gesprochenen Satze gipfelt, auf die Differentialgleichung 


(81) L(2)+18De = 0 


anwenden. Aus jenem allgemeinen Satze entnehmen wir unmittel- 
bar, daB diese Gleichung nur endlichviele negative, dagegen un- 
endlichviele positive Eigenwerte hat. Nach dem vorhin Bewiesenen 
wissen wir ferner, daf À — 0 ein dreifacher Eigenwert ist. Aufer- 


dem sehen wir, da 4 — —1 jedenfalls ein Eigenwert jener Ditfe- 
rentialgleichung und & — H eine zugehürige Eigenfunktion ist. Wir 
wollen nunmehr zeigen, da® À — —1 nur ein einfacher Eigenwert 


ist und aufer ihm keine weiteren negativen Eigenwerte mehr vor- 
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handen sind. Zu dem Zwecke führen wir in (81) 


H=R=\Vr+y+# 


ein; wegen 
(B, R) = 2 
erhalten wir so die speziellere Differentialgleichung 
(82) L,(&)+248R = 0, 
wo 


(83) L(2) = (W, 8) = 5 {(1-#) + Day Wa+(1-2) M.) (640) 


bedeutet. 

Diese Differentialgleichung ist mit der Differentialgleichung 
der Kugelfunktionen identisch. Bezeichnet nämlich U eine homo- 
gene Funktion k-ten Grades, die der Potentialgleichung 


(84) Put Viyy Ve = 0 
genügt, und setzen wir 
PE RU, 
so wird 
V,, = RMIW,+2(h—1)x RW, 
+141 RS + (h—1)(h—3)2 RTS) W. 
Addieren wir hierzu die entsprechenden Ausdrücke für V,,, V, 
und berücksichtigen dann die Identitäten (64), (65) — entsprechend 


dem Umstande, daf W eine homogene Funktion ersten Grades ist 
—, so erhalten wir auf der Kugel wegen R — 1 die Gleichung 


Nun ist wegen (65) für R — 1 
1 | 
Wat WytW = i(-)We+ 2 + (1-2) W,}, 

und mithin geht wegen (83) die Potentialgleichung (84) über in 
die Differentialgleichung 

(W,R)+(h—-1)(h+2)W = 0, 
oder wenn 

W = RQ 

gesetzt wird, in 

L,(S)+(h—1)(1+2)8 = 0. 


Die Theorie der Kugelfunktionen lehrt, daf diese Gleichung keine 
anderen auf der Kugel stetigen Funktionen zuläft, als eben jene 
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aus den homogenen Potentialen von den Graden 
he 10 Lame 


entspringenden Funktionen &, und da die Potentialgleichung (84) 
genau 2h+1 solche Lôsungen ht Grades besitzt, so folgt, dal 
die Differentialgleichung (82) allgemein für k — 0,1,2,... die 
Grôfie 
à = 4(—1)h+2) 

als 2k+1 fachen Eigenwert besitzt. Für k — O erhalten wir 
À—=—1, für » — 1 ergibt sich 4 — 0 als dreifacher Eigenwert, 
womit sich das vorhin für die allgemeine Differentialgleichung (81) 
gefundene Resultat bestätigt. Darüber hinaus aber erkennen wir 
die wichtige Tatsache, da die spezielle Differentialgleichung (82) 
den Eigenwert 4 — —1 als einfachen Eigenwert besitzt und 
da von diesem Werte und 4 — O0 abgesehen alle übrigen Eigen- 
werte positiv ausfallen, daf insbesondere der kleinste Eigenwert 
102, (fürshrs—=.2) wird. 

Es ist nun leicht vermôüge des Satzes über die stetige Aende- 
rung der Eigenwerte bei stetiger Aenderung eines Parameters in 
der Differentialgleichung ($S. 384, $. 388) die eben gefundene Tat- 
sache auf die allgemeine Differentialgleichung (81) zu übertragen. 

Wegen (70) hat die in £ quadratische Gleichung 


H.P+2H,t+H, = 0 


keine reelle Wurzel, und da das Gleiche von der quadratischen 
Gleichung 


R,,C+2R,t+R,, = 0 
gilt, so besitzt auch die Gleichung 
(@H,,+(-u)R.)F+2(uH,,+(1-u)R,,)t+uH,+({-u)R,, = 0, 
wo uw einen reellen auf das Intervall 
(85) 0<u<1 


beschränkten Parameter bedeutet, keine reelle Wurzel é und dem- 
nach ist 


(&H.+(-u)RJ(E,+(-02,)-(@E,+(1-WR) 70; 
d. h. die sämtlichen durch die Funktionenschaar 
H, = uH+(i-u)R 
dargestellten Flächen sind konvex; mithin gelten die vorhin 
268% 
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für L(&) entwickelten Tatsachen auch für den Differentialausdruck 
L,(&) = (W,H) 
und die Differentialgleichung 


Hu, Hi) 
H, & = 0. 


(86) sg de 
Die Differentialgleichung (86) geht für uw — 0 in (82), für u = 1 
in (81) über. Die Differentialgleichung (82) besitzt, wie wir sahen, 
vom kleinsten an der GrüBe nach geordnet, die folgenden Eigen- 
werte 

A =-—1, 4,,—0, 14,—0, 4,—0, 4, = 2. 


Die Heranziehung des vorhin genannten Satzes über die stetige 
Aenderung der Eigenwerte (S. 384; S. 388) und die Berücksichtigang 
des Umstandes, daB 4 — O0 für alle Werte des Parameters y 
genau ein dreifacher Eigenwert sein muf, zeigt, daB, während 
u das Intervall (85) durchläuft, der fünfte Eigenwert stets po- 
sitiv bleiben mu: insbesondere auch für u — 1. Wir fassen die 
gefandenen Resultate, wie folgt, zusammen. 

Die partielle Differentialgleichung (81) auf der Kugel besitet 
À = —1 als einfachen Eïgenwert: die zugehôrige Eïgenfunktion ist 
& = H; ferner ist für sie À — 0 ein dreifacher Eïgenwert: die zu- 
gehôrigen Eïgenfunktionen auf der Kugel sind x, y, 2; die übrigen 
Eïgenwerte sind positive. Das System der Eigenfunktionen von (81) 


= H, , = &%, a, = y, , = 2, a, &,, 


buldet ein System von Fundktionen, welches fur H — 1 in das System 
der Kugelfunktionen übergelt und als die Verallgemeinerung der letz- 
teren anzusehen ist, wenn man im Sinne der Minkowskischen Geometrie 
die Kugel durch eine beliebige konvexe Fläche ersetat. Denkt man 
A,, &,, &,,..., wie üblich, orthogonal normiert, so ist jede willkür- 
liche (mindestens zweimalstetig differenzierbare) Funktion f auf der 
Kugel nach jenen Eiyenfunktionen auf Fouriersche Weise entwiclelbar 
wie folgt , 


H, H 
f = CR, +0,+c a+... © = [ED je, a. 


Nunmehr sind wir im Stande, diejenige fundamentale quadra- 
tische Ungleichung zwischen den gemischten Volumina zweier 
Kürper abzuleiten, die bereits in der Einleitung zu diesem Ab- 
schnitte erwähnt worden ist; dieselbe wird uns als Ausflu der 
Tatsache erscheinen, daf der fünfte Eigenwert 4, der Differential- 
gleichung (81) (S. 399) positiv ausfällt. In der Tat, zufolge 


26* 
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des am Schlusse des Abschnittes XVIII aufgestellten allgemeinen 
Satzes ist 1, das Minimum des Dirichletschen Integrales 


D(&) = — fH(W, W)dk 
bei den Nebenbedingungen 


(87) Î EE) où à = 1, 
(88) J LA) g'apaest 0; 

Î CD a a = 0, 
(89) iL ee) suEeo; 


[EP ea = 


Es sei nun G eine beliebige homogene Funktion ersten Grades, 
die auf der Kugel, für & eingesetzt, der Bedingung (88) genügt. 
Die durch G bestimmte Funktion auf der Kugel bezeichnen wir 
mit I. Wir wählen dann die drei Konstanten a, b, c derart, daf 
die Funktion 


(90) Q = T'+ax+by+cz 


auf der Kugel die drei Bedingungen (89) erfüllt. Dies ist gewif 
môglich, da im entgegengesetzten Falle solche Konstante a, b, c, 
die nicht sämtlich Null sind, existieren müften, daf die lineare 
Verbindung ax+by+cz für & eingesetzt die drei Bedingungen 
(89) erfüllt; dann aber wäre als Folge davon, wie man sofort 
sieht, auch 


[ED (ae + dy + csÿ dr ZA} 


und dies ist nicht der Fall, da der Integrand positiv ausfällt. 
Wegen 


JC, H)(ax+by+ ce) dk = | H(H, ax +by+ ce) dk = 0 


erfüllt die in (90) dargestellte Funktion & auch die Bedingung 
(88). Ist nun die Funktion & nicht identisch für alle Punkte der 
Kugel Null, — was nur müglich ist, wenn G einer linearen Kom- 
bination von #,y,2 gleich wird — so kônnen wir dieselbe mit 
einer Konstanten derart multipliziert denken, daB auch die Be- 
dingung (87) erfüllt wird. Wegen 4, => 0 folgt alsdann D(&) = 0. 
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Da aber 
D(R) = —f[H(G+ax+by+cs, G+ax+by+ ce) dk 
— —/H(G, Gt 

wird, so gelangen wir zu dem Ergebnis: es gilt stets die Un- 
gleichung 
(91) JH(G, G)dk <0, 
wenn G eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, 
für die 

JG, H)dk = 0 
ausfällt und dabei gilt in jener Ungleichung (91) das Gleichheiïts- 
zeichen nur, wenn G eine lineare Verbindung der drei Funktionen 
T,Y, # ist. 

Aus dieser Tatsache entnehmen wir, indem wir G = H—-F 
setzen, unmittelbar das weitere Ergebnis: es gilt stets die Un- 
gleichung 
(92) JA, HZ [H(F,F)&, 
wenn F eine beliebige homogene Funktion ersten Grades bedeutet, 
für die 

JH(, H)dk = [F(H,H)dk 
ausfällt, und dabei gilt in jener Ungleichung (92), das Gleichheïts- 
zeichen nur, wenn drei Konstanten a, b, c existieren, derart daf 
(93) F = H+ax+by+cz 
wird. 

Die Formeln für die Punktkoordinaten X, Y, Z der Fläche, wie 
sie zu Anfang dieses Abschnittes S. 390 aufgestellt worden sind, 
lehren, da, wenn zwei zu konvexen Kürpern gehôrige Funktionen 
F, H durch eine Relation der Gestalt (93) mit einander verbunden 
sind, der eine Kôrper durch eine bloBe Parallelverschiebung aus 
dem anderen Kôrper hervorgegangen ist. Verstehen wir daher 
unter F eine zu einem konvexen Kôrper gehôürige homogene Funk- 
tion ersten Grades, wie es H ist, so spricht sich das vorhin ge- 


fundene Resultat auch wie folgt aus: Wenn für zwei konvexe 
Kôürper, die durch H, F bestimmt sind, 


(94) FCHPA, HF CH HT) 
ist, s0 gilt stets die Ungleichung 
(95) V(H, H,H)ZV(H, E, F); 
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und hier hat das Gleichheitszeichen nur statt, wenn der eine 
Kôrper durch eine blofe Parallelverschiebung aus dem anderen 
Kürper hervorgegangen ist. 

Nunmehr seien irgend zwei konvexe Kôrper vorgelegt und 
die zu denselben gehôrigen Funktionen seien H, G. Wegen G > 0 
ist die Konstante 


V(H, H,G) = 4/G(H,H)4k 
positiv und folglich auch die Funktion 
_ V(H, H,H) 
26V(H;H;)G) 00 
Der durch F definierte Kôrper geht aus dem durch G definierten 
Kôrper, wie man sieht, durch eine Aehnlichkeitstransformation 


hervor. Da auBerdem F' offenbar die Bedingung (94) erfüllt, so folgt 
aus dem Vorigen die Gültigkeit der Ungleichung (95), d. h. es ist 


V(E, H, H)\ 
RÉ M =(pE pe) VU 6,6) 
oder 
(96) V(E, H,G) > V(H, H, H)V(H, G, G). 


Es gilt mithin der folgende Satz, der den Kernpunkt der Min- 
kowskischen Theorie von Volumen und Oberfläche ausmacht. 

Für zwei konvexe Kôrper besteht stets die quadratische Ungleichung 
(96), wobei das Gleichheitszeichen nur dann statt hat, wenn der eine Kôrper 
aus dem anderen durch Parallelverschicbung und Aehnlichkeitstrans- 
formation hervorgeht. 

Durch Vertauschung der beiden Kôrper folgt aus (96) die 
Ungleichung 
(97) BLOG MG"G;6)V(HSH, CG). 

Durch Quadrieren von (96) und Multiplikation mit (97) folgt nach 
Forthebung des positiven Faktors V(H, G, G) V(H, H,G) die Un- 
gleichung 

(98) V(4, H, G) Z V(4, H,H)V(G, G, G); 

d. b. es gilt der Satz: 

Für awei konvexe Kôrper besteht stets die kubische Ungleichung (9S), 
wobei das Gleichheitszeichen nur dann statt hat, wenn der eine Kôrper 
aus dem anderen durch Parallelcerschicbung und Achnlichkeitstrans- 
formation hervorçeht. 

Ist wie früher 

pe Va + y +2, 
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so stellt H++eR eine Parallelfiläche zu dem durch H definierten 
Kôrper im Abstande & dar. Da nun offenbar die Oberfläche O 
des durch H definierten Kôrpers 
cale Ts V(H+ER, H+eR, H+eR)—V(H, H, H) 

e—= 0 | € 

wird, so erhalten wir 
0 = 8V(H, H,R) = 4 J(H, H)dk. 
Andererseits ist 
V(H, R,R) = ,/Hdk 

4J(R, H) dk 
= }f(e:+0,) dt 


fe 


wenn @,,0, die Hauptkrümmungen der durch Æ definierten Fläche 
und do deren Oberflächenelement bedeutet; wir setzen 


M=4f (+2) do 
O1 ©: 
und bezeichnen dieses Integral als das Integral der mittleren 
Krümmung des konvexen Kôrpers. 
Nehmen wir in den Ungleichungen (96), (97), (98) G = R und 
nennen V das Volumen des Kôürpers, so erhalten wir 


2= 
9) 0°Z3VM, 
M'>4x0, 
(100) 0° > 36x V* 


und in diesen Ungleichungen gilt das Gleichheitszeichen nur, 
wenn der konvexe Kôrper aus der Einheitskugel durch Parallel- 
verschiebung und Aehnlichkeitstransformation hervorgegangen ist 
d.h. wenn er selbst eine Kugel ist. Hiernach drücken die Un- 
gleichungen (99), (100) gewisse leicht zu formulierende charakteri- 
stische Minimaleigenschaften der Kugel aus. Die Minkowskischen 
Ungleichungen (96), (98) sind hiernach Verallgemeinerungen solcher 
Eigenschaften, wie sie in einer Minkowskischen Geometrie gelten, 
wo statt der Kugel eine beliebige konvexe Fläche als Eichfläche 
genommen ist. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 407 


XX. 


Anwendung auf ein Problem der Theorie der automorphen 
Funktionen. 


In diesem Abschnitte will ich kurz an einem speziellen Bei- 
spiele zeigen, wie die orthogonalen Integralgleichungen auch in 
der Theorie der automorphen Funktionen erfolgreiche Anwendung 
finden kônnen. 

Die nächstliegende Verallgemeinerung der elliptischen Modul- 
funktion ist die einfachste automorphe Funktion mit reellen Sub- 
stitutionen, die vier gegebene reelle Werte co, a, b, c ausläft. Die 
Aufgabe, diese zu konstruieren, führt zu der allgemeineren, in der 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit den vier sin- 
gulären Stellen co, 4, b, c 


con Lbd)+e+99—0, |? = ErdE-De—0] 


den Parameter À so zu bestimmen, daB der Quotient zweier parti- 
kulärer Lôsungen bei den Umläufen der komplexen Variabeln x 
um die singulären Punkte stets Substitutionen mit reellen Koef- 
fizienten erfährt. 

Wir konstruieren nun diejenigen Potenzreihen, die bez. nach 
Potenzen von æ—a, æ—b, x—c fortschreiten, bez. für x = a, 
x —= b,x — c den Wert 1 annehmen und bez. in der Umgebung 
dieser Stellen reguläre analytische Lôsungen der Differential- 
gleichung (101) darstellen. Diese Potenzreihen sind, wie die all- 
gemeine Theorie der Differentialgleichungen zweiter Ordnung lebrt, 
durch jene Forderungen eindeutig bestimmt; sie môgen bez. mit 
Yay Yw Ye bezeichnet werden. Die anderen Lôsungen der Diffe- 
rentialgleichungen sind dann in der Umgebung jener Stellen x = a, 
æ = b, x — c bez. in der Grestalt 


AY log (x = a) à Be (& BE a), 

By, log (x —0) + B,(x—b), 

Cy. log (x — C) an Be(x—c) 
darstellbar, wo À, B, C Konstante sind und $,, $,, $. Potenz- 
reihen mit reellen Koeffizienten bedeuten. Hieraus folgt, daf 
insbesondere die Lôüsung Y%,, wenn wir æ von a bis b zunehmen 
lassen, in der Nähe von b für x <b die Darstellung 


(102) Ya = Bylog(b — x) + Q (x — bd) 
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gestattet, wo B eine bestimmte Konstante, © eine Potenzreihe mit 
reellen Koeffizienten bedeutet und der Logarithmus reell zu nehmen 
ist. Nunmehr setzen wir die Lôsung y, reell über den Punkt b 
hinaus in der Weise fort, da wir für æ => b unter y, diejenige 
Lôüsung verstehen, die in der Nähe des Punktes b durch die Formel 


Ya = Blog(z—b)+O(x—b) 


gegeben ist. Sodann stellen wir die Frage, ob der Parameter 1 
in der Differentialgleichung (101) sich so bestimmen läBt, da für 
denselben die in Rede stehende Lôsung %,, wenn x von b aus in 
den Punkt c hineinwandert, dort endlich bleibt d. h. bis auf einen 
konstanten Faktor mit y, übereinstimmt. 

Ehe wir diese Frage untersuchen, wollen wir ihre Bedeutung 
für das vorhin gestellte die reellen Substitutionen betreffende 
Problem feststellen. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei 
À — À, ein Parameterwert, für den die Lôsung y, die oben ge- 
nannte Eigenschaft besitzt; diese Lüsung y,, die wir nunmebhr kurz 
mit y bezeichnen wollen, hat dann die folgenden Eigenschaften: 
sie ist eine reelle stetige Funktion innerhalb des Intervalles 


a<x=c 


einschlieBlich der Grenzen, mit Ausnahme des Punktes x — b, in 
dessen Nähe sie sich in der Gestalt 


(108) y = Bysloglz—b|+0,(x—b) 


darstellen läfit. Hierbei ist die Konstante 8 gewif nicht Null. 
Denn in diesem Falle wäre y als Funktion der komplexen Va- 
riabeln x in den Punkten a, b, c regulär analytisch und kônnte 
daher auch nicht im Unendlichfernen logarithmisch singulär sein; 
mit Rücksicht hierauf ergibt sich aber aus der Differentialgleichung, 
da für y im Unendlichfernen die Entwicklung 


y = 2+8() (O + 0) 


gilt, d.h. y hätte den unendlichfernen Punkt zur Nullstelle und 
wäre demnach überall gleich der Konstanten Null, was nicht angeht. 
Neben der Lôsung y betrachten wir nun die bei x — b regu- 
läre Lüsung y,, die nach dem eben Bewiesenen gewiB von Cy, wo 
C eine Konstante ist, verschieden ausfällt; lassen wir einmal x 
von b nach « wandern, so wird in der Umgebung von x = «a 


(104) n = ayl(—a)+D(r— a), &> «) 
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wenn andererseits æ auf den Punkt c zu geht, haben wir 
Y = Y*y.l(c—x)+Q,(x—c), (x < 6) 
oder da y, bis auf eine Konstante mit y übereinstimmen muf, 
Ys = vyl(c—x)+Q,(x—6). 


Nunmebr untersuchen wir den Quotienten 
ete 
n (x) er A 


an einer zwischen «a und b gelegenen Stelle d als Funktion der 


komplexen Variabeln æ: es zeigt sich dann, daB die analytische 
Funktion (x) beim Umlauf der Variabeln + um eine jede der 
Stellen a, b, c stets eine lineare Substitution mit reellen Koeffi- 
zienten erfährt. In der Tat, bezeichnen wir mit $, das Ergebnis 
des Umlaufes um den Punkt a, so wird 


Say = y; 
überdies ist wegen (104) 

Saÿs = Y,+ 2ixay 
und folglich 

ue 7 À 

Dre 1 — 2xan 
Bezeichnet ferner S, das Ergebnis des Umlaufes um den Punkt b, 
so wird wegen (102) 

S,y = y+2ixBy; 
überdies ist 

Sr = Y 
and folglich 

Sn = 7 + 27. 
Nan lassen wir y von d aus einen Halbumlauf in positivem Sinne 
um b machen bis zu einem zwischen b und c gelegenen Punkte e, 
dann einen vollen Umlauf in positivem Sinne um c und alsdann 
einen Halbumlauf in negativem Sinne um b zum Punkte d zurück: 
dabei verwandelt sich der Reïhe nach y in 
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y + ixBys, 
y + nb (y, + 2ixyy) — (1 — 2x° By) y + ixBys, 
(1— 27° By) (y — ixBys) + ixByr 

= (1— 2x; By) y + 2in* 8° yys 


Bei derselben Wanderung der Variabeln xæ wird aus y, der 
Reïhe nach 


Yy 
Ys + 2ixyy, 
Y, + Zixy (y —ixBys) = 2ixyy + (1 + 2x" By)Yr 


und folglich wird, wenn wir mit S, das Ergebnis des Umlaufes um 
c bezeichnen: 


a (1— 2x" By)n + 27° 6° y 
t — 2ayn + (+27 67) 


Wie wir sehen, haben die sämtlichen drei Substitutionen $,, S;, 5, 
reelle Koeffizienten und wir kônnen auch leicht schlieBen, daf um- 
gekehrt dieser Umstand, wonach der Quotient zweier Partikular- 
lôsungen der Differentialgleichung (101) beim Umlauf der Variabeln 
um die singulären Stellen Substitutionen mit reellen Koeffizienten 
erfährt, nur dann eintritt, wenn eine Lüsung von den Eigenschaften 
wie y — Endlichkeit in a, c und logarithmisches Verhalten gemäf 
(103) in b — vorhanden ist. 

Um die letztere Frage nach der Existenz der Funktion y in 
Angriff zu nehmen, beweisen wir zunächst, daf es gewisse 
Werte von 4 gibt, für die die Lôsung y, der Differentialgleichung 
(101) nach ïhrer reellen Fortsetzung gemäf (103) über d hinaus 
im Punkte © endlich bleibt. Wir beweisen zunächst, daB dieses 
Verhalten gewif nicht für jeden Wert von 1 stattfindet. In der 
Tat, nehmen wir dies an und bestimmen wir alsdann einen Wert 
von À, für den y, im Punkte b endlich bleibt — nach den Dar- 
legungen meiner zweiten Mitteilung (diese Nachr. 1904, S. 231—232) 
am Beispiel der Kugelfunktion gibt es solcher Werte À notwendig 
unendlich viele — so würde für einen solchen Wert von 1 die 
Lüsung y, in allen drei Punkten a, b, c endlich sein, was nach 
dem vorhin Bewiesenen nicht zutreffen kann. 

Es sei 1 = x (= —c) ein Wert von der Art, daB y, über 
b hinaus gemäB (103) fortgesetzt, in c nicht endlich bleibt: dann 
bleibt auch y, über b hinaus gemäf (103) fortgesetzt, nicht endlich. 
Aus dem Umstande, da8 y, y, Lüsungen der Differentialgleichung 
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LQ = (op S)+(e+m)y = 0 


sind, folgt leicht die Konstanz des Ausdruckes 


dy, dy, 
N = pl _ — Ye a) 


im ganzen Intervall a bis c. Da aber als Folge unserer Annahme 
über x der Quotient Ja nicht konstant ist, so fällt die Konstante 


N von Null rés PES aus. Setzen wir nun 
1 
Ge, 5 = Fu E) &<# 


= Er. 0), CT) 


so wird 


SL | Eee LL sarpute be D 76 


und folglich ist G(x, £) die Greensche Funktion des Differential- 
ausdruckes L(y), wenn man als Randbedingungen das Endlich- 
bleiben in a und c und reelle Fortsetzung über b hinweg gemäf 
(103) verlangt. 

Nehmen wir G(x, Ë) als Kern einer Integralgleichung zweïter 
Art, so führt die Anwendung meiner Theorie der orthogonalen 
Integralgleichungen zu den Sätzen: 

Es gibt unendlich viele Werte 1 (die Eigenwerte des Problems), 
so dal die Differentialgleichung (101) eine Lôsung (die zugehôrige 
Eïigenfunktion) besitzt, die bei reeller Fortsetzung über den Punkt db 
hinweg in den Punkten a und c endlich bleibt; für eben diese Werte 
À ist der Quotient zweier Lüsungen der Differentialgleichung eine ana- 
lytische Funkton, die beim Umlauf der Variabeln x um die singu- 
lären Stellen der Differentialgleichung Substitutionen mit reellen Koeffi- 
zienten erfährt. 

Die Kennzeichnung der unendlichvielen Eigenfunktionen durch 
Oszillationseigenschaften, sowie den Zusammenhang mit dem Pro- 
blem der konformen Abbildung der nullwinkligen Kreisbogenvier- 
ecke mit Orthogonalkreis hat F. Klein!) untersucht. 


1) Math. Ann. Bd, 64 (1907), S. 176. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 4. 28 
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XXI. 


Eine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillations- 
theorem). 


Bei allen bisherigen Anwendungen meiner Theorie der ortho- 
gonalen und polaren Integralgleichungen handelte es sich um 
Randwertaufgaben für gewôhnliche oder partielle Differentialglei- 
chungen, wobei jedesmal ein Parameter À, sei es in der Diffe- 
rentialgleichung selbst, sei es in der Randbedingung als zu be- 
stimmende GrôBe auftrat'). Im folgenden müchte ich an einem 
Beiïspiel zeigen, wie auch im Falle zweier zu bestimmender Para- 
meter À, u die Theorie sich als anwendbar erweist. 

Es seien zwei gewôhnliche Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung vorgelegt für y als Fanktion von x und für » als Funktion 
von £ von der Gestalt 


dy 
d\p —- 
(105) a) +Ga+ub)y = 0, (a <x<x,) 
dy 
dix 
(106) 1%) —Ga+upln= 0  (ÉZ£<ÉE<E) 


worin ?, 4, b Funktionen der unabhängigen Variabeln x und x, «, B 
Funktionen der unabhängigen Variabeln £ bedeuten; diese Funk- 
tionen môgen sämtlich der Kürze halber als regulär analytisch 
angenommen werden und die Funktionen p, a; x, « mügen über- 
dies die Bedingungen erfüllen: 
(107) pG)>0, a) >0, &<x<z) 
(108) x(E)>0, «(f) 0, EE £<É<EÉ,) 
Alsdann multiplizieren wir die Differentialgleichung (105) mit «y und 
(106) mit ay; durch Addition erhalten wir für die Fanktion 

2x, &) = y(x)n(E) 
die partielle Differentialgleichung 


(109) a(pz), + a(xeg)g + u(ab — ap)z = 0; 


1) Vgl. dic zweite Mitteilung, diese Nachr. 1904, S. 222—259; die fünfte 
Mittcilung 1906, S. 473—480 und die sechste Mitteilung 1910, S. 355—419,. 
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dieselbe ist wegen (107), (108) von elliptischem Typus und überdies, 
wie man leicht erkennt, sich selbst adjungiert. Da das zu dem 
Differentialausdruck 


(110) a (pe), +a(xzs)s 
gehôürige Dirichletsche Integral 


Xi bo 

J J{crei + axet) dx dé 

Li bi 
nur positiver Werte fähig ist, so besitzt auch die Greensche 
Funktion zu (110) definiten Charakter. Endlich ist 


ab— ap = 0 


nur für eine endliche Anzahl analytischer Kurven erfüllt — es sei 
denn, daf 


(111) b(x) = Ca(x), B(E) = Ca(Ë) 


ausfällt, wo C eine geeignete Konstante bedeutet; dieser Fall (111) 
ist aber auszuschliefen, da ja alsdann die beiden ursprünglichen 
Differentialgleichungen (105), (106) nur die eine Verbindung 1 + Cu 
der beiden Parameter enthielten. 

Wie diese Ueberlegungen zeigen, erfüllt die partielle Diffe- 
rentialgleichung (109), in der der lineare Parameter u auftritt, alle 
Voraussetzungen für die Gültigkeit desjenigen Satzes, den ich in 
der fünften Mitteilung!) aufgestellt und mittelst meiner Theorie 
der polaren Integralgleichungen bewiesen habe. Diesem Satze zu- 
folge besitzt die partielle Differentialgleichung (109) für unendlich 
viele Werte des Parameters u, die Eigenwerte, u,, u,, ... Lüsungen, 
die zugehôrigen Eigenfunktionen z,, 4,, ..., deren jede innerhalb des 
durch die Ungleichungen 

LME VS 


EH £E<E 
bestimmten Rechteckes stetig ist und auf den Seiten dieses Recht- 
eckes verschwindet; nach diesen Eigenfunktionen ist die Entwick- 
lung einer willkürlichen (gewissen Voraussetzungen unterworfenen) 
Funktion im Rechteck auf die Fouriersche Weise môglich. 

Ich betrachte nun die gewübnliche Differentialgleichung 


dy 
a(e 2) 
(113) ee. 


(112) 


+ u,0y + Aay = 0, 


1) Diese Nacbrichten 1906, S. 474. 
28* 
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die aus (105) entsteht, wenn darin für w der besondere Eigenwert 
u, von (109) eingesetzt-wird. Da hierin p(x) und a(x) nach der 
Voraussetzung (107) positive Funktionen sind, so folgt auf Grund 
meiner Theorie der orthogonalen Integralgleichungen, daB (113) un- 
endlich viele positive Eigenwerte und zugehôrige Eigenfunktionen 


41 =, An. 
L 
y) = y), pi. 
besitzt, wenn wir als Randbedingung das Verschwinden für x = x, 
und æ — x, nehmen. Entwickeln wir insbesondere die zu y, gehô- 


rige Eigenfanktion 2, der partiellen Differentialgleichung (109), indem 
wir sie als Funktion von x betrachten, auf Fouriersche Weïse nach 


(114) 


den Funktionen y”, y”, ... so ergibt sich 

(115) 2(&, Ë) = PER (OL MO MOERS 
wo allgemein 

(116) n® (E) = v a(z)2,(x, E)y® (x) dx 
ist. 


Wir setzen nun zur Abkürzung 


dy 
1%) 
L° (y) = tea 


dn 
A° (1) = si ra) — Ban; 


dann ist die linke Seite der partiellen Differentialgleichung (109), 
genommen für u — w, identisch mit dem Ausdrucke 
aL® (2) + a 4% (2); 
da +, eine Lôsung von (109) ist, so haben wir 
aLV(z,)+aZ4"(z,) — 
(0) 


und, wenn wir mit y multiplizieren und zwischen den Grenzen x, 
und x, nach x integrieren 


j aL® (2,) y® dx + J aAV (2,)yŸ dx = 0. 
Wenden wir hier auf das erste Integral die Greensche Formel 


an und führen wir sodann mittelst (116) die Funktion y” der Va- 
27 
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riabeln £ ein, so erhalten wir 


L> Lo 
af L(y%)2, dx + a Jar, y dx) "0 
Li Li 


oder, indem wir berücksichtigten, daf 
(17) LP (yn) + 4n0ÿm = 0 


wird und alsdann vermittelst (116) die Funktion y# der Variabeln 
£ einführen 


(118) AV (99) — on = 0. 


Da wegen (116) n%’(£) eine für £ — £ und £ — £, verschwindende 
Fuanktion ist, so wird das Produkt 


Um (E) Yn (&) 


eine auf den Kanten unseres Rechteckes (112) in der x — t-Ebene 
verschwindende Funktion; dieselbe genügt, wie aus (117), (118) un- 
mittelbar folgt, der partiellen Differentialgleichung (109) für u = u,. 
Andererseits besitzt diese Diferentialgleichung gewiB nur eine 
endliche Anzahl linear unabhängiger Lôüsungen, nämlich die zu 
u, gehôürigen Eigenfunktionen; mithin dürfen unter den Funktionen 
zweier Variabeln x, £ 
h) ,,0) ) ,,(R) 


M1 Yi M Ya sv. 


gewiB nur eine endliche Anzahl linear von einander unabhängiger 
Funktionen vorkommen. Da aber unter den Funktionen der Va- 
riabeln x 

@) G) 


Yi s Ya ve 


gewiB keine lineare Abhängigkeit statt hat, so folgt, da nur eine 
endliche Anzahl von Funktionen der Variabeln Ë£ in der Reihe 


ch) @) 


Mi Masse: 


von Null verschieden ist, und die Gleichung (115) zeigt mithin, daf 
eine jede zu 4, gehôürige Eigenfunktion z, der partiellen Diffe- 
rentialgleichang (109) sich durch eine endliche Samme von Produkten 
der Gestalt 

n° (D y") 
darstellen läBt, wo jedes einzelne Produkt ebenfalls eine zu w, 
gehôrige Eigenfunktion jener partiellen Differentialgleichung (113) 


ist. Wir denken uns nun in solcher Weise alle zu w gehôürigen 
Eigenfunktioner von (109) durch Produkte dargestellt und alsdann 
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aus den sämtlichen auftretenden Produkten solche ausgewählt, die 
von einander linear unabhängig sind und durch die die übrigen 
Produkte sich linear ausdrücken lassen; die so ausgewählten Pro- 
dukte bilden nach dem eben Bewiesenen offenbar ein volles System 
von Eigenfunktionen der partiellen Differentialgleichung (109) für 
den Eigenwert w,. 

Die wesentlichsten der bisher gefundenen Resultate fassen 
wir wie folgt zusammen. 

Ist ein System von zwei gewühnlichen Differentialgleichungen von 
der Gestalt (105), (106) vorgelegt, für die die Bedingungen (107), (108) 
erfullt sind und treten in denselben die zwei Parameter À, w nicht blofi 
in der Verbindung 1+ C°- auf — unter C eine Konstante verstanden, 
— 50 existieren unendlichviele Paare von Werten 1, u, für welche die 
Differentialgleichungen solche simultanen Lüsungen y,(x), n,(£) haben, 
daf y,(x) an den Enden und nicht überall im Inneren des Intervalles 
x, x, und ebenso n,(E) an den Enden und nicht überall im Inneren 
des Intervalles EE, verschwindet. ÆEïne willkuürliche (gewissen Voraus- 
setzungen unterworfene) Funltion der Variabeln x, £ ist in Fourierscher 
Weise in eine nach den Produkten y,(x)m(£) fortschreitende Reihe 
entwickelbar. 

Ist noch die Bedingung erfüllt, da die Funktion «b— af 
innerhalb und auf dem Rande des Rechteckes nirgends verschwin- 
det, so bedarf es zur Behandlung der partiellen Differentialgleichung 
(109) nur der Theorie der orthogonalen Integralgleichungen 
und es ergibt sich dann, daf jede zweimal stetig differenzierbare 
Funktion der Variabeln x, £ in Fourierscher Weïse nach den Pro- 
dukten der Lôüsungen der simultanen Differentialgleichungen (105), 
(106) entwickelbar ist. 

Wir betrachten zum SchluB als Beispiel die Lamésche Diffe- 
rentialgleichung 


ue | A Rad a At+B = 
me tifentics te) à amet g = 0 


2 


Wie die Anwendung unseres Theorems zeigt, lassen sich hierin die 
Parameter À, B auf unendlichviele Weisen so bestimmen, da8 die 
Differentialgleichung eine Lôüsung y besitzt, die an den Endpunkten 
eines gegebenen Intervalles {{, verschwindet und zugleich eine 
solche, die an den Endpunkten eines anderen Intervalles v,r, ver- 
schwindet — cin Resultat, welches, wie wir sehen, im engsten 
Zusammenhange mit der Aussage des KleinschenOszillations- 
theorems steht. — Dabei sind die Intervalle ff, und r,r, nur 
der Einschränkung unterworfen, daf sie einander ausschlieBen und 
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keinen der Punkte e,, e,, e, enthalten; dagegen ist es für die Gültig- 
keit meines Theorems nicht nôtig anzunehmen, da die Intervalle 
durch einen der Punkte e,, e,, e, getrennt sind. Um dies einzu- 
sehen, nehmen wir etwa 
ee Le Le << << 

an, wählen dann einen zwischen #, und 7, gelegenen Punkt a und 
setzen einmal 

t—a—x (x —=a-t, 2, —=a—t) 
und andererseits 

t—até (Era, Ë,=71,—a) 
Nehmen wir endlich 

1= À, u— aA+B 


so entstehen aus der Laméschen Gleichung die folgenden: 


| 

P—— 

dx 4p y y 0, Get) 
dn 

ODr 
d À 
ge En = 0, Œ<E<E) 


Pi Via—x—e)(a—x—e,)(a—x—e,), 
a = V(a+E—e)(a+E—e,)(a+E-—e,) 


gesetzt ist. Da x und Ë in ihren Intervallen x,x, bez. É,£, stets 
positiv bleiben, so sind die Bedingungen unseres Theorems erfüllt 
und damit die Existenz unendlich vieler Parameterpaare À, B von 
der verlangten Beschaffenheit erwiesen. 
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Ueber nicht-reguläre Primzahlen und den Fermat- 
schen Satz. 


Von 
E. Hecke in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 23. Juli 1910, 


Es soll im Folgenden ein Satz bewiesen werden, der die 
Teilbarkeit der Klassenzahl des Kôrpers der Z-ten Einheits- 
wurzeln durch ? betrifft; unter / ist dabei eine ungrade Prim- 
zahl zu verstehen. Diese Note entstand aus dem Bestreben, die 
Kummerschen Sätze über diesen Gegenstand auf rein arith- 
metischen Wege ohne Hinzuziehung von Reiïhenentwickelungen 
und Bernoullischen Zahlen zu beweisen. Es ergab sich dabei 
gleichzeitig die Môglichkeit, den ersten Teil des Fermatschen 
Satzes für eine neue Klasse von Exponenten ? zu beweïisen, die 
den Kummerschen Bedingungen nicht genügen. Ob es überhaupt 
Primzahlen mit diesen Eigenschaften gibt, darüber gibt allerdings 
die Methode keinen Aufschluf. 


5 
Die Klassenzahl H des Kôrpers X der /-ten Einheitswurzeln 
ist von Kummer in der Form 
MUR 


dargestellt worden, wobei » die Klassenzahl des reellen Unter- 


bedeutet. h, ist eine ganze Zahl, 


kôrpers k vom Grade 


die kurz als die Relativklassenanzahl von X in Bezug auf # be- 
zeichnet sei. Ist !“ die hôchste in 4, l“* die hüchste in k, auf- 
gehende Potenz von {, so setzen wir 


h = 1* a, ho FOUR 


1 
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Die Gruppe der g-ten Potenzen aller Idealklassen in  denken wir 
uns durch eine Basis dargestellt, so daf für jede Klasse c in # 
eine Aequivalenz 

ocre... ct (x, = 0,1, 1 _1) 


gilt. Ist nun G die Gruppe derjenigen Idealklassen in X, deren 
Relativnorm in Bezug auf k hier der Hauptklasse angehôrt, so 
hat G den Grad À, und es ist jede 9,-te Potenz einer Klasse C 
aus G in der Form 


CAR Ch Ch... Ca (y, = 0,1,...77—1) 


darstellbar, wenn es e, Basisklassen gibt. Diese Gruppe sei G.. 

Der Satz, den ich beweisen werde, lautet dann: 

Es ist stets 

CREATA 

Ist e, — 0, so folgt daraus auch e — 0, d.h. es kann # nur 
dann durch / teilbar sein, wenn auch , durch ! teilbar ist, was 
Kummer mit Hilfe seiner Methoden auf anderem Wege bewiesen 
hatte. 

Beweis: Es ist zunächst das System der q,g — Q,-ten Po- 
tenzen aller Klassen in X darstellbar in der Form 


T1 ,%s Le 
CEE rats 


wobei C eine Klasse aus G, bedeutet!). Ist nun e = 0, so mu es 
einen in bezug auf # relativzyklischen Oberkôürper vom Relativ- 
grad ! geben, der unverzweigt ist. Um ihn zu konstruieren, ver- 
fährt man nach Furtwängler') folgendermafen: Man adjungiert 
27 

zu k die Z-te Einheitswurzel £ — e ! , d.h. in unserem Falle: 
Man geht in den zu # relativquadratischen Kôrper X über. Zu 
jeder Untergruppe der Klassengruppe von k#, welche durch eine 
Kongruenz x, = 0 (l) bestimmt ist, gehôrt dann im Sinne der Aus- 
führungen von Furtwängler genau eine primäre Zahl ©, in X 
von folgenden Eigenschaften: 

1) Der Kôrper K, — (K, Vo;) ist relativ unverzweigt in be- 
zug auf X. 

2) Ist s die Relativsubstitution von Æ bezüglich 4, d. h. 
s — (£:£"), so besteht eine Gleichung 


—1 Al 
so, — ©; f, 
wobei B eine gewisse Zahl aus Æ ist. 


1) Furtwängler, Allgemeiner Existenzbeweis für den Klassenkôrper. 
Math. Ann., Bd. 63, p. 21—22. 
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8) Die e Kôrper X, sind von einander unabhängig. 

Daraus folgt zunächst, daf keines der w, eine Einheit ist. 
Wäre etwa o, eine solche, so kôünnte man w, — £“s setzen, wo 
e eine Einheit in k ist und aus der zweiten Eigenschaft der « 
würde folgen 


also wäre & die /-te Potenz einer Einheit, dann aber würde der 
Relativkôrper K(VE"s) — Æ(VE") nicht unverzweigt sein. 
Ich setze also 
œ, = ŸY, (ès 1,27..0) 
wo die À, gewisse Ideale in X sind. Ich zeige nun, daB keines 
der {, einem Ideal in # äquivalent ist. Wäre etwa 
JA, rva (a in k), 
so kônnte man setzen 
@, = f* n.œ 
wobei & — a eine Zahl in # ist, während 7 eine Zahl in K ist. 
Daraus schlieft man ebenso wie oben, daB dann w, nicht die Eigen- 


schaft 2) haben kann. 
Man sieht ebenso, daB auch keine Aequivalenz 


CSS Ra RERE PC 


stattfinden kann, wo a in X liegt und die Exponenten ", nicht 
alle durch ! teilbar sind. Denn dann würden die Kôrper X (Vo) 
nicht unabhängig sein. 

Damit ist also gezeigt: 

Es gibt mindestens e unabhängige Klassen 


AsuxA fun 


von der Art, dafi ihre {-te Potenz und ihre Relativ- 
norm in Bezug auf k in die Hauptklasse fällt und da8 
keine Aequivalenz 


M, 4e Me 
A APP AS 


e 


bestehen kann, wo c eine Klasse von # und die m”;, nicht 
alle durch / teilbar sind. 

Nun ist die Gruppe G, mit den e, Basisklassen C,, C,, … Ce, 
die grôBte Gruppe, welche diese Eigenschaften haben kann, und 
daraus ergibt sich sofort, daf e, = e, w. z. b. w. 
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8 2. 


Anwendung auf den Fermatschen Satz. 


Mit Hilfe des obigen Satzes werde ich nun die Richtigkeit 
folgender Behauptung nachweisen: 


Es sei / eine solche ungrade Primzahl, daf für den 
2ri 


Kôrper aÙ : ) für die oben definierten Zahlen die Be- 
ziehung 

€ —= € 
gilt. Dann gibt es in À keine drei ganze zu | prime 
Zahlen x, y, z, welche die Gleichung 


d+yÿ+i —0 
befriedigen. 
Ist im besonderen e, — 1, so kann € nur 1 oder O sein. 
Mit Rücksicht auf das zweite Resultat von Kummer!) und 
Hilbert gilt daher insbesondere der Satz: 


Die Fermatsche Gleichung ist in ganzen zu l primen Zahlen 
2m 

des Kôrpers K ( ? ) sicher dann unlüsbar, wenn der erste Faktor 
der Klassenzahl genau durch die erste Potenz von L teilbar ist. 

Beweis: Wennn e, = e ist, so besagt offenbar der Satz des 
vorigen Paragraphen, daf jede Klasse C von der Art, da C1 
und C.sC © 1 ist, sich durch die Klassen À, darstellen läBt. Ist 
also À ein Ideal aus einer solchen Klasse, so gilt für die Zahl 
uw — Ÿ immer eine Gleichung 

u = É*e, 
wo € eine reelle Einheit ist und «© ein Produkt von Potenzen der 
e GrôüBen o, ist. Nun sei $ ein beliebiges Ideal in X, dessen l-te 
Potenz in die Hauptklasse fällt. Dann ist zunächst evident, da 
für $ eine Aequivalenz gilt 
S « Ce 


wobei C eine Klasse der Gruppe G und c eine Klasse aus # mit 
der Eigenschaft cr 1 ist. Es ist also auch C' © 1 und daher ist 


Se Ya, S = «a. Ua. 


Dabei ist À ein Ideal mit den oben angegebenen Eigenschaften 
und «a ein Ideal in #. Setzt man also $* gleich einer Zahl w, so 


1) Monatsberichte der Kgl. PreuB. Akademie d. Wissenschaften zu Berlin 
vom Jahre 1857, p. 276. 
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folgt 

u — feu. 
e ist eine reelle Zahl nämlich — «. Da nun « eine primäre Zabl 
ist, so ist sie nach 4 einer rationalen Zahl kongruent, wenn 
1 = 1—6 gesetzt wird. Damit ist folgender Satz bewiesen: 

Unter der Voraussetzung e, — e gilt für jede zu / teiler- 
fremde Zahl uw in X, welche die [-te Potenz eines Ideals ist, eine 
Kongruenz 

uw =£"e (mod.4, 
wo @ eine Zahl des reellen Kôrpers k ist. 

Damit ist aber alles Wesentliche geleistet. Ueberlegt man 
sich nämlich, welche Eigenschaften des Kreiskôrpers beim Beweise 
des ersten Kummerschen Satzes bezüglich der Unlôsbarkeit der 
Fermatschen Gleichung in ganzen zu ! primen Zahlen gebraucht !) 
werden, so sieht man, daf es zur Durchführung des Beweises nur 
der Giltigkeit des eben formulierten Satzes bedarf und man unter 
dieser Voraussetzung den vollständigen Beweis dafür genau nach 
der Hilbertschen Methode liefern kann. 

Ich môchte noch bemerken, daB der in $ 1 bewiesene Satz 
über die Klassenzahl ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes 
ist, dessen Beweis ich in einer anderen Mitteilung geben werde. 


1) Hilbert, Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkôrper, p. 519 
—521 von Gleichung 189 ab. 


Die Fortpflanzung von Strômen in Kabeln mit un- 
vollkommenem Dielektrikum. 


Von 
Karl Willy Wagner. 


(Mitteilung aus dem Kaiserl. Telegraphen-Versuchsamt.) 
Vorgelegt in der Sitzung der Gesellschaft vom 9. Juli 1910 von Eduard Riecke. 


1. Bisherige Untersuchungen. 


In der ersten, von W. Thomson ausgeführten Untersuchung 
über den Verlauf von Kabelstrômen') wird das Kabel als ge- 
streckter Leiter mit dem über die Länge gleichmäfig verteilten Ohm- 
schen Widerstande À und ebenso verteilter Kapazität C 
angesehen. Der EinfluB der Selbstinduktivität L wird ver- 
nachlässigt; desgleichen auch der Einfluf der Ableitung À, das 
heïft, der durch das Isoliermaterial fliefenden Leitungsstrôme. 
Untersuchungen, bei denen alle 4 Leïtungskonstanten berücksichtigt 
werden, hat dann O. Heaviside angestellt?); wir verdanken ihm 
zahlreiche sehr schône Resultate; im allgemeinen Falle liefert in- 
des seine eigenartige symbolische Methode nur überaus komplizierte 
und unübersichtliche Reïhenentwicklungen, mit denen praktisch 
wenig anzufangen ist. Einen weiteren Fortschritt brachten die 
Untersuchungen von Poincaré, die freilich nur den Fall eines ver- 
lustlosen Dielektrikums (A — 0) betreffen*). Aus ihnen kann der 
SchluB gezogen werden“), daB die Thomsonsche Theorie die Vor- 
gänge in solchen Punkten richtig wiedergibt, die von der Stôrungs- 
stelle (Kabelanfang) weit entfernt sind, also insbesondere am 


1) Lond. Roy. Soc. Proc. 1855, Math. and phys. papers I, $. 61. 
2) Electromagnetic Theory Bd. II, London 199. 
3) L’Éclairage électr. Bd. 40, S. 121, 161, 201, 241; 1904 Vergl. auch 
Compt. rend. 117, S. 1027; 1893. 
4) K. W. Wagner, Elektrot. Zeitschr. 1910, Ileft 7, 8. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 6. 29 
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fernen Kabelende, was ja auch durch die Erfahrung bestätigt 
wixdt). In der Nähe des Kabelanfangs und auf kurzen Kabeln 
überhaupt gilt dagegen die Näherungstheorie, die wohl die Dämpfung, 
nicht aber die Verzerrung der Wellen berücksichtigt?). Die aus 
der Poincaréschen Theorie zu ziehenden Schlüsse sind von groBer 
Tragweite für die Schnelltelegraphie und Telephonie über lange 
Kabel, und es hat darum besonders vom praktischen Standpunkt 
die Frage Interesse, wieweit die Poincarésche Theorie auf wirk- 
liche Kabel anwendbar ist, in denen die Ableitung À nicht null 
ist. Man darf nicht vergessen, daB für die Telephonie nicht der 
aus den Gleichstrommessungen folgende sehr kleine Wert von À 
maBgebend ist. Bei den hier auftretenden raschen Stromwechseln 
überwiegen die durch dielektrische Hysteresis entstehenden Ver- 
luste im Isoliermaterial weitaus die dort durch Leitungsstrôme 
hervorgebrachte Joulesche Wärme); man hat dann in den Glei- 
chungen einen entsprechend grôBeren Wert von À einzusetzen, 
dessen Einfluf auf die Dämpfung besonders bei Kabeln mit er- 
hôhter Selbstinduktivität (nach Pupins Vorschlag oder durch eine 
Bewicklung der Kupferseele mit Eïisendraht) sehr fühlbar ist). 
Die Frage nach dem Einfluf von À auf den Verlauf der Strôme 
hat darum auch praktisch Bedeutung. Nun ist es gewif nicht 
genau richtig, in den Gleichungen einfach einen konstanten Wert 
A einzuführen, da doch die dielektrischen Verluste von der Fre- 
quenz abhängen. Es ist aber der einzig gangbare Weg, diese 
Verluste überhaupt zu berücksichtigen, und man wird sich, wie in 
allen ähnlich liegenden Fällen, von der Wahrheïit nicht sehr weit 
entfernen, wenn man den Wert À einfübrt, der der mittleren 
Frequenz des Vorgangs entspricht. In der erwähnten Abhandlung 
macht Poincaré einige Andeutungen, wie sich wohl das allgemeine 
Problem in Angriff nehmen lasse. Man wird aus dem folgenden 
ersehen, daB sich in der Tat bei der Lôsung des allgemeinen Falles 
manche der Poincaréschen Betrachtungen nutzbringend verwerten 
lassen; die grôBere Allgemeinheit bringt es freiïlich mit sich, daf 
stellenweise umfangreichere mathematische Hilfsmittel erforderlich 
werden. 


1) { Devaux-Charbonnel, L’Éclairage électrique 31, S. 124, 171; 1902, 
K. W. Wagner, Phys. Zeitschr. 10, S. 865; 1909. 
2) K. W. Wagner, ,Elektromagn. Ausgleichsvorgänge in Freiïleitungen und 
Kabeln“, Leipzig 1908. 
3) Bela Gati, ,Elcktrot. u. Maschinenbau“, Wien 1908, Heft 18. 
4) F. Brcisig, Elcktrot. Zeïtschr. 1901, S. 1029; 1908, S. 586. F. Lüschen, 
Elcktrot. Zeitschr. 1908, S. 1105. 
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2. Die allgemeinen Gleichungen. 
Sind R, L, À, C die Werte der schon genannten Leitungs- 
konstanten der Längeneinheit, v die Spannung zwischen Hin- und 
Rückleitung, à der Strom, x der Ort, t die Zeit, so gilt 


à oi Ov 
(1) Ri+LS= 2 
Ov où 


Man ersieht z.B. aus (2), daf sich v und à aus einer einzigen 
Funktion y ableiten lassen, wenn man setzt 
(el 
@) Pt a ôx 
Damit dann auch (1) erfüllt sei, muf œ der Differentialgleichung 
genügen 
op © 


_ — 
(4) BA + (RC + LA); +107 DE = Gr 


Es ist stets müglich, aus dieser Gleichung eine andere mit lauter 
positiven Koeffizienten und fehlendem ersten Gliede abzuleiten, 
die also die Form der Telegraphengleichung') im engeren Sinne 
hat. Man setze nämlich 


A 
(5) a) für RC— AL  — eC'Y 
R 
b) für RC<AL p=e L'y 
Dann ergibt sich im Fall (a), den wir im folgenden voraussetzen, 
weil er die grüfere ne. Bedeutung hat, 


Sy d'y 
(RC— FRE ® + LC ZA. pr 


wofür wir mit 
(6) R' = R-A— 


auch schreiben kônnen 


a OPEL 


1) Vergl. Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen II, $ 128, S. 319. 


Braunschweig 1901. 
29* 
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Diese Gleichung geht durch die Substitution 


HEAC AT VES R' 
@ pe Tu x = See Te gt 
über in 
@ MAS ER 1 


Durch diese Transformation ist also die Zurück- 
führung aller Leitungen mit beliebigen R', OC, L auf 
eine einzige mit passend gewählter Längeneinheiïit 
und Zeiteinheit geleistet. 


Mit Hiülfe von (3), (6) und (8) ergibt sich nun 


de) DOMAT . nie LÉ Axe: DR 
DNA IO OL ôT 
Es empfehlt sich, durch die Substitution 
Ru Ci ve. 
(Ba) F — NE D — 9 ? 
diesen Gleichungen die einfache Form zu geben 
TO, 
(10) = € 5X 
RS PE 
(11) Rs ST 
mit 
x 2 AL 
se Lo RCE 


Die transformierten Variabeln sind also durch die einfacheren 
Gleichungen (9), (10), (11) verknüpft, in denen nur die eine, von 
der Leitung abhängige Konstante y vorkommt. 


8. Problemstellung; allgemeiner Fall. 


Es soll der Stromverlauf berechnet werden, der sich ergibt, 
wenn eine sehr lange (wir sagen ,unendlich lange“) Leitung, die 
bis zum Augenblick T = 0 strom- und spannungslos war, in diesem 
Augenblick an ihrem Anfang X — 0 der Wirkung einer elektro- 
motorischen Kraft f(T) ausgesetzt wird. Wir werden uns später 
auf den Fall beschränken f(1) — 1, der die Grundlage zur Be- 
handlung des allgemeinen Falles liefert, weil sich aus ihm schon 


Die Fortpflanzung von Strômen in Kabeln etc. 4929 


alles praktisch wichtige ablesen läft. Zunächst jedoch schreiben 
wir allgemein vor 


(13) V= f(T) für X — 0, 


wo f(T) irgendeine Funktion sein kann. 
Die Lôsung beruht auf der Superposition von einfach har- 
monischen Lüsungen. $Sei 


(14) FD) = 7 
(j = V=1, gq reell) 


und ist der Zustand überall rein periodisch geworden, so kann 
man wegen (9) den Ansatz machen 


(15) D — LT +5QT+pX) 
JP 

(13) ist dann von selbst erfüllt. Aus (9) ergibt sich mit (15) für 
p die Gleichung 
(6) 207 +39) +) = = 
Von den hierdurch bestimmten beiden Werten von p» bezeichnen 
wir von nun an denjenigen kurz mit », dessen reeller Anteil für 
positives q negativ ist. 
(16a) Re (p) < 0 

Er allein ergibt eine von der Stôrungsstelle X = 0 aus- 
gehende Welle, wie sie im vorliegenden physikalischen Problem 
nur auftreten kann. 


Aus (16) folgt noch in Verbindung mit (16a) 
(16b) p = —q, wenn |g| sehr grof 


Diese Beziehung ist für das spätere von Bedeutung. 

Ist f(T) eine beliebige Funktion, so spielt sich, wie Fourier 
gelehrt hat, der Vorgang ebenso ab wie ein periodischer Vorgang, 
der einer periodischen Funktion f(T') mit unendlich grofier Perioden- 
dauer entspricht. Fafit man f(7) in dieser Weise auf, so ist 


{ vi 
| ro) = fee"! 
(17) Sp 


eo me 
mit @(ÿ) =, Î Roc 
— CO 
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Der Teïlschwingung @(q) ju T° entspricht nach (15) das 
Funktionselement 


ax — -2@dg NT +iGT+P9 
JD 
Dabher 


F, + 00 
q ag CET R — jar 
no e f(x) e dr 
— 00 OO 


oder durch Umkehrung der Integrationsfolge 
ee) + ) 
+ YT TT le v) À p2] 
(Eh y — fre dr KE e 
O0 ie. ®) 


Wir wollen nun das zweite Integral bestimmen, für das wir 
mit der Bezeichnung 


(18a) Tue T 


auch schreiben kônnen 


+ 00 
: _da. eSLQ—5y) T'+pX] 
(18b) F(T, X) mi Dr 


Die Betrachtungen sind denen ganz ähnlich, durch die Poin- 
caré zur Berechnung des entsprechenden Integrals im Falle À = 0 
gelangt ist. Im Integral (18b) soll sich q längs der Axe der reellen 
Zahlen von —co nach + co bewegen. Wir betrachten nun g als 
komplexe Variable und definieren p nach wie vor durch (16), 
kümmern uns aber nur um den durch (16b) bestimmten Zweig 
von p, um mit dem früheren in Übereinstimmung zu bleiben. In 
Abb. 1 sei O der Nullpunkt der Ebene der komplexen Variabeln q, 
AB die Axe der reellen Zahlen, ACBD ein Kreis um O als Mittel- 
punkt mit sehr grofem Radius. Dann ist nach (18b) F der Grenz- 
wert, den das längs der Axe der reellen Zahlen genommene 


AOB 
annimmt, wenn der Kreis grüBer und grüBer wird. Der Integrand 
ist in der ganzen q-Ebene regulär, auBer in den Nullstellen von p, 
d. h. nach (16) in den Punkten 
(19) h =; h=I2+?) 


FX | 
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Abb. 1. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) Es sei X=— T. Da der Integrand in (18b) für groBe |g| 
nach (16b) die einfache Form 

__dg ,jà(T'—X) 
(18c) Zn ia e 
annimmt, so verschwindet wegen der Exponentialfunktion er selbst 
und sein längs des Halbkreises BCA genommenes Integral, wenn 
der Kreis grôBer und grôBer wird. Es ist darum 
= di + [ = [ — 0, 
AOB AOB BCA AOBCA 

weil der geschlossene Weg AOBCA ein Gebiet umschlieft, in dem 
der Integrand überall eine reguläre analytische Funktion ist. Es 
ist also 
(20) F(T',X) = 0 für X=— 7" 

b) Es sei 7° X. Dann verschwindet der Ausdruck (18c) in 
der Grenze auf dem Halbkreis BDA, ebenso sein längs dieses 
Weges genommenes Integral. Daher ist 


J = J + f - 


AOPAT AO - BDLeNAUBDA 


Dieses Integral verschwindet nicht identisch, da der Integrations- 
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weg die beiden singulären Punkte q,, 4, umschliefit; es behält aber 
seinen Wert bei, wenn der Integrationsweg irgendwie abgeändert 
wird, sofern nur der alte Weg in den neuen ohne Überschreitung 
der singulären Punkte stetig übergeführt werden kann. Es ist 
darum auch 


AÔB  ACBDA 
Hier ist der Integrationsweg ein Kreis von sehr grofem Radius. 


Zur Berechnung dieses Integrals führen wir anstelle der beiden 
Variabeln g, p neue Variabeln ©, w durch die Definition ein 


[a —-3(+1)7"+pX = ex T" 


21 ; à ape 
#4 pT'+{[g—-5œ+ DIX = uw yxX ZT" 

Die zwischen g und p bestehende Beziehung (16) geht für die neuen 
GrôBen über in 


(212) eu = 1 


Da wir es mit demjenigen Zweig von p zu tun haben, der für 
grofe |q| der Bedingung (16b) genügt, so folgt aus (21), da8 wir 


(21b) DFSEN CET 


zu setzen haben, wenn der Quadratwurzel an sich das positive 
Vorzeichen zugeordnet sein soll. Aus (16), (21), (21a) folgt noch 


oO E 604 dp 
210. = = = ——  ——— 
art u Monts Lil) 
Hiermit wird aus dem Integral (18b) 


à eV — 7° 
F(T X) — sen 


Der Integrationsweg war in der g-Ebene der grofe Kreis ACBDA 
(Abb. 1); nach (21) ist für groBe |q| einfach pe — q:const., daher 
ist auch in der o-Ebene der Integrationsweg ein Kreis um den 
Nullpunkt von groBem Radius (Abb. 2). Er umschlieft die beiden 
einzigen singulären Punkte des Integranden, o = 1 und eg = — 1. 
Jeder andere Weg, der diese Punkte ebenfalls einfach umschliefit, 
liefert das gleiche Integrationsergebnis, z.B. der in der Abb. 2 
gezeichnete Weg 2. Läfit man die Kreise um die beiden singu- 
lären Punkte kleiner und kleiner werden, so strebt das Integral 
dem Werte zu 
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+ 1 


F(T,X)=-e [2 
ST x \1— 9° 


de ei VIT 


wobei die Axe der reellen Zahlen als Integrationsweg gedacht ist. 
Nun ist 


Le) 1 2) Le) 
vo 7,0) 4 GG) GP. 


die bekannte Besselsche Funktion von der Ordnung null bedeutet. 
Folglich ist 


(22) F(T', Xÿ = en T JR TT fâr TE X 
Da T'=> X nach (18a) nichts anderes bedeutet als 
T< T—X, 
so ergibt sich mit (20) und (22) aus (18): 
T—X 
(23) Domi lu(icie dricns « J VX (TT) 
—\CO 


PNEU: 
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Der Spezialfall f(r)e* — 1 ist besonders interessant. Für 
diesen ergibt sich nämlich nach (23), (10) und (11) ein von der 
speziellen Wabl der Leitungskonstanten ganz unabhängiger Strom- 
und Spannungsverlauf, wenn man von der veränderten Dämpfung 
absieht, und wenn man nach (8) und (8a) passende Einheiten für 
Länge, Zeit, Strom und Spannung einführt. Dieser Verlauf ist, 
wie man sieht, wenn man y = 0 setzt, derjenige, der sich für das 
Kabel ohne Ableitung ergibt, wenn dieses an eine konstante Span- 
nung angelegt wird (f(r) — 1). Im allgemeinen Fall soll die 
Spannung 


f@) = 67 
sein. Zu diesem Ergebnis ist auf anderm Wege bereits O Heavi- 
side!) gelangt. 


4. Diskussion der Lôsung. 

Die Bedeutung der Lüsung (23) erkennt man am leichtesten, 
wenn man die Ausbreitung eines einfachen StromstoBes betrachtet. 
Dieser soll dadurch hervorgebracht werden, daB am Kabelanfang 
im Moment 7 — 0 während sehr kurzer Zeit (2e) eine sehr grofe 
Spannung wirkt. Es verschwindet also f(r) identisch, aufer bei 
t = 0, wo f(r) sehr groB ist, jedoch so, daf 


+ & 
fr fe) Ar ="1 
te 
ist. Hiermit ergibt sich aus (23) 4 
W=OQ für T<X 
ts g = 6e TJ VX für T> X 


Das heiBt, am Punkt X geschieht bis zum Moment T= X 
überhaupt nichts; in dicsem Augenblick hat die Stô- 
rung den Punkt X erreicht und verläuft von da ab 
nach der zweiten GlL. 24. 
1 — X heïfit nach (8) 
d 


Z = —— 
VLC 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Stürung 
1 
d —= — + 
VLC 


J) Electromagncetic Theory, Bd. II, $ 567, S. 306. 


PR * 
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hängt somit weder vom Leitungswiderstande R, noch von der Ab- 
leitung À ab, sondern hat genau denselben Wert, wie auf 
einer vollkommen verlustlosen Leitung. 

In GI. (24) kommen die Leitungskonstanten nicht explizite 
vor; das heiïft, der Verlauf eines StromstoBes auf einem Kabel 
mit Ableitung kann aus demjenigen für ein Kabel ohne Ableitung 
einfach dadurch entwickelt werden, da$ man durch den Exponential- 


faktor e 7? (GI. 10, 11) die vermehrte Dämpfung berücksichtigt 
und dann die Eïinheiïten für Länge, Zeit, Strom und Spannung der 
Transformation (8), (8a) entsprechend abändert. Das ist ein sebr 
merkwürdiges und wichtiges Ergebnis. 

Hier hat auch die Bemerkung Interesse, daB die durch einen 
scharfbegrenzten Impuls hervorgebrachte Welle wohl eine scharf- 
begrenzte Vorderfront besitzt (und nur dieser Umstand gibt 
uns überhaupt die Môglichkeit, von einer endlichen, wohlbestimmten 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu reden), aber keine begrenzte 
Rückfront; denn für T = X hat Y nach der zweiten G1. (24) 
für jedes T' einen von null verschiedenen, endlichen Wert. In 
dieser Hinsicht steht der allgemeine Fall in der Mitte der beiden 
Grenzfälle des verlustlosen (4 = 0, À — 0) oder verzerrungs- 
freien (4/C — R/L) und des induktionslosen (L — 0) Kabels. Im 
verlustlosen und verzerrungsfreien Kabel hat die Welle auch 
eine scharfbegrenzte Rückfront; im induktionslosen Kabel ist keine 
der Fronten scharf, die Stôrung verbreitet sich ebenso wie eine 
Wärmewelle, bei der man auch nicht sagen kann, daf sich die 
Stôrung in einem bestinfmten Abstand von der Stôrungsquelle 
erst nach Ablauf einer gewissen Zeit bemerkbar mache. Aus 


unsern Formeln kommt das so heraus, daf im Falle 1 y — © 
wird, und der Punkt X — 0, T = O0 allein alle Werte für die 
elektrischen Grôfen liefert; im zweiten Falle wird v — ©. Der 


wirkliche Verlauf der Stôrung ergibt sich aber in diesen Grenz- 
fällen auf dem unmittelbaren Wege über die entsprechend verein- 
fachten Differentialgleichungen weit einfacher als durch Speziali- 
sierung !) der allgemeinen Lüsung} 


5. Der Stromverlauf beim Anlegen einer konstanten 
Spannung. 
Wenn im Moment 7 = 0 eine konstante Spannung, sagen wir 
V — 1, an den Kabelanfang X = O0 angelegt wird, so gilt 
1) Diese ist für den Fall À — 0, L — O0 z.B, durchgeführt in der Elektrot. 


Zeitschr. 1910, $. 192, $ 4 und 5; denn kleines L heiBt nach (3) groBes X, wie 
es dort vorausgesetzt ist. 
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t) = 0 von 5 = —- 0 bis r = 0 
(26) . “) 
f(x) = 1 von r =-0 bis r = +oo 


Setzen wir dies in (23) ein, so ergibt sich 


T— X 
(tn). Do 6e, fre CN CIN VÉCPE PTE 
0 
IUR PS 


während nach der ersten G1. (26) für 
T<X YW=0 
wird, da wegen der oberen Grenze in diesem Falle nur über ne- 


gative tr integriert wird, für welche f(r) identisch verschwindet. 
Nach Gl. (11) bestimmt sich die Stromstärke zu 


De PRE 
J = —-e OT 
Schreibt man 
gp — ce Hop 
mit 
T—X 
(28) H= [dre FD IT VX (T5, 
0 
so ergibt sich 
0H 
(29) RE Er 
Es ist 
T'— X 


0H Ep X L Ô [ —(+y»(T— SEM NT 
Lg = 16 ” ki de pe rasttlan Ent] 


T— X 
(LIEN A OLD =D TN 
ST: # Ja CRD PUR ETT 


F2 LAN EE ÿ 
Daher 


(30) Lei He + NX" 
für > X. 
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Für T X verschwindet dagegen J identisch; die Stôrung 
bat eben dann den Punkt X noch nicht erreicht. Mit 4 = 0 wird 
y = 0, und es bleibt für den Strom nur der Ausdruck 


(B0a) PR ATX on 
der von früher her bekannt ist. 

Wir haben nun noch das Integral H (GI. 28) zu berechnen. 
Dieses Integral scheint sich nicht in geschlossener Form durch 
elementare und Besselsche Funktionen ausdrücken zu lassen. Es 
gibt aber verschiedene Wege, es durch unendliche Reïhen auszu- 
drücken, die nach Besselschen Funktionen erster Art von steigen- 
der Ordnungszahl fortschreiten. Eine sehr elegante Entwicklung, 
die noch dazu den Vorzug hat, für alle X und 7 konvergent zu 
sein, verdanke ich Herrn Schafheitlin. Wenn man der Kürze 
wegen 
(31) Tr = 0 


setzt, so wird 
Ti 
H = [due LEA JNVUX'— 0. 
X 


Nun ist aber 
: WP J,(X). 
JVX ri = 2 MONT PENR 1 


II ist die bekannte Gaufsche RATE (Gammafunktion); hier, wo 
p ganzzahlig ist, ist einfäch 


Ip) = p! 
Somit ergibt sich 
.. 
9 der À Ve où à) “a 
H— 2 xp TE cf AR 
wofür man mit 
(Lyju = 
auch schreiben kann 
ke LD G+y)T 
— v 
(2) HD Er cute, De 
220 EAP dx 


Bevor wir weitergehen, soll die Konvergenz dieser Reïhe 
bewiesen werden. Das Integral in (832) ist sicher kleiner als 


438 Karl Willy Wagner, 


OO 
fore dv — 11(2p) 
0 <E 


Da X und y wesentlich positive GrüBen sind, so ist, wenn wir 
das p-te Glied der Reïhe mit a, bezeichnen, 


REPOS CE TRES 
% HG) XP FPS 
Nun gilt 
17, (DI< 10 5) und 1I1(2p) = ou 
Daher 
ne à Abies BU ref 
Va H(p)( +9 


Da nun weiter 


AE ) 
HD Vr 
ist, so wird 
1 L 


EE 
NO Ne Va En” 
y ist positiv; die Reïhe konvergiert also, weil alle ihre Glieder 
von p — 2 ab kleiner sind, als die der geometrischen Reïhe 


ir d 
Va p2 0 GNT 


Nur für y — 0 versagt der Konvergenzhbeweis; er ist aber in 
diesem Falle auch überflüssig, da das Glied yH in (30) ganz 
fortfällt. 

Die weitere Berechnung von (32) gestaltet sich recht einfach. 
Weil » ganzzahlig ist, so findet man durch wiederholte partielle 
Integration 

nr 

1e œil = Peel Us À DS S TO (LÆ 7) X! 
(+ 7Y)X eu A 


+: (CPE “ IT(2p) 1 À TÀ 
k 120 HG) I1() Lu 


Die Summen sind nichts anderes als die mit dem 2p-ten Gliede 
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abbrechenden Potenzreihen für e( +) * bezw. e (+ DT multi- 


pliziert mit I1(2p) = (2p)!. Bezeichnen wir sie der Kürze wegen 
mit G,[(1+7)X] bezw. G,[(1+7)T], also 


_% (+yx 
G,[A + y) X] D  urT :Le 


Li O+X ,(G+n'a 
CE PEN ERE E TS 


(83) 

4 CHDTE 
Lo 1-2...2p 
so ergibt sich 


a= $ 2%, 76 


SACS PRE LR EN a RS 
p=0(2X} Hp(+?y)"" É GA +1 X] 


(34) 
ce PT at +nt |: 


Hiermit ist das Problem gelôst; unter Zuhilfenahme von 
Tafeln für die Besselschen Funktionen') kann die Stromstärke 
für jedes X und T berechnet werden (G1. 30, 33, 34). Dabei 
kommen nur solche T in Frage, die der Bedingung T'= X genügen; 
für kleinere T ist der Strom null. 

Für T = © verschwindet das zweite Glied in (30) wie 

ra Es 


V2xT 
aus dem ersten Glied ergibt sich nach (34) 
_ pe U+NX S ZX (2p) 
To mr 7e p=0 (2X} II(p) (1 +7)?" G,[( + y) X]. 


Einen weit eimfacheren Ausdruck erhält man für diesen stationären 
Endstrom, wenn man in die Differentialgleichungen (1), (2) von 


vornherein ë — 0 einführt, nämlich 


Ca y —VrG+2X 
(35) JV Vr e 


Dabei ist wiederum angenommen, daB bei X — 0 die Spannung 
V — 1 sei. Die beiden Ausdrücke für J,, sind natürlich identisch, 
wovon man sich z.B. durch Entwicklung dieser Ausdrücke nach 
steigenden Potenzen von X und 15 überzeugen kann. Für X = 0 
ergibt sich insbesondere die bemerkenswerte Identität 


1) Z.B. die ,Funktionentafeln“ von Jahnke-Emde, Leipzig 1909. 
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2 Se v H (SP) Y 


742 MONET Grp 


Zusammenfassung der Ergebnisse. 


1. Durch eine passende Wahl der Einheiten für Länge, Zeit, 
Strom und Spannung ist es müglich, alle denkbaren Leitungen mit 
beliebigen Werten der Leitungskonstanten Z?, À, L, C auf eine 
einfach unendliche Zahl zurückzufübren (GI. 8, 8a). 

2. Durch diese Transformation wird auBerdem erreicht, daf 
sich Spannung und Strom von einer einzigen Stammfunktion %# 
ableiten, die der (reduzierten) Telegraphengleichung des ableitungs- 
freien Kabels genügt (G1. 9). 

3. Die einzige noch in den Gleichungen verbleibende Leitungs- 
konstante 

+ AA 
DC 


tritt bei der Berechnung des Stromes und der Spannung aus der 


Funktion % nur als (dämpfender) Exponentialfaktor e?T auf 
(G1. 10, 11). 
4. Eine an einer Stelle der Leitung wirkende Stôrung ruft 
eine Welle hervor, die sich mit der Geschwindigkeit 
‘a he 
” 
(derselben, wie bei der verlustfreien Leitung) ausbreitet. 

5. War die Stôrung zeitlich scharf begrenzt, so bleibt die 
steile Vorderfront der Welle erhalten, wie weit auch immer die 
Welle bereits gelaufen sein mag. Die Hôühe der Wellenfront 
nimmt nach dem Exponentialgesetze 

R A 
Fran isa HE (+6) 
ab. Eine scharfbegrenzte Rückfront besitzt die Welle dagegen 
nicht; sie läuft auf dieser Seite mehr und mehr auseinander, je 
weiter sie sich ausbreitet. 

6. Für einen einfachen Stromstof von sehr kurzer Dauer ist 
die zugehôrige Stammfunktion %, abgesehen von der veränderten 
Wähl der Eïinheiten, dieselbe, wie beim Kabel ohne Ableitung 
(G1L 24). 

7. Es wird eine Formel zur Berechnung des Stromverlaufs 
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nach dem Anlegen einer konstanten Spannung an den Kabelanfang 
abgeleitet (G1. 30). Die Wirkung der Ableitung À äuBert sich in 
einem Zusatzgliede (34) zu dem Ausdruck, der den Stromverlauf 
auf einem ableitungsfreien Kabel angibt. Nach genügend langer 
Zeit wird dieses Zusatzglied von der Zeit unabhängig und stellt 
dann den stationären Stromverlauf (Isolationsstrom) dar (3b). 


Kgl. Goes. d. Wiss. Nachriohten. Math.-phys. Klasso. 1910. Heft G. 30 


Ueber gewühnliche lineare Differentialgleichungen 
mit singulären Stellen und ihre Eigenfunktionen. 


(2. Note.) 
Von 
Hermänn Weyl, Gôttingen. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 28. Juli 1910. 


In zwei Aufsätzen, in den Gôttinger Nachrichten und den 
Mathematischen Annalen'), habe ich allgemein die aus einer li- 
nearen Schar von linearen gewühnlichen Differentialgleichungen 2. 
Ordnung entspringenden Reïhenentwicklungen und Integraldar- 
stellungen willkürlicher Funktionen behandelt — für den Fall, 
daf nur das eine Ende des betrachteten Intervalls für die Glei- 
chungsschar eine singuläre Stelle (übrigens vôllig beliebiger Art) 
ist. Hier môchte ich kurz diejenigen Ergänzungen erläutern, welche 


1) Diese Nachrichten 1909, S. 37—64; Mathematische Annalen, Bd. 68 
(1910), S. 220—269 (Habilitationsschrift). Ich zitiere diese zweite Arbeit im fol- 
genden mit ,H“. — Für zwei besondere Klassen gewôhnlicher Differentialglei- 
chungen hat bereits Herr Hilb (Mathematische Annalen, Bd. 66 (1908), S. 1f.) 
nach einer andern Methode (die sich auch auf manche weitere Fälle ausdehnen 
lieBe) das in Rede stehende Problem behandelt, — Als Grundlage der Theorie 
dienen die tiefgehenden Untersuchungen Ililberts (Grundzüge einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen, 4. Mitteilung, diese Nachrichten 1906, 
S. 157 ff.) und Hellingers (Inauguraldissertation, Güôttingen 1907; Neue Be- 
gründung der Theorie quadratischer Formen von unendlichvielen Veränderlichen, 
Crelles Journal Bd. 136 (1909) S. 210.) Vergl. auch F. Riesz, diese Nach- 
richten, 11. Juni 1910. Weitere Literatur: Plancherel, Note sur les équations 
intégrales singulières (Rivista di Fisica, Matematica e Science Naturali, X (1909), 
5. 37—53); ders., Integraldarstellungen willkürlicher Funktionen (Mathematische 
Annalen, Bd. 67 (1909) S. 519); ders., Contribution à l’étude . . . (Rend. d. Circ. 
Mat. di Palermo, t. XXX; 1910). Weyl, Inauguraldissertation, Gôttingen 1908; 
ders., Singuläre Integralglcichungen (Mathematische Annalen Bd. 66 (1908), S. 273). 
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den in der Annalenarbeit angestellten Ueberlegungen hinzuzufügen 
sind, um auch den Fall zweier singulärer Enden vollständig zu er- 
ledigen'). Ferner sollen die im ,,polaren“ Fall gültigen Entwick- 
lungssätze formuliert und bewiesen werden. 


Si 


Wir betrachten die lineare Schar von Differentialgleichungen 


(1) L(u)+Ak(s)u = FO R)-aOu+HGu = 0; 


darin sind p(s), q(s), k(s) für —oo < s < + co ?) definierte stetige 
Funktionen und auferdem p (s) > 0, &(s) > 0; À bedeutet einen Para- 
meter. Diese Schar kann für s — +0c° und ebenso für s — —0co 
entweder vom Grenzkreis- oder vom Grenzpunkt- Typus sein”), 
sodaB vier verschiedene Fälle zu unterscheiden sind. Diejenigen 
Fälle jedoch, in denen die Schar an einem der beiden Enden, 
etwa für s — —co, vom Grenzkreistypus ist, gestatten eine 
vôllig analoge Behandlung wie Gleichungen mit nur einem singu- 
lären Ende. Verstehen wir nämlich in jenen Fällen unter y(s; À) 
eine mit Bezug auf 4 stetig differenzierbare Funktion, welche 
(1) und der für s — —co vorgeschriebenen Randbedingung ge- 
nügt, auBerdem aber für keinen Wert von 1 identisch in s ver- 
schwindet, so künnen wir dieses (s; À) in genau derselben Weise 
allen Betrachtungen zu Grunde legen, wie es mit der gleichbe- 
zeichneten Funktion in H (namentlich $S. 239—251) geschehen ist. 
Es hat keine Schwierigkeit, ein allgemeines Verfahren anzugeben, 
mittels dessen man sich eine derartige Funktion @ verschaffen 
kann. 

Wir nehmen daher nunmehr die Schar (1) sowohl für s = + © 
als für $s — —C©o vom Grenspunkttypus an und bezeichnen mit 


pi(s; À), p(s; À) 


Funktionen, die für jeden Wert von À zwei unabhängige Liü- 
sungen der Gleichung (1) darstellen und mit Bezug auf 1 stetig 
differenzierbar sind; z. B. kônnen wir sie den folgenden Bedin- 


1) Singularitäten im Innern des Intervalls, freilich nicht solche von belie- 
biger Beschaffenheit, kônnten neben den Singularitäten an den Enden zugelassen 
werden; der Einfachheit halber sehen wir jedoch davon ab. 

2) DaB ich die singulären Stellen ins Unendliche lege, ist natürlich ganz un- 
wesentlich. 

8) H, Kap. 1; vergl. auch die SchluBbemerkung H, S. 269. 

30 * 
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gungen gemäB wählen: 


de = 0, GP) = 1; 
(Phs=0 = 1, bo). = 0. 


Auch jetzt übertragen sich noch alle Schlüsse der Annalenarbeïit 
sofort mit Ausnahme der in den Absätzen 12—15 daselbst zum 
Beweise des Satzes 6 angestellten Betrachtungen. An Stelle des 
Satzes 6 (H, S. 239) treten die folgenden Behauptungen: 

Liegt eine in beiden Argumenten stetige Funktion ={(s; À) 
vor, welche der Identität 


1 
(2) LE(; 2) +E (9) fad,=(6; u) = 0 


genügt und für die aufBerdem =(s; 0) — 0 ist und 
+ co 


(3) Î KZ* ds = sgn 4.0 (1) 

— © 
als stetige Funktion von 2 existiert — ich nenne eine solche 
Funktion wiederum eine ,,zulässige Lôsung‘‘ von (2) —, so hat = 


notwendig die Form 


1 Â 
(4) Z(s; À) = | #6: u) de (a) +f p,(s; u) dé, (u), 


wo Ë,,ë, stetige Funktionen von w bezeichnen. Æs gibt insbesondere 
zwei solche zulässige Lüsungen 


À 1 
P, = Jo de; +f Pa O2 

(5) 1 à 
Fy = de LA der +f Pa As 


welche (nach vorheriger Wahl von ,, y.) in eindeutiger Weise da- 
durch charulterisiert sind, daff für jede zulüssige Lüsung (4) und jedes 
Intervall À der Spektrumsvariablen 1 die Gleichungen statthaben : 

+ oo 

J FAZAP, ds = Aë,, 

00 

+ 

J RAZAP, ds = AE, 
(se) 


(6) 
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Beweis: Aus (2) und (3) folgt 
—+ o 
Î &(AZ) ds = Ao. 
— wo 


Ferner bleibt für alle môglichen = der Quotient ES) unterhalb 


einer festen, nur von À abhängigen Grenze. Die präzise obere 
Grenze dieses Quotienten werde mit E, — Æ,,(A) bezeichnet. 


(Aë.) 


Entsprechendes gilt für AE: dessen präzise obere Grenze E,, — 


E,, (A) heïfe. Ich behaupte ferner die Existenz einer bestimmten 
GrôüBe E:(A) von der Beschaffenheit, daf _— allemal dann 
gegen Æ;, konvergiert, falls (4) eine solche Folge zulässiger Lüsungen 
durchläuft, für welche der Quotient ue gegen seine obere 


Grenze E,, konvergiert. 
Sind nämlich 


1 1 1 À 
oder de o dl oder 
0 0 0 0 


irgend zwei zulässige Lôsungen von (2), so ist auch jede Linear- 
kombination 


= = #'='+x"=" (x', x" konstant) 


eine solche, und man findet 
+ + o + æ ë 
Ao = J k(A=) ds = »° [ k(AZ)ds+9x'x" J HAZ'AZ"às 
— © — © ==—100 


+ o 
+" [ k(AZ")' ds 
— 
— #°,0o + 2x' x”. Ac" + x*. Aw”. 
Bringen wir die Ungleichung 
(AË,) = Ao.E,, 
auf = zur Anwendung, so folgt identisch in x', x” 
('AË, + x'AË) = Aw.E;,, 
d. h. die quadratische Form der Variablen x, x” 
“LL, Au! — (Ë)]+ 24" [L, Aa” — AE AE] + #"[E, Au’ — (AE) 
2 


446 Hermann Weyl, 
ist für kein einziges Wertsystem negativ, mithin 
(7)  [E,Aw"—AË AËT Z[E, Aw'— (AË,)'Î[E;, Aw” — (AË;)']. 


Hieraus folgt nun unmittelbar: Durchlaufen =’, =” unabhängig 
voneinander zwei solche Folgen zulässiger Lôsungen, für welche 


ES DE 2 
Ao' Ao” 


gegen ÆE,, konvergieren, so konvergiert 
A! 
VAo' Ao” 
gegeu 1, also 
=, Aë: Az" DE 
_ CE (aE ES — AZ" À ) ds 
= A) MES AË, AË,___ Aw” 
_Aw * Ao VAw'Aw” VAw'Aw” 
gegen E,,+ÆE, —-2E, — 0, und schliefilich, da 
(AE) <A0.E,, 


auf 
Z* — =! AË, =" AË, 
27 Ao  Aow 
angewendet, 
AËAËE _ AE On + 
(au au) SE do 
ergibt, 
._[AËAËE  AËAË \ 
in( ARE _ AE) _ 0 
Daraus folgt die oben behauptete Existenz der Zahl EX, 


Analog ist zu zeigen, daf Aë, ee 


stets gegen eine und die- 
selbe Grenze E, — E,, (A) a Lane falls = eine solche Folge 
durchläuft, für die lim -——=— Ps} = E,, ist. Offenbar gelten die Un- 
gleichungen 

LORRES DORE CNE DES ON 


Die Ueberlegungen in H, Abs. 15 zeigen dann ferner, daf 
Funktionen 


e 9 (TE Qis) Quis Qor 
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von À existieren, sodaf für jedes Intervall A 
Aoy = E,;;(A) (h, à = 1 oder 2) 


wird. Wir kônhen noch annehmen, daB 0,,(0) = O0 ist. @,, 0» 
ergeben sich als séetige Funktionen; wegen 


(Ao)= A6; A9» s (Ao:) — Ag: A6» 
sind also auch 0, o,, stetig. Für 


À 4 
P, (s; 4) = il pA (5; we) de, (u) Fi pa (8; &)dos(u) 
gilt | 
+ 
J (AP) ds — Ao,, 


und jede mittels einer stetigen Funktion £ von 1, für welche 


or integrierbar ist !), gebildete Funktion 
11 


1 
= — dP, dé, 
: du 


ist eine zulässige Lüsung von (2); denn sie genügt der Gleichung 


raz» re jr Lr. 
— © VAN 


Entsprechendes ist über 


4 1 
P,(s; 4) =} p,(s; u) dou (u) +J Pa: (S; &) de (u) 


zu sagen. 
Setzen wir jetzt in der Ungleichung (7) für =’ irgend eine 
zulässige Lüsung = und =” = P,, also 
Aflr=n, AE, A’ — Ao, 
ne 
Aw" — | kAZAP,ds, 
— © 
AË = ,, — Ào,, Ao — Ag; 


1) Der Hellingersche Integralbegriff, welcher hier hineinspielt, ist ein 
auBerordentlich wichtiges Hülfsmittel der Theorie. Vgl. Hellinger, Dissertation, 
S. 28; Crelles Journal, Bd. 136, S. 237. 
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so kommt 


+ oo 
J EAZ AP, ds = Aë, 
— do 


Ebenso folgt die andere der beiden Gleichungen (6). Wir erkennen 
daraus noch die Beziehung 


+ o 
Ag, Es À k AP, AP, ds = A,,; Qia — Qu 
— © 


Es ist besonders zu beachten, daB die Differentiale V#.d,P,, 
V&.d,P, nicht zueinander orthogonal sind. 


Vorübergehend führen wir (in unsymmetrischer Weise) statt 
P,, P, die Funktionen 


ci À 
dP, de,, 
Ter T=P- fe = [es wdr(u) 
0 


( 
0 
ein, für welche wir die Gleichungen anschreiben: 


+ oo + o 
[ #(AT,) ds = Ao, — Ar, J k(AT)'ds — 
_— o —\@ 
Fe 
An TU, ne ji RATAT, ds = 0. 
A — © 


Ist = irgend eine zulässige Lôsung (4), so gilt 
(AË,) = A: di A; 


es ist also __ integrierbar und 
1 1 
en OP Chen Z — aT, dé, 
copié Î 10: à. a = f dr, 
0 0 
eine gleichfalls zulässige Lôsung. =-—2Z — Z, hat die Form 


À 


Le pas; m)d8,(u). Setzen wir 
( 


TD 
ll k(AZ,)ÿ ds — Aw,, 


so, bchaupte ich, ist 
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(8) (A) € Ao, Àr, 
Vertauschen wir nämlich in (7) die Indices 1 und 2 und wenden 
die hervorgehende Relation auf =" — P,, =” = Z, an, so ergibt 


sich durch eine einfache Rechnung 


(At) € [A — Gus] ho, 


und daraus folgt (8). Wir finden also die Darstellung 


À Li 
_ FAT, fard. 
3 dt, dr 0 
0 


dabei sind ue ia integrierbar, und es wird 


4) ” | 
pes Jess — je ii | 


Umgekehrt ist jede Funktion = von der Form (9), falls “es 
1 

(d£,)" 
dr, 


) 


integrierbar sind, offenbar eine zulässige Lüsung von (2): 


die Differentiale dT,, dT, bilden ein volles System orthogonalisierter 
Eigendifferentiale für unsere lineare Differentialgleichungsschar. 

Die nach À genommenen Differentiale dP,, dP, bezeichnen wir 
als die an das Lüsungssystem ,(s; À), g,(s; À) adapticrten Eïgen- 
differentiale der Schar (1). In derselben Beziehung, wie diese 
Differentiale zum Streckenspektrum, stehen gewisse lineare Kom- 
binationen der w,, g,: 


E,(s; À) = p(s; A)ra (à) + p,(s; DEMO 
E,(s; 4) = p(s; 1)r,(4) +, (s; 1)r,,() 


zum Punktspektrum; R,, R, heifen die un das Lüsungssystem o,, gs 
adaptierten Eïigenfunktionen der Schar (1). Ueberlegungen, die den 
in H, Abs. 16 angestellten durchaus analog sind (wobei freilich an 
Stelle des dortigen Differentials dP hier zunächst das System 
aT,, dT, benutzt werden mu) führen zu dem folgenden Entwick- 
lungssatz: 

Ist f eine Funktion von s, fi welche f, L(f) stetig sind und 
dic Integrale 
A4 # 
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+ œo + o 
frra, [rare 
— — 


konvergicren, so gilt eine gleichmäflig und absolut konvergente Dar- 
stcllung : 


FO = TE (n6i D +p6: 2 GO) 
+ 


+ J {n(s; 247. (+9, (6; 4) dr, ()}, 
— © 
deren Kocffisientensystem C, C;; dF,, dF, sich aus den adaptierten 
Eïgenfunktionen R,, R, bezw. Eigendifferentialen dP,, dP, mittels der 
Formeln 
—+ 


+ o 
= J'AOfR(s;12)ds, C,() = J k(/(9R, (6; 2)ds, 


+ co + co 
AT,G) = J k(s)f(s)AP,(s;4)ds, Ar, (4)= f #(s)f(s) AP, (s; 4)ds 


berechnet. 

Das Punktspektrum ist stets einfach, d. h. es ist ri, — r,r,. 
Denn es künnen nicht V#.w, und V#.w, für einen festen 1- Wert 
beide im Intervall —co0<s<+0c0 quadratisch integrierbar sein. 
Hingegen kann das Streckenspektrum, wie wir an Beispielen so- 
gleich sehen werden, sehr wohl zweifach sein. 

Konvergiert Ho etwa für s — —0©° gegen +00, so kann 
man eine für keinen 4-Wert identisch in s verschwindende Lüsung 
g(s; À) von (1) angeben, die nach 4 stetig differenzierbar und so 
beschaffen ist, daB Vk.g bei s — —co quadratisch integrierbar 
wird. Benutzen wir diese Lüsung q als das q, unsere bisherigen 
Schlüsse, so zeigt sich, daB identisch in 1 


Va = Ta = 0, TE 0; Ag, FA Ao: = 0, A» = 0 


wird, sodaf die Entwicklung einer willkürlichen Funktion genau 
dicselbe Gestalt annimmt, wie wenn —c von Grenzkreis-Be- 
schaffenheit ist. 


Konvergiert sowohl für $ — —00 als auch für s — +00 


4(5) 
k(s) 
gegen +, 80 tritt überhaupt nur ein Punktspektrum auf, das 
d4# 
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sich nirgends im Endlichen verdichtet. Vergl. die Sätze H, Abs. 
18—20, die sich sofort übertragen lassen. 


$ 2. 

An Beispielen zu den allgemeinen Resultaten des vorigen $ 
erwähne ich nur die allernaheliegendsten). Zunächst erhalten wir 
die Integraldarstellungen mittels Besselscher Funktionen, wenn wir, 
unter v eine nicht negative Konstante verstehend, 


PE = KG =5, 99 = À 


setzen und als Intervall 0 = 5 < +00 nehmen, dessen beide Enden 
singulär sind. Solange 0 v < 1 ist, ist das Ende 0 vom Grenz- 
kreistypus, das Ende + © dagegen vom Grenzpunkttypus. Sind 
a, b irgend zwei Konstante, so erhalten wir Darstellungen will- 
kürlicher Funktionen als linearer Kombinationen der Funktionen 


v 


ai ?J (VD +612, (5 Vi) 


[falls 0 < » < 1] 
(0 << 00) 


bezw. der Funktionen 


aJ (sV1)+bK (V2, [falls » = 0] 
(0 Æ 1 < 00) | 


J, J, sind dabei die Zeichen für die bekannten Besselschen Funk- 
tionen, À bedeutet die zweite Partikularlôsung der Differential- 
gleichung 2. Ordnung, welcher J genügt. Nehmen wir insbesundere 
a = 1, b — 0 und schreiben noch V4 — x, so bekommen wir die 
Integraldarstellung ?) 


(10) f(s) The CT COETEE FOI, (tx) dt}. 


Ist hingegen » =1, so ist auch das Ende O0 vom Grenzpunkttypus 
jedoch liegt der am Schluf von $ 1 erwähnte einfache Fall vor, 
v 


daf Le  f0 = lim (2) — +00 ist. Infolgedessen werden wir für 
8s=0 


1) Diese einfachen Beispiele, welche hier nur dazu dienen, die allgemeinc 
Theorie zu illustrieren, lassen sich wohl auch mittels der von Ilerrn Iilb a. a. O, 
benutzten Methode (wenn auch mühsamer und unter grüBeren Einschränkungen 
für die zu entwickelnde Funktion f(s)) durchführen. 

2) Die ,Basisfunktion“ @(4) ist nach H,, Abs. 21 zu bestimmen. 
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vZ=1 gleichfalls auf die Integraldarstellung (10) geführt; der 
einzige Unterschied gegen (10) ist der, daB die willkürliche Funk- 
tion f(s) jetzt keiner Randbedingung an der Stelle s — 0 unter- 
worfen ist. 

Als 2. Beispiel betrachten wir die ,,Gaufische Differentialglei- 
chung“, die wir in der Form schreiben 


ss) 8 + [pe + 1)) D + ay = 0 


oder 
an L(ra-gr )+a(gry = 0 


Eine ihrer Lüsungen ist, wenn F die hypergeometrische Reihe be- 
deutet, 


FE EVE ms) 


Denken wir uns & und y als fest gegeben, hingegen 4* als variablen 
Parameter, so haben wir eine Schar linearer Differentialgleichungen 
von der in $ 1 betrachteten Form vor uns: es ist jetzt speziell 


D) = #15)", g(s) = 0, k(9) = #7 (1-7. 


Als Intervall legen wir zunächst 0=s= 1 zu Grunde. 


Das Ende 0 ist | Das Ende 1 ist 


vom Grenzkreistypus, wenn [1—y|<1 n lpy— al <1 
vom Grenzpunkttypus, wenn| ([1—-y|=1 ly—a| = 1. 
Setzen wir 
HAL œ— 7 


ph Eux Hlacqte-re)alé dé, 


so schreibt sich (11) in der Form 
5) (2) 
12 Fe (s a) - 7, 2 
s 


(55) ds S à: 1 — 


u+ (a+ En = 0, 


aus der zu ersehen ist, daf wir die Allgemeinheit unserer Unter- 
suchung nicht cinschränken, wenn wir 


y—170, a—-y 70 
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voraussetzen, was wir in der Tat tun wollen. Ferner erkennen 
wir, da$ für beide Enden 0 und 1 der einfache Fall vom Schluf 
des $ 1 vorliegt; es tritt demnach nur ein Punktspektrum ohne 
Verdichtung im Endlichen und kein Streckenspektrum auf. Die 
hervorgehenden Reiïhenentwicklungen sind (unter gewissen Ein- 
schränkungen) von Jacobi'), Darboux?), Appell®), Blumen- 
thal“) und neuerdings mittels Integralgleichungen auch von Frau 
W.Mpyller-Lebedeff5) und Herrn Krylofff) behandelt worden. 

Fassen wir aber jetzt das Intervall —c0 ...0 ins Auge, so 
werden wir statt (11) schreiben 


. (sa grd) +(2+ _ CA sy = 0 
1 = - Æ |. 


Das Ende O0 ist gemäf der obigen Tabelle entweder vom Grenz- 
kreis- oder vom Grenzpunkt-Typus, im letzten Fall jedoch von 
der wiederholt erwähnten einfachen Beschaffenheit. Um den 
Charakter des Endes — © zu erkennen, führen wir die Transfor- 
mation 


u = (—Ss) 


G 


| 
I 
Fm 
= 
Z 


aus und erhalten 


te LE AN 
2 {a-ma) [Cr da eapr = 0 
(0 = 6 < + 00). 


Die Untersuchungen in H., Abs. 20,21 zeigen daher, da — © 
vom Grenzpunkttypus ist und ein das Intervall 0Z4 < +00 
vüllig bedeckendes Streckenspektrum auftritt. Denken wir uns F 
so fortgesetzt, daB es in der ganzen, längs des Stückes 15 +00 


1) Crelles Journal Bd. 56 (1859); Werke Bd. G. 

2) Journal de Liouville, sér. II, t. 4. 

3) Comptes Rendus 1879. 

4) Inauguraldissertation, Gôttingen 1898. 

5) Comptes Rendus, Oktober 1909; Mathematische Annalen, Bd. 69. 

6) Comptes Rendus, 6. Febr. 1910; die von Herrn Kryloff dort benutste 
Methode ist genau dieselbe, welche ich in den Math. Ann. Bd. 66 (1908), S. 317— 
320 an dem Beispiel der Laguerre’schen Polynome entwickelt habe. 
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der reellen Axe aufgeschnittenen komplexen s-Ebene regulär ist, 
so mn für 10 und grofe positiv-reelle Werte von —s eine 
asymptotische Darstellung à 


és Série à 
C9? QG) ? FR S-iVa ris) 
rm, (4) cos (e V4) + m, (2) sin (e V1) 
gelten (i bedeutet hier V—1). Für die an 


p(s; À) — F(S+iVi, Sn —iVA ri s) 
adaptierten Eigendifferentiale dP — œ(s; À) do erhält man die 
Gleichung !) 
AC 
a [mi (4) + m3 (1)] 
m, (4), m,(4) lassen sich bestimmen, indem man die lineare Be- 


ziehung zwischen F und den beiden zu dem Verzweigungspunkte 
s — ©° gehôürigen Fundamentallôsungen der Gaufschen Differen- 


de = 


tialgleichung aufsucht; man findet, wenn V1 — x gesetzt wird, 
T'(HT Qi) :. 

a 4: CH 

r(S+ix)r ( 5 +ix) 


T'ist hier das Zeichen für die Gammafunktion. Wir bekommen 
folgende Integraldarstellung einer willkürlichen Funktion f(s): Wird 


mi+m; = 4 


TEE +ix) (7 à +) 
T(y) T'(2 ix) 


(4Z=0, —-oo<s<0) 


ps; x) = 


F(S- + ix Si, y; s) 


gesctet, dann ist 


(oo) 0 
G3) 16 = 4 foto [roc ap va 
0 — 


(— 20 <s< 0). 
Schreiben wir 


1) H, 8. 266. 
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p(s) = YA, (8) = (1 (1), 
so sind die Bedingungen, denen f zu genügen hat, die da$ 


fon (0%) 


für s< 0 stetig sein und die Integrale 


0 0 
J'rra, Jet 4 Pl as, Jin 


konvergieren müssen. Im Falle |y—1|<1 tritt noch die Rand- 
bedingung 


2 DEEE To 


era) 


hinzu. Die Gleichung (13) ist, wie jedoch bemerkt werden mu, 
in der hingeschriebenen Form nur exakt, wenn (auBer a=y2=1 
noch) 

œ 

——— 

Z = 1 
ist. Sonst tritt neben dem Strecken- ein aus endlichvielen Werten À 
bestehendes Punktspektrum auf, das man erhält, wenn man in 


pi 


n diejenigen positiven ganzen Zahlen 1, 2, 3,... durchlaufen läft, 
für welche der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck = 0 
ist ?). 

Die betrachteten Reihenentwicklungen und Integraldarstel- 
lungen sind nicht die einzigen, die aus der hypergeometrischen 
Reïhe entspringen. Wir kônnen, wie aus (12) hervorgeht, die zu 
den singulären Stellen 0,1 gehôrigen Exponentendifferenzen 1 — y, 
y —a auch als rein imaginär voraussetzen (das Ende 0, bezw. 1 
wird dann jedesmal vom Grenzkreistypus). Wir kônnen aber auch 


1) F. Klein, Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reiïhe, Mathe- 
matische Annalen Bd. 37, S. 573; L. Gegenbauer, Berichte der Akademie zu 
Wien 1891 u. Monatshefte für Mathematik Bd. 2; Van Vleck, Transactions of 
the American Mathematical Society vol. 3 (1902); A. Hurwitz, Mathematischo 
Aunalen Bd. 38 u. Mathematische Annalen, Bd. 64. 
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die beiden im Endlichen liegenden singulären Stellen 0,1 durch 
zwei konjugiert imaginäre, etwa +1, —i ersetzen und für diese 
Exponentendifferenzen vorschreiben; deren Quadrate konjugiert 
imaginär sind; als Intervall ist dann die ganze reelle Axe —00...+00 
zu nehmen. Naheliegende Verallgemeinerungen auf beliebige Dif- 
ferentialgleichungen der Fuchs’schen Klasse mügen gleichfalls über- 
gangen werden. 

Vielmehr wollen wir jetzt (3. Beispied) von solchen linearen 
Scharen (1) [Intervall: — co... +] sprechen, in denen die Funk- 
tionen p, q, k(p 0, k = 0) die Bedingungen erfüllen: 


lim (o(s)—1) = lim (&(9)—1) = lim g(9 = 0, 


+ wo —+ wo + © 
J 1s(œ(5—1)14s, J Is&(S—1)1ds, E [sg(s)|ds endlich. 


Beide Enden — ©, +co sind vom Grenzpunkttypus; das Strecken- 
spektrum dehnt sich von À — 0 bis + aus, das Punktspektrum 
besteht (falls es überhaupt vorhanden ist) aus endlichvielen Werten 
1-0. Sind die Funktionen ,(s; À), w,(s; À) irgendwie nach der 
Vorschrift von $ 1 gewählt, so gelten für 40 asymptotische 
Darstellungen 


mt! (4) cos (s VA)+m}*" sin (s VA) [für groBe positive s] 
ms (4) cos (s VA) +m;" sin (s V1) [für absol.-groBe negat. s] 
(tas 1 9) 


Um das Basissystem 0,,, 0, = 0,,, 6, Zu berechnen, benutzen wir 
die Funktionen 


pi(s; À) 


1 1 
Z, + APLOPNE 7 = Jo (s; u)à Ve 


und die für die adaptierten Eigendifferentiale dP,, dP, in jedem 
Intervall À der Spektrumsvariablen 1 = 0 gültigen Gleichungen 


+ pire 
J AZ, 4P,ds — AV1, [ kAZ,AP,ds — 0, 
— 


— @ 

+ SA - 
J £AZ,AP, ds = 0, J KAZ, AP, ds — AV. 
— D) — (D 


Indem wir dann genau analog verfahren wie in H., Abs. 21, er- 
halten wir unter Berücksichtigung der Gleichung 
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_!"t 


mi mi — mé mŸ —= mm; —m; m 


das folgende Resultat : 
Aus dem Schema 


_!"t 


1 


I! 


mi mi MI M, 

ma Si ms ms 
bilden wir die Quadratsumme M, der vier in der ersten Zeile 
stehenden », die Quadratsaumme M, der zweiten Reihe und die 
zugehôrige polare Büldung M,, = M,, (= mŸ mŸ +... +m;" ms"). 
Da 

M, M,-M,=>0 
ist, läBt sich die inverse Matrix 


a 1 _ De Ars 
L,, L, " M, M, 


herstellen, und nachdem dies geschehen, wird 


du = “#4 (ik — 1 oder 2). 
Transformiert man die positive quadratische Form 
L,, x “£ 21, CA a + L,, a 


auf eine Quadratsumme, so erkennt man, daf sich die p,, y, ins- 
besondere so wählen lassen, daf 


&D-6 9 
Le 1 ) 4 
wird. Dies ist aber nicht bloB auf eine Weise môglich, sondern 


wenn p,, y, irgendwie dieser normierenden Bedingung gemäf ge- 
wählt sind, genügt auch jedes System 


pi — p, sin «+, COS &, qX —= —p, COS a +, sin « 


derselben Bedingung; dabei ist unter « irgend cine stetig differen- 
zierbare Funktion von 40 zu verstehen. 
Das Fouriersche Integraltheorem ist das einfachste Beispiel 
der eben behandelten Klasse von Integraldarstellungen. 
Endlich fassen wir noch das folgende (vierte) Beispiel ins 
Auge: 
d'u 


ds” 
In H,, Abs. 22 ist diese Gleichungsschar für das Intervall 0 = s < + co 


Kgl. Ges. d. Wise. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 6. 31 


L(u) + Aku = + su + Au = 0. 
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behandelt!); jetzt werde das Intervall — ©... +00 zu Grunde ge- 
legt, dessen beide Enden vom pain tr sind. Für s ——oo 
liegt der einfache durch 


q(s) eo ) = + 
lim — lim (—s + 00 
S= —o k(s (s ) =— iL ) 

charakterisierte Fall vor; L(u) — O0 muB demnach eine bei s = — co 


quadratisch integrierbare Lôsung w(s) besitzen. Benutzen wir die 
Partikularlôsungen 


Us L'ANE l'E L = 1) s* 
u(s) = Vs J_, (5) pi ok 2h 2.3.5.6....8k—1.38k ? 
) + Vs J. (3 5°) LE < PR EE 
u(s) = HUEV TE DIS À 3.4.6.7....3k.8k+1 ? 


so finden wir aus den Reiïhenentwicklungen leicht 


lim AS == = À, 


12e 43 (6) 


Man kann also setzen 
w(s) = 4 VS TL 3 (85%) + 7, (25%)] ; 


w(s) ist eine ganze transzendente Funktion. Æs ergibt sich für 
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(s), für welche 
+ o + © 0 2 


_J sf'ds; JL) a 


konvergieren, die folyende bemcrkenswerte Integraldarstellung : 


+ + 
fer J'o(s+2 J f(é) w(É+ À) dt dà 


(— 2 < s < + co), 


Infolye der Symmetrie ihrer Grundfunktion w(s+2) mit Bezug auf s 


1) Ein klcines Verschen in der dort ausgeführten Zwischenrechnung bedarf 
der Richtigstellung : in den Kormeln für w((s) [S. 257, Z. 18 u. 22] ist der Faktor 


VE durch VE und infolgedessen S. 268, Z. 16 der Faktor 
Vs IrG@r(@}" dure 8 [TH T()} 
zu crsetzen; das Endresultat bleibt unverändert. 
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und À läfit sich diese Darstellung aber auch direkt, genau nach 
Art des Fourierschen Integraltheorems beweisen; dabei genügen 
betreffs der zu entwickelnden Funktion f(s) die Voraussetzungen, 
daff f(s) im Endlichen von beschränkter Schwankung und 
Pat À LL 
= (6) 
Vs] 


1 ; 
f(s) aber bei s — +00 absolut integrierbar ist. 


Ÿs 


bei s — —0o, 


$ 8. 
Wir untersuchen jetzt den ,polaren“ Fall!) 
d { du 
14 77 Fe sé Ve Dites 
(14) L(u)+ Aku = 7 le T) qu + 1ku = 0, 


wobei wir der Einfachheïit halber nur das eine Ende des Intervalls 
als singulär voraussetzen wollen; d. h. wir nehmen an, daf p(s) 
für s = 0 stetig und positiv ist, die stetige Funktion k(s) aber im 
Gebiet s Z 0 nicht überall einerlei Vorzeichen besitzt?). Von g(s) 


müssen wir jetzt verlangen, daf LE oberhalb einer festen po- 
sitiven Schranke, die — 1 genommen werden darf, liegt. Für die 
Aufstellung der Greenschen Funktion kommt dann nicht die in 
H.,, Kap. I dargestellte, das Imaginäre benutzende Methode in 
Betracht, sondern der in den Gôttinger Nachrichten 1909, S. 38 — 
43 dargestellte Ansatz. Als Randbedingung an der Stelle s — 0 


werde (u),_, — 0 gewählt, und es bezeichne «(s) die durch 
dœ 
«Q0) = 0, POS) = 1 


bestimmte (monoton wachsende) Lôüsung von 
(15) L(u) = 0. 
Ferner existiert eine für alle s positive, monoton abnehmende Lü- 


sung B(s) dieser Gleichung, die an der Stelle s — 0 den Wert 1 
hat und so beschaffen ist, daB B(s)—sa(s) stets eine Nullstelle im 


1) Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 4. Mitteilung, diese Nachrichten 1906, S. 462—474; Marty, Comptes 
Rendus, 28. Februar u. 7. März 1910; Fubini, Annali di Matematica, Ser. IIT, 
T. XVII (1910), p. 111. 

2) Wir wollen uns vorstellen, daB sich die Nullstellen von Æ(s) im End- 
lichen nirgends verdichten. 


31 * 
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Gebiet s > 0 hat, wie auch die positive Konstante & gewählt sein 
mag’). Da p(5 À eine negative, wachsende Funktion von s ist, 
konvergiert sie für s — +00 gegen eine bestimmte Grenze; diese 
muf 0 sein, falls lim «(s) — +00 wird, wie aus der Identität 


s—=+o 
p(s) BO- Ni = 
(16) | + dE 
DB |+ Ce 74 


hervorgeht. Ist hingegen Pa a(s) endlich, so ist notwendig 
ue _BG) — 0, da sonst 10 Me (s) für hinreichend kleine posi- 


rs es im Bereich s = 0 konstantes Vorzeichen besäfe. Mithin ist 
stets 


lim p(5)8(9 = 0 
Es gelten die Beziehungen 
$ ‘tr /du\° da 
[IH ads £f (Se) + ga a] ds = pa —— ds” 
(7) 
Jiripras <f{p (SE) +aplas = -16 À, 


und da nach (16) 


ist, die Ungleichung ?) 


S [ee] 
Jikle ds .[ 1418 ds 1. 
0 s 


Die Greensche Funktion setzen wir in der Form an 
t ES" 

LODES Rae 

a(é)B(S) (SZ). 


1) Güttinger Nachrichten 1909, S. 39 (Satz 1). 

2) Diese Ungleichung ist schärfer als die Güttinger Nachrichten, S. 44 auf 
anderem Wege crhaltence, in der rechts 1 statt 4 auftritt. In der jetzigen Form 
ist sie vôllig analog zu der für komplexe 1 in H., S. 228 bewiescnen. 
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(ee) [se] 
Ist nicht nur fl [k|8° ds, sondern auch if 1k]«° ds konvergent (,,Grenz- 
0 : 0 


kreiïsfall“), so künnte hier B(s) auch durch gewisse andere Liü- 
sungen von L(u) = 0 ersetzt werden; unser Ansatz bedeutet dann, 
daf wir im Unendlichen die Randbedingung 


: dB du\ 
Jim »( COR 86 +) 10 
zu Grunde legen. 


Æ (s, t) Fr G(s, ) VIX(s) 4 O1 


ist im Sinne der Theorie der singulären Integralgleichungen ein 
positiv-definiter, beschränkter Kern; es ist nämlich für alle Funk- 


[se] 
tionen x (s), für die 1F ac ds = 1 ist, 
0 


0= K(x) =f ET t)x(s)x(t)dsdt <1. 


Nunmehr läft sich die Theorie ganz analog wie bei positivem 
k entwickeln, wenn man nur überall statt 


[ee] 
Ju ds (für k=—0) 
0 


jetzt die positiv definite Bildung 
Gk(u) = Gk(u, u) 


1G(u,v) = ff EE (s)k (6) u(s) v (é)ds dt} 
0 0 


den Betrachtungen zu Grunde legt und dementsprechend statt der 
Schwarzschen Ungleichung 


CN EE EE 
(f Fuo ds) < f'hu as f tvtds (für > 0) 
0 0 0 


jetzt die Ungleichung 
(Gk(u, v)) = Gk(u). Gk(v) 


heranzieht'). Auferdem müssen wir noch die folgende Abschätzung 
benutzen : 
1) Vergl. Marty, Comptes Rendus, t. 150 (1910), S. 516. 
so 
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[ee] 

(18) JA eds < Gk(u). 
0 


3 co 
Hierin bedeutet « eine stetige Funktion, für welche f lKlu* ds 
0 


konvergiert, und es ist 


v(s) = fac t) k(t)u(t) dt 


gesetzt. 
(18) läft sich als unmittelbare Folge der Gleichung 


° dv \’ 
fe (S) + av] ds — Gk(u) 
auffassen, die ihrerseits den Nachweis der l'imesgleichung 
: dv 
(19) Jim p()v (9) = 0 


erfordert. Es gelten wegen (16), (17) die Abschätzungen 


J 1 (#)1(G (8, dt Æ «(s) B(s), 


fruit ee D) dt = p(s) © al 


also 
(a 2) 


feocs9 80) |[k(0) k(r) | dt dr < 4. 
td 


6 


Nun ist 
œo 
p(s)v(s) 2 = [fo G(s, t) ae -k(#)k(r)u (é)u(r) dt dr, 
0 0 
und es folgt zunächst mittels der Schwarzschen Ungleichung 


(ee) 
|» (9) 0 (9) ge | <} fi u* ds. 
ds F 
Bedenkt man aber noch, daf 


rs (6,0 2281) 
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ALES D une A . s 
für pie gleichmäfig mit 2 gegen 0 konvergiert, so ergibt 


sich die Richtigkeit der Gleichung (19). 


Uebrigens ist (18) nur ein anderer Ausdruck für die Bezie- 
hung 


KK (x) = K (>), 
in der XX den iterierten Kern bedeutet. Diese Beziehung ist 
allgemein gültig für jeden Kern X, dessen zugehôrige Integral- 
œo 
form Æéx) für il x* ds = 1 in den Grenzen 0 und 1 liegt. 
0 


Es ist wiederum vor allem nôtig, über die ,zulässigen Lô- 
sungen‘“ =(s; À) von 


d.h. diejenigen Lüsungen, welche den Bedingungen 


co 
ARC 0 (io = 10) / [*|=*ds endlich und stetig 


s8—= 


genügen, einen Ueberblick zu gewinnen. Wenn œ(s; À) etwa die 
durch 


(0) 
Pa=o — 0, LOS). ue 


bestimmte Lôsung von 
L(u) + 1ku = 0 


bedeutet, drückt sich ein solches = in der Form aus: 


1 
= (41) = a u) dE (u). 
Setzen wir 
GE(A=) — Av, 


wo & eine stetige wachsende Funktion von 4 ist, so hat der Quo- 
.… (A) 
tient AA 
stimmte präzise obere Grenze, die sich als der Zuwachs Ac einer 
stetigen monotonen Funktion 6 herausstellt. Damit = eine zu- 


(de) 


18 x : 
lässige Lôsung ist, muB demnach jedenfalls È Fr integrierbar sein, 


, gebildet für alle zulässigen Lüsungen =, eine be- 


wie aus 
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(AË) = Ao Ào, 
(21) Je COR V 
hervorgeht. 
Wir führen 
1 
2(:2) — [y(s; u)do(u) 

0 

ein und haben nun noch zu zeigen, daB für = — Z und auch für 


PTE en falle Es 


(ee) 
integrierbar ist, das Integral CR |k|(A=) ds konvergiert. Zu diesem 
0 


Zwecke teilen wir À, das wir uns etwa ganz im Gebiet 10 ge- 
legen denken, in die Teilintervalle À, = (1,,4,,,), die sämtlich 
eine Länge < & besitzen .môgen, und bilden 


RSA NR 
AH, = D (nm qe AE*) 


Dabei sind die 


1 
=? r. p(s; u) dE" (u) 


zulässige Lôsungen, für welche die Ungleichungen 
VAN FA 2 A, Ee 3 
cz GER = AE = Es) A6 
statthaben. Wir bilden 


y à NUE One Dit 
GK(AH,) — 2 Gk(A,H;) — D À, (A,œ) (A, 6) 6) À, & 


QE) 2 ff, (ŒY 
= A,6 ne N° qu 


und finden nach (18), wenn die Bezeichnung 


AZ, - f GG,DKO AH, Ddt = E Ë 8 mé a, J a, 


Ah 
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f = y : (8) 
firres) &s [à Gr 


Da aber gleichmäfig in jedem endlichen Intervall der Variablen s 


lim AZ, — AZ 
£=0 


eingeführt wird, 


gilt, mu$ in der Tat 


frise < [x 
dé 
0 A 
sein. Nebenbei erhalten wir also noch für jede zulässige Lôsung 
= die Ungleichung 
a 
J E|(AZ) ds < 41. GK (AZ); 
0 


re bedeutet das Maximum von 1° in A. 


Nachdem so die quadratische Integrierbarkeit von VI#|.A= 
sichergestellt ist, schlieBen wir leicht 


+, ee (Hd) 
Ao = Gk(AZ) — re 


insbesondere also 
GK(AZ) = Ac. 
Dies geschieht am einfachsten so: Man setze 
AjË" Aj£E 


pet 0 EE (A) 
A=; U* 2 A, À,6 = £ 
dann ist 
Sr ed: Jimi) 1 (A,ËE) — l (d£) 
FACE Po 2 (A,w°") (A, 6) ne à =p2 A,6 x dde 
also 
(22) IGR(AZ, AT) = GR(AE) GK (=) = A. “ 
A 
und 
f ñ + 2 3 4 (dé) 
(23) firitzt As A, HAE) EAN FPE 
0 A 


Da A=; gleichmäfig in jedem endlichen Intervall von s gegen Az 
30# 
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ao 

konvergiert und /|%|(AZ*)’ds nach (23) für alle « unterhalb einer 
0 

festen Grenze bleibt, schlieBen wir aus (22) 


lim GR(AZ, AZi) = GK(AE) — Aw, 
(d£)° (dË)° 
(f do =) oh 
A A 


KA) < f ir |(AZ} ds 


Aus 


ergibt sich 
A6 f" d6, 
À 


d. h. im Intervall —-1=<1<= +1 ist 6(4) konstant: das (,,polare“) 
Streckenspektrum läft ebenso wie das Punktspektrum das Inter- 
vall —1..:+1 ganz frei. Hingegen erstreckt sich das Spektrum 
sowohl nach links wie nach rechts hin ins Unendliche. 
Biïlden wir die adaptierten Eigendifferentiale dP gemäB der 
Gleichung 
dZ 
der de 
so lautet der Entwicklungssatz (im Grenzpunktfalle) : 
Die Funktion f(s) môge so beschaffen sein, daff für alle s 0, 
für die k(s) + 0, 


f, LG, L(GL) 


stetig sind, wälrend an den Nullstellen von k(s) und im Unendlichen 
die Integrale 


il ki f'ds, fa (L (D) &s, j 120) 


konvergieren sollen ; ferner werde 
Rae ou: 
limf = 0, im--Z(f) = 0 
8=0 8=0 k 
vorausgesctzt: dann gilt eine gleichinälig und absolut konvergente Ent- 
wickluny 
3SU%» 
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+ © 


oO = S #6:90@+ #6; H4r@, 


deren Koeffizienten sich aus den adaptierten Eïgenfunktionen und 
Eïgendifferentialen R, dP nach den Formeln 


(ee) (ee) 
C() = J'HRds, AT = | kfAPds 
0 0 
berechnen. 


Güttingen, den 1. Juli 1910. 


Ueber die Integration eines bestimmten Integrals 
in Bezug auf einen Parameter. 


Von 


Leon Lichtenstein in Charlottenburg. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 23. Juli 1910, 


In den folgenden Zeilen sollen einige Sätze über die zwei- 
malige Integration von Funktionen zweïer reeller Veränderlichen 
abgeleitet werden. 

IL Es sei f(x,y) eine im Gebiete 
LL EL<X 
1 ME 22 
4 Yi ZYZ£Y: 
erklärte beschränkte Funktion von x und y. 

Die Funktion f(x, y) môge für alle y in Bezug auf x 
im Riemann’schen und für alle x in Bezug auf y im 
Lebesgue’schen Sinne integrierbar (sommable) sein. 


Lo 
Alsdann ist das Integral Îf(&,y) dx im Lebesgue- 
Ti 


Y2 
schen Sinne, das Integral JL f (y) dy") im Riemann- 
V1 


schen Sinne integrierbar. Ferner ist 


Li 


2 TL La V2 
(2) A dy J f(&y) de = J'dx J LT @ y) dy. ?). 


1) Zur Unterscheidung fügen wir, wenn es sich um die Lebesgue’schen 
Integrale handelt, dem Integralzcichen den Buchstaben L bei. 


Y2 
2) Da das Integral [, f(,4) dy im Ricmann’schen Sinne integricrbar ist, 
Yi 


Leon Lichtenstein, Ueber die Integration eines best. Integrals etc. 469 


Der Beweis wird sehr einfach, wenn man sich der folgenden 
Sätze von Herrn Lebesgue bedient. 

Ist eine (beschränkte) Funktion (x) im Riemann’schen Sinne 
integrierbar, so ist 


(3) JL dx = J'p(o dx. 


Konvergiert eine Reïhe im Lebesgue’schen Sinne integrierbarer 
Funktionen y,(x) in allen Punkten eines Intervalls gegen eine 
Funktion (x) und ist für alle » 


() 19 @)| < HW, 


worin M eine Konstante bedeutet, so ist die Funktion (x) im 
Lebesgue’schen Sinne integrierbar und es ist 


(6) Jp de = lim [qu (e) de.) 


Von diesen Sätzen machen wir in folgender Weise Gebrauch. 
Es ist 


MACON TN RL CO 
A ° 


re US Oise 


worin Ë,,Ë,,...,Ë, beliebige in den Intervallen 
Gt +0), (the +2), …, (m+(n—1)h,z) 


liegende Werte bedeuten. Der eingeklammerte Ausdruck stellt 
eine für alle » im Riemann’schen und a fortiori im Lebesgue’schen 
Sinne integrierbare Funktion von y dar. Da überdies 


(7) f(E,y)h+..-+f(Eyh|<]x, — x,|.obere Grenze von |f(x,y)| 


Lo 
ist, so ist die Funktion 1h f(&, y) dæ im Lebesgue’schen Sinne inte- 
Ti 


grierbar. Ferner ist 


ist von Herrn H. W. Joung in der vor kurzem erschienenen inhaltreichen Ab- 
handlung, On parametric integration, Monatshefte für Mathematik und Physik, 
1910, S. 125—149, gezeigt worden. Das Verfahren von Herrn Joung ist von dem 
in dieser Arbeit benutzten verschieden. 

1) Vgl. H. Lebesgue, Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions 
primitives, S. 114. 
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Ya La 2 
JE dy J f(x,y) dx = lim [r Îre, y) dy 
(8) Y1 % h = a =0 1 


+ DPICULES fr (En y) dy] = 3 de Jet (æ, y) dy. 


Hiermit ist unser Satz bereits bewiesen. 
Als Korollar ergibt sich der folgende Satz II. 


Es sei f(x,y) eine im Gebiete (1) erklärte beschränkte 
Funktion von x und y. 

Die Funktion f(x,y) müge für alle y in Bezug auf x 
und für alle x in Bezug auf y im Riemann’schen Sinne 
integrierbar sein. Alsdann ist 

HA 


1: [ ftyas eine im Riemann'’schen Sinne inte- 
Re be Funktion von y, 

2. 2) eine im Riemann'’schen Sinne inte- 
rl ee Funktion von x. 


Es ist ferner 


Lo V2 Ya L2 
(@) 8. J 4x J F9) ày = ‘ dy J f (y) dx. 


Ti Yi 


Dem Satze I zufolge sind, in der Tat, die beiden Integrale 


L2 Ts Y2 2 
of y dx = J f(&,y) dx und Sirwa= f f(&, 9) dy 


Li 


im Riemann’schen Sinne integrierbar. Ferner ist 


Ye La ÿ2 Le 
J dy J fnax = Jay J f(x, y) dx 
(10) Y1 Li Yi Li 


T3 Ye La Ya 
= J à [rend = J à J FN. 
CAT Yi Li Yi 


Die bisherigen Ergebnisse lassen sich zum Teil auf uneigentliche 
Integrale übertragen. 

Es sei y(x) eine in dem Intervalle x, x = x, erklärte nicht 
beschränkte Funktion. Es môügen 


NN N ce td OM ES NE OR 
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zwei Reïhen unbegrenzt wachsender positiver Zahlen bedeuten. 
Wir führen eine unendliche Reiïhe von Funktionen y,(x) durch 
folgende Festsetzungen ein. Es ist #,(x) — (x) in allen Punkten, 
in denen — M, = p(x) = N,; ferner ist #, (x) = N,, wenn y(x) > N4 
v,(x) = —M,, wenn (x) <— M, Nunmehr definieren wir mit 
La 
Herrn de la Vallée Poussin das uneigentliche Integral 1; y (x) dx 
Ti 
durch die Gleichung 


(1) [Po (dx = im fur 


Hierbei wird vorausgesetzt, daf die Funktionen #,(x) im Riemann- 
schen Sinne integrierbar sind und daf der Grenzwert (11) existiert 
und von der besonderen Wahl der GrôBen N, und M, unabhängig 
ist. Dieses uneigentliche Integral wird im folgenden durch den 
unten angehängten Buchstaben V gekennzeichnet. 


IIT. Es sei f(x, y) eine im Gebiete (1) erklärte nicht 
beschränkte Funktion, die folgende Eigenschaftenhat: 


1. Die beiden uneigentlichen Integrale 


Lo Ya 
(12) Jyfayd und (13) al ÿ ((&, y) dy 


sind vorhanden. 
2. Die stets vorhandenen Integrale 


La Y2 
Jyf(@,y)ldx und Jr \fC, y)| dy 


stellen beschränkte Funktionen von y und x dar. 


Alsdann sind die beiden Integrale (12) und (13) im 
Lebesgue’schen Sinne integrierbar. Ferner ist 


La V2 2 Lo 
(14) Jde D 1, y) dy = me dy dl 7 Gr 9) dx. 
Es sei, wie oben, gesetzt: 
fe, y) = f(@,y), wenn —- M Tf(G&YyEN, 
A5)  f,(,y) = N,, sobald fa, y) >, f(x, y) = — M, 
wenn f(x, y) < — M. 
Dem Satze II zufolge sind die beiden Integrale 
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J'hGD a à fé fie, 9 dy 


im Riemann’schen und a fortiori im Lebesgue’schen Sinne inte- 
grierbar. Es ist ferner 


(16) Jia f.(@, y) dx = fra ft y) dy. 
Es sei , 
(17) Jr tf@plde<P, PICOL ES 


worin P eine Konstante bedeutet. Offenbar ist alsdann für alle k 


(18) <P, <P. 


Lo Ye 
“à f(x, y) dx s fa (&, y) dy 


Dem bereïts einmal benutzten Lebesgue’schen Satze zufolge ist 
also das Integral 


(19) Jrar| lim Ja) | = fra Jyre0 da 


Yi 


2 L2 
vorhanden und gleich lim je Je f,(&, y) dx. 
See 4 
Desgleichen ist 


La Ya L2 Ya 
GO) Jde Sir dy =tim Je J fe) dy 
FF 1 Yi 


Li Yi 


Hieraus und aus der Beziehung (16) folgt endlich 


La Y2 Y2 Ts 
(21) Ji J 7 l (&) dy lu dy J'y f(a,9 da. 


Damit sind alle unsere Behauptungen bewiesen. 
Durch eine geringfügige Abänderung des zuletzt angewandten 
Beweisverfahrens erhält man schlieflich den folgenden Satz IV. 


Die nicht beschränkte Funktion f(x,y) môge für 
La 
alle y das uneigentliche Integral (22) J,fG,9) dx und 
Li 
für alle x das im Sinne von Herrn Lebesgue genommene 


Ye 
Integral (23) J,f y) dy besitzen. 
Yi 
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Sind frire oies und RER beschränkte 


Yi 
Ponktionen von y und #, so sind die Funktionen (22) 
und (23) im Lebesgue’schen Sinne integrierbar. Es ist 
ferner 


2 Lo T2 Ye 
(24) fa Jyf y dx = Jde J,f( 9) dy. 
Y1 Ti Li Yi 
Beachten wir, daf 


Jr fe, 9 de LS Jr (vd 


ist, so kônnen wir für (24) auch die symmetrische Formel 


L2 VE) 2 La 
(25) fax JF, y) dy ue JL (y) dx 
TL Ya Yi T1 


setzen. 
Nun noch ein Satz über die Integrale mit unendlichen Grenzen. 


V. Es sei f(x, y) eine im Gebiete 

Li ZT; 

h<YZ=Y 
erklärte nicht notwendig beschränkte Funktion, 
die folgende Eigenschaften hat: 


Es gibt eine Zahl M, so da füry =y<y, und für 
alle X=>2x, 


(26) 


X 
(27) JF nd < M, 
für allez = x, 
(28) JV y)| dy < M. 


Alsdann sind die beiden Integrale 


Ce) Ye KE Go 
ol y 1 (y) dy und Ve bi 1 (&, y) dx 


vorhanden. Fernerist 


ao Ye Ye co 
(29) fax J'yf (y dy = dr dy Jr f (9) dx. 
Li Yi 1 T1 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1910. Hoft 5, 32 
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Dem Satze III gemäB sind für alle X > x, die beiden Integrale 
2 X dy; © 2: 
Jia Jyr y)dx und Site Jytas dy 
vorhanden. Ferner ist 
Ya X X Ye 
(80) Jrd Jyfe nd = Ji Jo ft à 
Y1 1 1 Y1 
Nach der Voraussetzung ist für alle X 


(31) < M. 


X 
Jr y) dx 


Dem wiederholt benutzten Lebesgue’schen Satze zufolge ist daher 
die Funktion 


X co 
En fre né = J,f@s 8 


im Lebesgue’schen Sinne integrierbar. Ferner ist 
Ya X Ya x 
Jin Jr Jrfe DRE Jz dy Xn Jyf, y) dx 
A de X 
== Jr Jyre y)dx — Jim PU f(&, y) dy 
Ya 
CCE Ja fre y) dy. 


Man überzeugt sich leicht, daB das Integral # dx Fe f(æ, y) dy 
unbedingt konvergiert. É à 
Der Satz I läft sich auf die Integrale von Stieltjes ausdehnen. 
VI Es sei «(x) eine für x Zx=<x, erklärte Funk- 


tion von beschränkter Schwankung. Die Funktion 
f(x, y) môüge folgende Eigenschaften haben: 


1. Sie ist in dem Gebiete 
tTI<a,, 
YEISEN 


beschränkt und in Bezug auf y im Lebesgue’schen 
Sinne integrierbar. 
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2. Das Integral von Stieltjes 
Lo 
(83) JF De (e) 
Li 


ist für alle y in dem Intervalle y =y<y, vor- 
handen'. 


Alsdann sind die beiden Integrale 


2 Le La Y2 
(84) Jzav J'IGDd(e) wa (6) J'aete) fLre may 


vorhanden und einander gleich. 
Der Beweis ist dem Beweise des Satzes I ganz analog. Es ist 


T2 
J'fpd@= ln  ffénle(+m-«(x)] 
(86) : Tr he 
+ (En y)fa Ce + 2h) — ae, +2)}+..+f (6 pla(z)—e (a —0)}| 
worin Ë,Ë,, ..., &, beliebige entsprechend in den Intervallen 
(t,, 2, +), (x, +h, x, +2), .….., (x, —h, x.) 
gelegene Werte bedeuten. Der eingeklammerte Ausdruck stellt 


eine im Lebesgue’schen Sinne integrierbare Funktion dar. Da 
überdies 


(37) If ( {a (x +h)—a(x,)}+ Fe pH y)ia(x,)— «(x —kh)}] 
< DACICEROETCE SES IE obere Grenze von |f(x, y)| < Q, 


worin Q eine Konstante bedeutet, so ist, wie behauptet, 


Y2 La 5 2 
3 fa ffmpa@ = lim | Ju dy = a +. 
Yi Li y ET ES 1 


Ya La a 
ia dite y) dy . {a (x,) — = n)|| = of date) Pre y) dy. 
Y1 Ti 1 


1) Dieses tritt z. B. ein, wenn die Funktion f(x, y) in Bezug auf x stetig 
ist, oder wenn f(x, y) in Bezug auf x im Riemann’schen Sinne integrierbar ist, 
während die Funktion « (x) der Bedingung genügt 

la (a)—@(x)| <klz—x|, 


worin k eine beliebige Konstante bedeutet. 
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Ueber die 
Fehlerquellen der Kaufmann-Simon’schen Methode 
zur Bestimmung der spezifischen Ladung des 
Elektrons. 


Von 
K. Lerp. 
(Vorläufige Mitteilung). 


Vorgelegt von E. Riecke in der Sitzung vom 23. Juli 1910. 


Die neuesten Bestimmungen des Verhältnisses — der Ladung 


zur Masse des Elektrons, haben Werte ergeben, welche beträcht- 
lich tiefer liegen als die bekannte Kaufmann-Simon’sche Zahl 
(1,88 107). Zur Erklärung dieser auffallenden Differenz sind eine 
ganze Reïhe von Vermutungen ausgesprochen worden über die 
môglichen Fehlerquellen der Kaufmann-Simon’schen Methode, aber 
ohne daB bisher irgend etwas erwiesen worden wäre. Zweck der 
vorliegenden Untersuchung ist es, jene Frage der Fehlerquellen 
einer genaueren Prüfung zu unterziehen. 


I Wiederholung der Simonschen Arbeit. 


Da die Arbeit von Sally Simon!) die grundlegende ist, so sind 
an seiner speziellen Anordnung die môglichen Fehler untersucht 
worden. Um zunächst einen Ueberblick zu gewinnen über die 
Fehlerquellen dieser besondern Versuchsanordnung und der prak- 
tischen Ausführung, blieb nichts anderes übrig, als die gesamte 
Simon’sche Arbeit zu wiederholen. Die relative Feldmessung er- 


1) S. Simon, Wied. Ann. 69, p. 589, 1899. 
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folgte dabei nach einem verbesserten Prinzip in der Weïse, daB 
das Magnetfeld der Apparatspulen kompensiert wurde durch das 
einer grofen Spule. Die Spulenstrôme wurden jedesmal so regu- 
liert, daf der kleine Magnet, welcher als Mefinstrument diente, 
keine Drehung erfuhr. Die experimentelle Bestimmung der abso- 
luten Feldstärke im Mittelpunkt der gemeinsamen Spulenachse 
geschah mit Hilfe zweier genau ausgemessener Vergleichsspulen, 
welche Kkonzentrisch über die beiden Apparatspulen geschoben 
wurden. Der auf diese Weïse ermittelte Wert der absoluten 
Feldstärke im Mittelpunkt ergab sich zu 


H, — 8,123, Gauf (für 1 Amp.) 
Aus den Dimensionen der Apparatspulen wurde berechnet 
H, = 8,116 Gauf. 


Bei den Beobachtungen an Kathodenstrahlen erfolgte die Messung 
der magnetischen Ablenkung mit Hilfe eines Kathetometers, welches 
Ablesangen bis 0,02 mm gestattete. 

Die ersten Messungsreihen bei dieser Wiederholung der Simon- 


schen Arbeit ergaben die folgenden Werte für a 


1712 1,709 1,711 und 1,721 : 107. 


Da eine Aenderung des Magnetfeldes im Laufe der Zeit nicht 
ausgeschlossen schien, so wurde die Feldmessung nach Beendigung 
dieser Versuche noch einmal wiederholt. 

Bei den weiteren Beobachtungen an Kathodenstrahlen gelang 
es, durch schnelleres und langsameres Laufenlassen der Influenz- 
maschine die Spannung für längere Zeit konstant zu halten, sodaf 
ganze Beobachtungsreihen mit demselben Potential ausgeführt 
werden konnten. Es wurde auf diese Weise môglich, die Schwan- 
kungen der Einzelwerte vom :Mittelwert bis auf '/2°/o herabzu- 
drücken (bei Simon 3°/o) Aus 8 Versuchsreihen mit je b Beob- 
achtungen ergaben sich die folgenden Mittelwerte : 


1,702 1,715 1,706 1,707 
1,705 1,711 1,706 u. 1,707:10° 


Mittel : Fe — 1,707 : 107, und umgerechnet auf die Geschwin- 
digkeit Null (nach der Lorentz'schen Theorie): 


021 79 10. 


0 
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II. Die nicht ganz einwandfreien theoretischen 
Voraussetzungen der Kaufmann-Simon’schen 
Methode. 


Die theoretische Ableitung Simons setzt stillschweigend vor- 
aus, daB die Kathodenstrahlen parallel laufen. In Wirklichkeit 
ist jedoch eine beträchtliche Divergenz vorhanden, derart, daf es 
nach ausgeführten Messungen den Anschein hat, als kämen die 
Strahlen her von einem Punkte, der etwas hinter der Kathode 
liegt. Geht man einmal von dieser Annahme aus, so läBt sich auf 
Grund der experimentell gefundenen Daten berechnen, um wie viel 
die magnetische Ablenkung der Strahlen zu groB erscheinen muf. 
Diese Differenz liegt für die benutzten Spulenstrôme (bei einer 
bestimmten Einstellung) zwischen 0,02 und 0,04 mm, d.h. es wird 


der Endwert . um {2 bis 1°/o zu groB ausfallen. Ein solcher 


systematischer Fehler kann für eine exakte Messung nicht mehr 
vernachlässigt werden, nur erscheint es schwierig, bei den kom- 
plizierten Verhältnissen, die in Wirklichkeit vorliegen, irgend eine 
Korrektion anzubringen. 

Weitere Untersuchungen über die Stôrungen infolge des Erd- 
feldes oder einer môglichen negativen Ladung der Fluorescenz- 
scheibe zeigten, daB ein solcher EinfluB nicht vorhanden ist. 


Es ist dann insbesondere von J. J. Thomson!) darauf hinge- 
wiesen worden, da die Elektronen môglicherweise erst in einiger 
Entfernung von der Kathode entstehen, und infolgedessen ein 
merklicher Bruchteil des Entladungspotentials V, nicht in Rech- 
nung käme. Es würde dann die der Kaufmann’schen Methode zu 


Grunde liegende Gleichung Rx — &V, nicht gelten (v — Ge- 


schwindigkeit der Elektronen). Zur Untersuchung dieser Frage 
wurde eine von Lenard und Kaufmann herrührende Methode be- 
nutzt, welche auch A.-Becker*) bei seinen Messungen verwendet 
hat: die Verzügerung resp. Beschleunigung der Kathodenstrahlen 
durch ein starkes elektrostatisches Feld, dessen Kraftlinien mit 
der Richtung der Kathodenstrahlen zusammenfallen. Aus der Si- 
mon’schen Endformel leiten sich dann 2 Gleichungen ab, aus denen 
man das tatsächlich zur Beschleunigung dienende Potential berechnen 
kann. Bei der experimentellen Ausführung dieser Messungen be- 


1) J. J. Thomson, Conductivity of El. through gases, 2. Aufl. 1906, p. 128 
2) A. Becker, Ann. 17. 1905, p. 381. 
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trug das Entladungspotential 10000 Volt. Aus 2 Versuchsreihen 
mit 13 resp. 12 Beobachtungen ergaben sich die Mittelwerte 


V — 9910 Volt und 9980 Volt. 


Es kann natürlich nicht behauptet werden, daf damit ein 
strenger Beweis für die Gültigkeit der Energie-Gleichung erbracht 
sei, da irgend welche Stürungen infolge des verhältnismäBig hohen 
Druckes (0,04 bis 0,05 mm Quecksilber) sich nicht übersehen lassen. 

Es blieb schlieflich noch ein letzter, ebenfalls von J. J. Thomson 
erhobener Einwand zu prüfen: eine môgliche Verzôgerung der 
Elektronen durch die Gasmoleküle. Um über diese Môüglichkeit 
ein Urteil zu gewinnen, wurden Versuche angestellt mit einem 
Wehneltrohr, welches ebenfalls die von Simon angegebenen Di- 
mensionen hatte. Es gelang in der Tat, bei bedeutend kleineren 
Drucken (bis 0,002 mm Quecksilber) Beobachtungen auszuführen. 


Als Mittelwert ergab sich dabei “ ==11,12600 107 


IT. Zusammenfassung der Resultate. 
Der bei der Wiederholung der Simon’schen Arbeit gefundene 
Wert F — 1,72:10° weicht noch etwas mehr als die neuerdings 


0 
erhaltenen Resultate von der Simon’schen Zahl ab, trotzdem die 
Messungen in derselben Weïse ausgeführt sind. Man kônnte ver- 
sucht sein, eine erste Erklärung dieser Differenz in den unver- 
meidlichen Beobachtungsfehlern der Einzelmessungen zu suchen. 
Die Fehlergrenzen derselben habe ich mich bemüht, môglichst ge- 
nau festzustellen, und nach den erhaltenen Resultaten ergibt die 


Rechnung die folgende Genauigkeit im Endwert 


Aus der relativen Feldmessung eine môügliche Schwankung um 0,4 °/o, 


aus der absoluten Feldmessung 0,2 °)o, 
aus den beiden Integrationen 0,1 °, 
aus der Einstellung und Ausmessung 1,2 °)o, 
aus der Eichung des Elektrometers 0,3 °/o 

SO TS 


Dabei ist die Genauigkeit eher zu hoch als zu niedrig einge- 
schätzt und wird auf nicht mehr als + 3°/o zu veranschlagen sein. 
Immerhin reicht diese recht beträchtliche Fchlergrenze nicht aus, 
eine Differenz zu erklären. Dagegen lassen sich gegen die Aus- 
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führung der Simon’schen Arbeit selbst einige schwere Bedenken 
geltend machen: 

1) Der unregelmäfige Feldverlauf, wie er zu Tage tritt, wenn 
man die Simon’sche Kurve in starker VergrôBerung zeichnet, ist 


nicht ohne EiïinfluB auf das Doppelintegral F dx “+ Hdz, welches in 
den Endwert Se quadratisch eingeht. 


2) Bedenkli ch erscheirt die Abweichung des experimentell ermit- 
telten Wertes der absoluten Feldstärke von dem berechneten, was 
im Endwert 2,4°/o ausmacht. 

8) Endlich bezieht Simon alle Messungen auf die Marke eines 
Spulenrandes. Da sein ganzer Apparat auf Holz aufgebaut war, 
so erscheint eine Verziehung im Laufe der Zeit nicht ausge- 
schlossen; eine Verschiebung der Mefmarke aber nur um Bruch- 
teile eines Millimeters macht alle Exaktheit der Einzelmessungen 
illusorisch. 

Was die Arbeiten von W. Seitz') und A. Becker?) angeht, 
welche das Simon’sche Resultat durchaus bestätigten, so diente 


0 0 € 0 . .e - 
die Bestimmung von — bei W. Seitz nur zur Prüfung seiner ganzen 


Einstellung und kann daher nicht als Präzisionsmessung angesehen 
werden. Die von A. Becker erhaltenen Resultate aber sind keïnes- 
wegs exakter als die aller vorhergehenden Messungen, wie er be- 
hauptet. Im Gegenteil sind die Abweichungen in seinen Einzel- 
messungen bedeutend grôfer als bei S. Simon, und selbst die aus 
den einzelnen Reïhen abgeleiteten Mittelwerte liegen noch um 6 ‘Jo 
auseinander. Mit welcher Genauigkeit die Feldmessung durchge- 
führt wurde, entzieht sich leider der Kritik, da numerische An- 
gaben über den Feldverlauf fehlen. 

Es sei schliefilich noch hervorgehoben, daB die aus den Unter- 
suchungen über die theoretischen Fehlerquellen gezogenen Folge- 
rungen bestehen bleiben, gleichgültig, welches der wirkliche Wert 


von ist, da es sich hier nur um vergleichende Messungen han- 
delt, wie es überhaupt nicht der Zweck der Arbeit war, eine Neu- 
bestimmung für Le zu liefern. Nach diesen Ergebnissen sind alle 


über jene Fehlerquellen ausgesprochenen Vermutungen nicht zu- 
treffend, sind jedenfalls nicht derart, daf sie die Differenz gegen- 


1) W. Seitz, Ann. 8, p. 233, 1902. 
2) A. Becker, Ann. 17, p. 381, 1905. 
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über den neuesten Messungen zu erklären vermôüchten. Gegen die 
Kaufmann-Simon’sche Methode überhaupt fällt nur der von À. 
Bestelmeyer erhobene Einwand ins Gewicht: die Vernachlässigung 
der Divergenz der Kathodenstrahlen. Theoretisch scheint das der 
einzige Mangel jener Methode zu sein, der allerdings ausreicht, 
sie für Präzisionsmessungen untauglich zu machen, ganz abgesehen 
von den komplizierten Fehlerquellen, welche sich bei der prakti- 
schen Ausführung einstellen. 
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Ueber den letzten Fermatschen Lehrsatz. 


Von 


Felix Bernstein. 


Vorgelegt in der Sitzung am 28. Juli 1910 von Herrn D. Hilbert. 


Unter den Voraussetzungen 

I 1) der zweite Faktor k, — h; der Klassenzahl À — h,h, 
des Kreiskôrpers (6) der /-ten Einheitswurzeln ist wenig- 
stens einmal durch !: teilbar, (u = 0, h! zu ? prim), 

I 2) in dem Teilklassenkôrper /“-ten Grades, welcher zu dem 
Faktor !“ von À, gehürt (d. h. aus dem Teilklassenkôrper Xk 
l“-ten Grades von 4(£+6"*) durch Adjunktion von £ entsteht) 
werden alle Ideale von Æ(£), deren /-te Potenzen.Hauptideale 
in k(£) sind, selbst Hauptideale, 

wird gezeigt werden, daf die Fermatsche Gleichung 

(1) d'+bl+c — 0 

in ganzen rationalen sämtlich von Null verschiedenen zu / primen 


Zahlen nicht bestehen kann. 


Die Voraussetzungen I sind z. B. erfüllt, wenn die Klassenzahl 
des Klassenkôrpers zu Æ(£), der zum Faktor {” (a — l"}', h! zu ! 
prim) gehôürt, zu Z selbst prim ist. 


SL 
Es besteht zunächst der folgende 
Satz 1 Es sei Kk der zu k(t+6*) gehôrige Teil- 
klassenkürper vom Grade # und E eine komplexe Ein- 


JA x 
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heit des durch Adjunktion von 6 zu demselben entste- 
henden Kôrpers (Xk, €), so ist 


(2) E = EH 


wo H eine reelle Einheit bedeutet. 

Dieser Satz begründet einen wesentlichen Unterschied in der 
Theorie des ersten und zweiten Faktors der Klassenanzahl; er 
läft sich auf die Klassenkôrper, welche den im ersten Faktor der 
Klassenzahl enthaltenen Potenzen von / entsprechen, nicht aus- 
dehnen. 


Beweis. Der reelle Klassenkôrper XX sowie der erweiterte 
Kôrper (Kk, €) sind Galoissche Kôrper, da sie mit allen algebraisch 
konjugierten identisch sind. 

Ferner besitzt der erweiterte Kôrper gegenüber dem ur- 
sprünglichen den Relativgrad 2, sodaf die absoluten Grade etwa 
l“(1—1) und _— sind. Da nun X% als reeller Kürper gegen- 
über der in der Galoisschen Gruppe von (K#, £) enthaltenen Unter- 
gruppe (1,s) — wo s den Uebergang zur konjugiert imaginären 
Zahl bedeutet — invariant bleibt, so ist Xk ein Teilkôrper des 
zu dieser Gruppe als invariant gehôrigen Unterkürpers vom Grade 


4 Co = D und also ist vermüge der Gleichheit der Grade Xk selbst 


dieser Unterkürper. Bedeutet S eine beliebige Substitution der 
Gruppe des Kôrpers (Kk, #), so sind gegenüber den konjugierten 
Gruppen 

(55) 


die zu Kk algebraisch konjugierten Kôrper als invariant zugehôrig 
und da Kk selbst mit allen diesen identisch ist, so sind diese 
Gruppen selbst identisch. D. h. es ist 


(3) s—= S's$S oder s$ = Ss. 
Hiernach ist nun 
E SE 


d. b. es ist _ mit sämtlichen algebraisch konjugierten vom abso- 


lntem Betrage 1. Also ist + eine Einheïtswurzel; wir schreiben 


@ REA re 
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Um zu zeigen, daB nur das + Zeichen gilt (vgl. D. Hilbert, Zahl- 
bericht p.336) bemerken wir, da8 die Differente von (X4, €) gleich 
der von Æ(£), die von Xk gleich der von Æ(£+£) ist, also die 
Relativdifferente von (Kk, €) gegenüber Kk gleich der Relativ- 
differente von kÆ(£) gegenüber k(£+6-") ist, d.h. sie ist durch !° 
teilbar. Entspringt aber der Kürper (Kk, €) aus einer Gleichung 
à — À, s0 ist 24 durch die Relativdifferente aber durch !° teilbar 
und also À keine Einheit. 
Es würde aus der Gleichung 


E — —{@E" oder E = —(EŸ — —(E) 
folgen, daf die Einheit P — E' die Gleichung 


Pt =, P.P 
befriedigt. P ist nicht reell, da sonst P° — — P° wäre, und also 
würde die Gleichung 

eos PP: 


einen zu Kk relativ quadratischen in (Kk, €) enthaltenen Kôrper 
bestimmen, der mit (X4, 6) identisch wäre. Dies ist aber, da 
— P.P* Einheit ist, unmôglich. 
Setzen wir jetzt 
HS — Ho 
so ist H reell und 
E = 


Anderer Beweis. Der Kürper Kk vom Grade r, — j = 
ist mit allen algebraisch konjugierten reell und daher r — r,—1 
die Dirichletsche Zahl der unabhängigen Einheiten. Der Kôrper 
(Æk, ) vom Grade 2r, ist mitsamt allen allgebraisch konjugierten 
imaginär und also ebenfalls r — r,—1 die Dirichletsche Zahl der 
Einheiten. Da nun die unabhängigen reellen Einheiten aus X% 
auch in (Xk, &) unabhängig bleiben, so gibt es für eine beliebige 
komplexe Einheit in (Xk, €) einen Exponenten w, sodaB 


E = H 


ist, wo H in Kk liegt (vgl. Zahlbericht p. 222). 

Da der Kürper (Kk,t) aber durch eine Wurzel aus einer 
Einbeit nicht entsteht, wie soeben bewiesen, 80 ist H — @“ und 
also 

E =rç"lowc 1008 À 
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Es ist also pe — +6", wonach die weiteren Schlüsse wie 
vorhin folgen. 

Aus beiden Beweisen wird deutlich, warum der Satz nicht 
für die Einheiten des allgemeinen Klassenkôrpers Kk gilt. Es 
ist nämlich der Kôrper aller reeller Zahlen in Xk, im allgemeinen 
kein Galoischer Kôrper, sondern nur dann, wenn Æ% mit (KK, €) 
identisch, also der erste Faktor der Klassenzahl zu ! prim ist. 
Der Satz wird daher schon im eïnfachsten Falle, wo h, einmal 
durch ? teilbar und , zu ? prim ist, hinfällig. 


$ 2. 
Aus der Gleichung 
(1) d+b+ce = 0 


in der wir ohne Einschränkung a, b, c als teilerfremd voraussetzen 
kônnen, folgt 


spi 
(6) SRE de 
GERS T {= "1,2,...,1—1) 
WO jo, hs ---, j Ideale in X bedeuten, die teilerfremd sind. 
Indem in 2) vorausgesetzten Teilklassenkôrper (KK, Ë) verwan- 
deln sie sich in Hauptideale (J,), sodaf unter E,, E,, ..., E,;, 
Einheiten in (XKk, €) verstanden, die Gleichungen 
m ab; =4E,J} 
a+éb = E,dJ} (= 288 #7—1) 


resultieren. Vermüge des Satzes 1, $ 1 bestehen die Gleichungen 
(8) E; — E; £°9r 


und daher erhalten wir 


DFE DR te MU, ï ant ” 
@) ET Er = (55) Pt D 

Tst © keïne Zahl des Kreiskôrpers (8), so entsteht ein Teil- 
Ébcerkorper (Kk, €) aus der auf der linken Seite der Gleichung (9) 
entstehenden Zahl des Kreiskôrpers und diese ist dann der /-ten 
Potenz einer Zahl des Kreïiskôrpers nach dem Modul l kongruent. 
In jedem Fall bestcht also eine Kongruenz 
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a+éb 
(10) g?r a-RET = a, (1), 


wo «, eine ganze oder gebrochene Zahl des Kreiskôrpers ist. Ver- 
môge der stets bestehenden Kongruenzen 


(11) a, =a,(f) und œ& = «œ(l'), 
wo a, rational ist, wird aus (10) 

mfEs De 7 
(12) ge AE = a (1) 


und unter Berücksichtigung des Umstandes, daB nach dem Modul 
{ der Quotient zweier imaginär konjugierten Zahlen der 1 kon- 
gruent ist a, = 1(l)ai = 1(1°), also 


, AHED jp Es 2 
(13) 62 PS A 4 an (rom, 1,2. et) 
Die Kongruenzen (13) führen aber in bekannter Weïise auf einen 
Widerspruch. 


$ 3. 
Unter der Voraussetzung 
II Alle Klassen d — 1 aus k(£) lassen sich im Kürper (K#, €) 
in der Form (x, — 0,1,...,/—1), unter c, eine geeignete 
derselben verstanden, darstellen, 
wird die Unmôglichkeit der Gleichung (1) in ganzen rationalen 
von Null verschiedenen und zu ! primen Zahlen gezeigt werden. 
Wenn w — O ist, verstehen wir dabei unter Kk, k(£+€) 
selbst. 
Die Voraussetzung II umfaft z.B. den Fall!) 4, —7.hh,—1.h}, 
(ki, h; zu l prim), sowie als engeren Unterfall den von E. E. Kum- 
mer behandelten Fall einer einmal durch / teilbaren Klassenanzahl. 
Sei s — (£:6") gesetzt, wo r eine primitive Wurzel von ! 
bedeute, so besteht in (Kk, €) eine Relation 


(14) C,.Sc == 1, 


wo { einer der Werte 1,2,...,1—1 ist, da sc, mit c, in (K%#, €) 
verschieden von 1 und von der Form c# ist. Es besteht dann 
für c = A vermôge s(c%) — (sc): die Gleichung 


(15) C.(Se) = 1 


1) Doch wird in diesem Fall, wie man leicht zeigt, sogar ©, = 1. 
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mit demselben nur von r abhängigen # für eine beliebige 
der Klassen c — c1. 


Aus der Zerlegung (6) geht, unter c die Klasse von j, ver- 
standen, die Gleichung 


(16) (a+b£)(a+bé) = EJ! 


hervor, wo E eine Einheit, J eine Zahl aus (Æ4, €) bedeutet, mit 
demselben # hervor, (die auch giltig bleibt, falls j, und damit 
sj, in (KXK, €) Hauptideale werden sollten). 

Durch Division mit der konjugiert imaginären Zahl erhalten 
wir mit Rücksicht auf den Satz 1 $ 1, und durch dieselben Schlüsse 
wie früher die Kongruenz 


(17) (a+ 06) (a+ 08) = € (a+b8) (a+b} (D). 
GemäB der Formel der logarithmischen Differentiation 
(18) 19(a+bc"*) = k.19 (a+0bc°) (1) 


(i= 1,2,:+,l1) 


erhält man, unter Berücksichtigang der Kongruenz 


(19) 19e = O(1) (9 —°2;9;%:) 
(20) 19 (a+ be) [1 + ér9— (1) —#(—rŸ] = 0 (0). 
(dB 1) 
D. h. 
(21) 199 (a+ bc) [1+ 4.71] = O0 (1) 


(2h+1 = 3,5,...,1—2), 
Damit die Kongruenzen nach ! 


1+4.7r 


22 
2) 1+6 r° 


(RL 
© 


erfüllt wären, wäre notwendig, daf 


11 
(23) r° BE = r'{r—1) = 0 (), 
also 
(24) r = +1i() 


wäre, was zufolge der Wahl von r ausgeschlossen ist. Also ist 
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eine der beiden Kongruenzen (22) nicht erfüllt und damit eine 
der Kongruenzen nach / | 
1® (a+ be’) " 
1® (a ms be”) 


0 
0 


Il 


(25) 


erfüllt. Da nur von der Wahlvonrabhängt, so gestattet 
die erfüllte Kongruenz die Vertauschung von a, b, c. 
Daf aber unter letzterer Voraussetzung keine der Kongruenzen (2b) 
für zu ? prime a, b, c bestehen kann, läft sich nach E. E. Kum- 
mer !) bekanntlich elementar zeigen. 

Damit ist ohne Benutzung der Kongruenzen von E. E. Kummer 
der Nachweis der Behauptung II geliefert, und es hat sich ge- 
zeigt, da die, aus der Annahme der Teilbarkeit des zweiten 
Faktors der Klassenanzahl durch /, hervorgehende Schwierigkeit 
sich durch allgemeine Schlüsse erledigen läft. 


1) Math. Abbh. d. K. Ak. d. Wiss. Berlin 1857, No. 3, pg. 64 und 65. 


Gôttingen, den 20. Juli 1910. 


name sement mm 2 


Zur Theorie der quadratischen Formen von unend- 
lichvielen Veränderlichen. 


Von 
Otto Toeplitz in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 28. Juli 1910. 


Einleitung. 


Das Problem der orthogonalen Transformation einer beschränk- 
ten quadratischen Form ist durch die Dissertation!) und die Habi- 
litationsschrift?) von Hellinger gewissermafien erschôpfend in der- 
jenigen Richtung ausgebaut worden, die Hilbert ihr vorzeichnete, 
als er in seiner vierten Mitteilung*) das Fundament zu dieser 
Theorie legte. Den hier folgenden, lose nebeneinandergestellten 
Abschnitten schwebt das gemeinsame Endziel vor, dieser Hilbert- 
Hellingerschen Theorie eine von ïihr unabhängige andere, man 
kôünnte sagen: algebraische, an die Seite zu stellen, die die diffi- 
zilen analytischen Werkzeuge jener Theorie, den Hellingerschen 
Integralbegriff und die Hellingerschen Differentiallôsungen durch 
Entwicklungen elementaren Charakters ersetzt. Die orthogonale 
Transformation der beschränkten quadratischen Formen auf Normal- 
formen (insbesondere Nr. 2) und das Studium solcher Normalformen 
(Nr. 3, 4) ist der Weg, auf dem sich die vorliegende Note diesem 
Endziel nähern will. 

Indessen beanspruchen die hier folgenden Abschnitte neben 
diesem gemeinsamen Interesse auch einzeln genommen ein solches. 
So stellt Nr.2 den Zusammenhang der Hilbert-Hellingerschen Theorie 
mit der Theorie der Kettenbrüche auf eine neue, in gewissem 
Sinne durchgreifendere Art her. Auf zwei Arten hat man bisher 


1) Gôttingen 1907. 
2) Journ. f. Math. 136 (1909), pag. 210—271. 
8) Diese Nachr. 1906, pag. 157 ff. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasse. 1910. Hoft 5. 33 
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— soviel mir aus mündlichen Mitteilungen bekannt ist — von 
jener Theorie aus eine Brücke herüber zu den Stieltjesschen Unter- 
suchungen zu schlagen versucht: das eine Mal sollte die Hilbert- 
Hellingersche Theorie, angewandt auf diejenigen speziellen qua- 
dratischen Formen von unendlichvielen Variabeln, die ich unten 
,Jacobische“ nenne, die Kettenbruchtheorie von Stieltjes ergeben; 
das andere Mal sollte die Stieltjessche Theorie, angewandt nicht 
auf eine einzige analytische Funktion einer Variabeln 4, sondern 
auf die Reziproke der quadratischen Form Z(a,—2e,)x,y,, die 
analytisch von 4 abhängt, die Hilbert-Hellingersche Theorie liefern. 
In Nr.2 des folgenden hingegen erweisen sich die sog. Jacobischen 
Formen als Normalformen oder genauer als Bestandteile von Normal- 
formen, auf die man jede beschränkte quadratische Form durch 
orthogonale Transformation bringen kann. 

Die Bedeutung von Nr. 4 für das genannte allgemeine Endziel 
soll erst bei späterer Gelegenheit näher ausgeführt werden. Für 
sich genommen enthält diese Nummer eine Fortführung meiner 
Habilitationsschrift :); nur werden statt Laurentreihen für |2| — 1 
trigonometrische Reïhen betrachtet, d. b. es wird z — cos g+isin y 
gesetzt, womit der Anschluf an die moderne Theorie der Fourier- 
reihen gewonnen ist. Aus dem Zusammenhange zwischen Fourier- 
schen Reïhen und ZL-Formen, d.h. gewissen quadratischen Formen 
von unendlichvielen Veränderlichen?), der in aller Vollständigkeit 
hergestellt wird, ergibt sich (Nr. 5) eine neue Art von Sätzen 
über Fouriersche Reihen, von denen einige hier folgen. 


1. Reduktion der quadratischen Formen auf finite Formen. 


Eine bilineare Form von unendlichen Veränderlichen heife 
zeilenfinit*), wenn in jeder Zeile ihres Koeffizientenschemas nur 
endlichviele von Null verschiedene Elemente vorkommen, desgleichen 
kolonnenfinit, wenn das Entsprechende von den Kolonnen gilt, end- 
lich finit5), wenn sie zugleich zeilen- und kolonnenfinit ist. Eine 
quadratische Form, die zeilenfinit ist, ist wegen der symmetrischen 
Beschaffenheit ihrer Koeffizienten eo ipso finit. Auf Grund dieser 
Terminologie kann man folgenden Satz aufstellen : 


1) Diese Nachr. 1907, pag. 110ff, ,Zur Transformation der Scharen bili- 
nearen Formen von unendlichvielen Veränderlichen“; vgl. auch den in einem der 
nächsten Hefte der Math. Ann. erscheinenden Abdruck meiner Habilitationsschrift, 
der die Ausführung dieser Voranzeige in den Gôütt. Nacbr. enthält. 

2) In der Note heifen sie ,Laurent-Formen“. 

3) Vgl. ,Grundlagen für eine Theorie der unendlichen Matrizen“, diese Nacbr. 
1906, pag. 351—355, ausführlich Math. Ann. 69, pag. 289—330 (zitiert als ,Grund- 
lagen“). 
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Satz 1: Man kann jede beschränkte quadratische Form A(x, x) 
durch eine orthogonale Transformation x — W(£) ihrer Veränderlichen 
in eine finite, beschränkte Form B(£, Ë) überführen. 

Die beiden Beweiïse, die ich für diesen Satz hier mitteile, 
haben diejenige Methode zum Ausgangspunkt, die Jacobi benutzt, 
um eine quadratische Form von n Veränderlichen lediglich unter 
Benutzung von Quadratwurzelziehen auf die Normalform 


(1) ati+-.+a,a+2b, x, x,+2b,x,x,+:..+2b 


n—1 Lys X 
orthogonal zu transformieren !). 

Entsprechend diesem Vorgehen von Jacobi ist es nämlich môg- 
ich, zunächst durch eine orthogonale Transformation W‘° der Ver- 
änderlichen von der zweiten ab die gegebene Form Za,,x,x, auf 
die Gestalt zu bringen 
(2) a, CE 2b, Ce a + S ay 4 2: 

p,g=—2 
Man braucht zu diesem Ende die orthogonale Transformation nur 
folgendermafen zu bestimmen: 


= (1) 
GP 
_—— (1) (1) , (1) 
(3) TL, —= Qls + Wis Lg + Wu ti SP 
te (1) @) (1) 
LI Qi ls + Wa Lg + Wa da +: 


wo @ = a,+a,—+:.- ist, und wo die noch nicht fixierten GrüBen 
w,s der Forderung genügen *) 
(4) Us Vip T dis Wip tt = 0 (p = 8, 4, ...). 


Sodann kann man die Restform, d. h. die in (2) auftretende Samme 
analog behandeln, wie eben die ursprüngliche und so der Trans- 
formation W‘” eine zweite W® der Veränderlichen von der dritten 
ab folgen lassen, u. s. f. Aber während bei endlichvielen Veränder- 
lichen die sukzessive Anwendung dieses Verfahrens unmittelbar auf 
die Normalform (1) führt, führt bei unendlichvielen Veränderlichen 
die unbegrenzte Fortsetzung des Verfahrens nicht zu einem ent- 
sprechenden Ziel. Ist es doch, vom Standpunkte der Hilbert-Hel- 


1) Durch eine gelegentliche mündkche Bemerkung von Herrn E. Hilb wurde 
meine Aufmerksamkeit darauf gelenkt, diesen Gedanken für Zwecke der orthogo- 
nalen Transformation der quadratischen Formen von unendlichvielen Veränder- 
lichen zu verwenden. 

2) Ueber die Môglichkeit, eine oder mehrere (auch unendlichviele) zu ein- 
 ander orthogonale GrüBenreihen zu einem vollstindigen Orthogonalsystem zu er- 
gänzen, vgl. Hilbert, 4. Mitteilg., pag. 196 oder auch E. Schmidt, Rend. del Cire 
Mat. di Palermo, 25, 1908, erstes Semester, pag. 53 f. 
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lingerschen Theorie aus, nicht schwer einzusehen, daB bei quadra- 
tischen Formen von unendlichvielen Veränderlichen die zu (1) ana- 
loge Normalform nicht ohne besondere Einschränkungen erreicht 
werden kann. Vielmehr hat eine ,Jacobische Form“ — so wollen 
wir eine quadratische Form vom Typus 


(5) ad + art... +2b,x,x,+2b,x, x, +... 


nennen — in Hellingers Terminologie stets nur ein einfaches Spek- 
trum, und da die Vielfachheit des Spektrums invariant ist gegen- 
über orthogonaler Transformation, kann sicher keine Form mit 
nicht durchweg einfachem Spektrum orthogonal in eine Jacobische 
transformiert werden. Auch aus dem Charakter des oben ge- 
schilderten Verfahrens heraus ist es nicht schwer zu erkennen, 
weshalb seine unbegrenzte sukzessive Anwendung nicht statthaft 
ist. Es sind nicht Konvergenzschwierigkeiten, die sich hier in 
den Weg stellen: die sukzessive Bildungsweise des Verfahrens 
bewirkt es, daB nach der n-maligen Anwendung des Verfahrens 
derjenige Teil der Form, der die ersten n Veränderlichen ent- 
hält, bereits die erwünschte Gestalt hat und fortan nicht mehr 
berührt wird; und ebenso ist hinsichtlich der Transformation, die 
aus den ersten nr sukzessiven Schritten resultiert, zu konstatieren, 
daB die ersten n+1 Kolonnen ihres Koeffizientenschemas einen 
definitiven Charakter tragen, d. h. auch allen den folgenden Trans- 
formationen, die aus den ersten # + Schritten resultieren, ge- 
meinsam sind; infolgedessen wird durch die unbegrenzte Fort- 
setzung des Prozesses eine ganz bestimmte definitive Trans- 
formation definiert, welche rein formal und auch betreffs der 
Konvergenzverhältnisse befriedigend die gegebene quadratische 
Form in eine Jacobische überführt. Indessen diese Transformation 
ist, ihrer Bildung gemäf, nur kolonnenweise orthogonal, während 
das Problem der orthogonalen Transformation einer quadratischen 
Form verlangt, da diese orthogonale Transformation auch zeilen- 
weise orthogonal (abgeschlossen) ist; und bei unendlichvielen Ver- 
änderlichen ist bekanntlich, anders wie bei endlichvielen Veränder- 
lichen, das eine nicht eine Folge des andern!). Es kann natürlich 
vorkommen, da die definitive Matrix auch zeilenweise orthogonal 
ist, aber es wird dies müglicherweise selbst bei Formen mit durch- 
weg einfachem Spektrum nicht notwendig eintreten. 

Es ist jedoch môglich, dieses sukzessive Verfahren so zu 
modifizieren, daB es einen Beweis von Satz 1 liefert, und die ver- 


1) Vergl. ,Grundlagen“, pag. 312. 
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schiedene Gestaltung dieser Modifikation liefert die beiden fol- 
genden verschiedenen Beweise: 

Der 1. Beweis beruht auf der Bemerkung, daB man, ganz 
äbhnlich wie oben, durch eine orthogonale Transformation der Ver- 
änderlichen anstatt von der zweiten erst von der (n+1)t* ab be- 
wirken kann, da in der transformierten Form die Glieder mit 
Ti Tuyos La Lys feblen. Indem man nun nach Ausführung des 
ersten Schrittes den zweiten nicht bei der dritten Veränderlichen, 
sondern erst bei einer späteren, %,*", anheben läft, den dritten 
Schritt bei einer noch späteren, nf”, u.s.f., hat man es in der 
Hand, die Zahlen »,,n,,... so stark ansteigen zu lassen, daf 
zuerst in der ersten Transformation die Quadratsumme der ersten 
n, Elemente der zweiten Zeïle, deren sämtliche Elemente doch die 
Quadratsumme 1 haben, um weniger als & unter 1 gelegen ist, daB 
ferner bei der aus den beiden ersten Schritten resultierenden Trans- 
formation sowohl in der zweiten als auch in der dritten Zeiïle die 
Quadratsumme der ersten », Elemente um weniger als &* unter 1 
liegt, und daB also allgemein in derjenigen Transformation, die 
aus den ersten k Schritten resultiert, in ihren À + 1 ersten Zeïlen 
die Quadratsumme derjenigen - Elemente, die einen definitiven Cha- 
rakter tragen, zwischen 1 —s* und 1 gelegen ist. Alsdann erhellt 
leicht, da dieses modifizierte Verfahren, unbegrenzt fortgesetzt,. 
eine schliefliche Transformation definiert, die auch zeilenweise or- 
thogonal ist, und die die gegebene quadratische Form zwar nicht 
in eine Jacobische, aber in eine finite überführt. 

Der 2. Beweis knüpft an den Umstand an, da man, noch 
während der Ausführung des ersten Schrittes, die dabei auftretende 
Willkür in der Bestimmung der Grüfen w,, geschickt benutzen 
kann, indem man diese Grôfien gemäf der folgenden Bemerkung 
eindeutig normiert: 

Hilfssatz: Ist eine Reihe von Grüflen 


Diys oi gps 
von der Quadratsumme À vorgelegt, so kann man eine Doppelfolge 


D; O2 ) CD 3 à à 
ORPI", 


0, 0, Ds, SE 


(re) 


so dazu bestimmen, diff sie, nuit der gegebenen Grüffenreihe zusaminen 
genommen, ein zeilen- und kolonnenweise orthogonales System dbilden. 
Die GrôBen der Doppelfolge bestimmen sich nämlich aus dieser 


2 Ne 
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Forderung durch eine elementare Ausrechnung, und die dabei auf- 
tretenden Quadratwurzeln ergeben lediglich eine gewisse Wülkür 
in der Wahl der Vorzeichen, die man durch die weitere Forde- 
rung beseitigen kann, daB die GrüBen w,,,w,,,... nicht negativ sein 
sollen. 

Beginnt man mit dem dermafen normierten Algorithmus das 
sukzessive Verfahren, so darf man dasselbe natürlich ebensowenig 
in der normierten Form unbegrenzt fortsetzen, wie dies ohne Ein- 
fübrung der Normierung ohne Weiïteres statthaft war. Indessen 
genügt es, auf Grund der gewählten Normierung, im Gegensatz 
zum ersten Beweise, bei der sukzessiven Anwendung des Algorith- 
mus gelegentlich eine einzige Veränderliche zu überspringen, d. h. 
lediglich statt von der nt* Veränderlichen von der (n + 1)*" ab 
die nächste Transformation zu vollziehen, um der ersten und 
späterhin den ersten k Zeilen einen definitiven Charakter zu ver- 
leihen, sodaf an der Quadratsumme 1 ihrer Elemente während des 
weiteren Prozesses nichts mehr geändert wird. Und es ist nur 
noch wie beim ersten Beweise zu überlegen, daB eine kolonnen- 
weise orthogonale Transformation vollständig, d. h. zeilenweise or- 
thogonal ist, wenn nur die Quadratsumme jeder einzelnen Zeile 
gleich 1 ist. 

Der zweite Beweis scheint nicht nur einfacher und befriedi- 
gender zu sein als der erste, sondern er gestattet auch, wesentlich 
mehr zu folgern. ÆEinmal wird nämlich die finite Form, die durch 
ibn erreicht wird, bald noch erheblich reduziert und der Jacobi- 
schen Form soweit angenähert, als dies der Sachlage nach über- 
baupt môglich ist: bezüglich der »#, ersten Veränderlichen wird 
sie genau von der Jacobischen Art, und es kann dabei », ganz 
beliebig gro gewählt werden, unabhängig von den Koeffizienten 
der gegebenen Form; von da an verbreitert sich, um an das an- 
schauliche Bild des Koeffizientenschemas anzuknüpfen, die finite 
Form nach beiden Seiten nur um einen einzigen Schritt, um dann 
beliebig weit fünf Klemente breit fortzustrômen, und dann nôtigen- 
falls gelegentlich und, wenn dies notwendig ist, noch unendlich 
oftmals wieder verbreitert zu werden; und die Stellen, wo die 
Verbreiterung vollzogen wird, künnen willkürlich spät gewählt 
werden, unabhängig von der Beschaffenheit der gegebenen Form. 

Andrerseits wird die beim zweiten Beweise konstruierte Trans- 
formation selbst finit sein, wenn die gegebene quadratische Form 
finit war, und somit liefert der zweite Beweis zugleich die Re- 
duktion einer beliebigen finiten quadratischen Form auf die eben 
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beschriebene spezielle Gestalt vermüge einer finiten Transforma- 
tion! ges 

Satz 2: Analog kann man jede beschränkte Bilinearform durch 
eine und dieselbe orthogonale Transformation beider Reihen von Ver- 
änderlichen in eine zeilenfinite und ebenso in eine kolonnenfinite Form 
transformieren. 

Satz 1 gestattet, die in der Einleitung erwähnte Elementari- 
sierung des Hellingerschen Begriffes der Differentiallôsungen in 
die Wege zu leiten. Das wesentliche Hilfsmittel dabei ist das 
Resultat meiner Arbeit über lineare Gleichungssysteme mit zeilen- 
finitem Koeffizientenschema?), deren Unbekannte an keinerlei Kon- 
vergenzbedingung gebunden sind. Für den vorliegenden Fall ergibt 
dieses Resultat, daS die homogenen linearen Gleichungen, deren 
Koeffizientenschema das der betrachteten finiten quadratischen 
Form B ist, stets eine Lüsung besitzen, deren Quadratsumme 
natürlich nicht zu konvergieren braucht. Und es ist leicht, von 
Hellingers Betrachtungen aus einzusehen, da8 bei einer finiten 
Form bei passender Normierung jede Differentiallôsung ihren Cha- 
rakter als eine Lôüsung in metaphorischem Sinne aufgibt und eine 
solche elementar aufzufassende Lôüsung wird; die einzelne Koordi- 
nate der Lôsung wird zugleich in ihrer Abhängigkeit von 1 sehr 
einfach, nämlich eine rationale Funktion *). 


2. Zerspaltung der quadratischen Form in Jacobische 
Formen. 


Setzt man den Algorithmus von Nr. 1 unbeirrt durch die dort 
besprochenen Bedenken trotzdem fort, und ergänzt die orthogonale 
Transformation nôtigenfalls durch Hinzufügung weiterer Kolonnen 
gewaltsam zu einer vollständigen, so kann man sich unter Beob- 
achtung einiger Vorsicht davon überzeugen, daB diese Transfor- 
mation die gegebene quadratische Form tatsächlich zerspaltet in 
eine Jacobische Form und in eine Restform, die von ganz anderen 
Veränderlichen abhängt als die Jacobische Form: 


A(z,2) = JE, #) + R(n", n°). 


1) Auf diesen Gegenstand beabsichtige ich demnächst gelegentlich einer zu- 
sammenhängenden Theorie der finiten Formen und Transformationen zurück- 
zukommen. 

2) ,Ueber die Auflüsung unendlichvieler lincarer Gleichungen mit unendlich- 
vielen Unbekannten“, Rend. del Cire. Mat. di Pal. 28, (zwcites Semester 1909), 
pag. 88—96. 

3) Die weitere Ausbildung der finiten Theorie dürfte zeigen, daB sie sogar 
eine ganze rationale Funktion wird. 
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Indem man die Restform R, demselben Verfahren unterwirft und 
nôtigenfalls unbegrenzt so fortfährt, gelangt man durch einen ähn- 
lichen Schluf wie Hellinger zu dem. 

Satz 3: Man kann jede beschränkte quadratische Form A(x, x) 
durch orthogonale Transformation in Jacobische Formen zerspalten, 
d.h. man kann sie in eine Form J(E,Ë) verwandeln, die die Summe 
von endlichvielen oder unendlichvielen Jacobischen Formen ist, deren 
jede von anderen Veränderlichen abhängt : 


AG o) = JD = JE, ED JE EM +. 


Es ist darin eines aus der Reïhe der Hellingerschen Resultate ent- 
halten und auf independente Art neu abgeleitet, daB nämlich jede 
beschränkte quadratische Form in Formen mit einfachem Spektrum 
zerspalten werden kann. 


3. Theorie der Jacobischen Formen. 


Satz 3 enthält nicht die Antwort auf die Frage, ob jede qua- 
dratische Form mit einfachem Spektrum in eine einzige Jacobische 
Form transformiert werden kann. Da das Spektrum einer solchen 
Form eine beliebige perfekte Punktmenge sein kann, also z. B. aus 
einzelnen getrennten Strecken bestehen kann, erscheint es von 
vornherein zweifelhaft, ob eine einzelne Jacobische Form eines 
solchen zerrissenen Spektrums fähig ist. Die folgende Betrachtung 
wird u.a. Beispiele von Jacobischen Formen liefern, deren Spek- 
trum aus zwei oder mehr getrennten Stücken besteht, und wird 
es wahrscheinlich machen, daB die eben gestellte Frage zu be- 
jahen ist. 

Unschwer beweist man: 

Satz 4: Eine Jacobische Form 


J'= ati +at +. —2b,x,x,—20,x,x, —..… 
ist dann und nur dann beschränkt, wenn die Grüflen a,,b, unter 
einer von n unabhäüngigen Grenze bleiben, und sie ist dunn und nur 
dann vollstetig, wenn lim a, = 0, limb, — 0 ist. __ 
Die GrôBen À, môügen durch die Rekursionsformeln definiert 
werden : 


À, — Le 

A, = VOA 
(1) 4° — ay A, — bd; A, 

À, = 


a, 4,04 


= 4,,, À, 0004 


n+1 ñn n n—1) 


= e 
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und es sei auferdem 
(2) AN (a,, ds) .….; b,, & +) — À, (a,, 7 .…) b,, b,, u ".) 
AY (a,,4,,...; 0,,0,,...) = À4,(a,,a,,...; b 

dann ist 

1) 1, 4,, À,, À,,... die Lôsurg des homogenen linearen Glei- 
chungssystems, dessen Koeffizientenschema mit demjenigen der 
Form J übereinstimmt ; 

2) liefert die Auflüsung der zugehôrigen unhomogenen, linearen 


Gleichungen als Resolvente von J eine quadratische Form mit 
folgendem Koeffizientenschema : 


Sn Dir ea) OCes 


LA Ua Us u, 
A,u,—1 A,u, A,u, A,u, 
b, b, b, b, 
A,u,— A? Au, —b, A, 4 A,u, 
(3) b,b, bb, b,b, bb, 
Aqu,— A9 A,u,—b, A? A,u,—0b,b, Açu, 
b, b, b, b, bb, b, b,b, b, b, b, 
Au A DAIU DATE ATEN DAT TA DU 
b,b,b,b, b, b, b,b, b,b, b,.b, b,b,b,b, 


wo 4, %,,... Willkürliche GrüBen sind. 

Soll diese zunächst rein formal betrachtete!) Reziproke be- 
schränkt sein, so ist sie notwendig?) eindeutig und symmetrisch, 
und folglich muf sein: 


Du Au] 
b,b,u, — A,u,— A 
(4) b,b,b,u, — A,u,— A? 
bib AU APE 
d. h. die bisher willkürlichen Grôüfen «,,%,,... bestimmen sich 
linear aus #,, und diese eine nun noch freie GrôBe w, muB not- 


wendig durch die Forderung der Beschränktheit von (3) eindeutig 
bestimmt sein. 


1) Da alle in Betracht kommenden Reïhen abbrechen, kann von dieser Re- 
solventeneigenschaft im formalen Sinne, ohne Rücksicht auf die Beschränktheit 
der betreffenden Formen, unbedenklich geredet werden. 

2) Vgl. ,Grundlagen“, $ 7 sowie ,Die Jacobische Transformation . . .“, diese 
Nachr. 1907. 
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Wird diese ganze Betrachtung statt auf J selbst auf J—1E 
angewandt, wo Æ die Einheïtsform bedeutet, so gibt (3) dasjenige, 
was Hilbert die ,Resolvente“ von J nennt. «, ist jetzt durch die 
Forderung der Beschränktheit der Resolvente eindeutig als Funk- 
tion von À definiert für alle diejenigen Werte von 4, die nicht 
dem Spektrum angehôren, insbesondere also für alle komplexen 
Werte und auch alle reellen, dem Betrage nach über dem Maxi- 
mum der Form J gelegenen Werte. Aus allzemeinen Gründen 
folgt leicht, daB w, eine in der Umgebung der Stelle co reguläre 
Funktion von À ist, die überall bis an die Axe des Reellen heran 
regulär ist, nur längs des Spektrums singulär oder verzweigt. 

Satz 5: Die Koeffizienten der Resolvente einer Jacobischen Form 
sind sämtlich lincar aus dem obersten u,(1) aufgebaut in der Gestalt 
a(1) u,(2) + B(4), wo «(2), B(4) Polynome sind, leiten sich also in ein- 
facher Weise aus der einzigen analytischen Funktion u,(4) ab. 

Wendet man diese Bemerkung auf diejenige Form an, die 
Hilbert ') den Legendreschen Polynomen zuordnet, so erhält man 
als speziellen Fall die bekannte Darstellung der Kugelfunktionen 
zweiter Art durch Ig sans un : — 

Es seien jetzt alle Grüfien a, — À, während den à, auf ver- 
schiedene Art Zahlenwerte beigelegt werden. 


a) db, 1,n, tee Mb SR 
Hier ergibt (1) 

(@) AA, = A+ 4, 
WOraus 


[A1 4,/=T4ul+l 4, 
also für |1| => 2 
214,/=<|44l+14 
| Anl—]4,12]24,1-124 
folgt; da durch explicite Ausrechnung leicht zu zeigen ist, daB die 


ersten | 4,| für [12 mit x» zunehmen, wachsen sie beständig 
mit ; sie bleiben also von 0 durchaus entfernt. Soll nun (3) be- 


ns | 


schränkt sein, so mu speziell lim w, — 0 sein; also hat “as den 
limes O und somit ergibt (4), d. h. 
we oh A 


n+1 n 
A ; A 


n 


n 


ER 
n 


1) 4. Mittcilg., pag. 208. 
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mit wachsendem »: 


' À, 
Dr pond 
während aus (a) 
A A 
A, de ee # 
mithin im limes 
17" __ A+V4-4 
ARS RS 


folgt. Damit ist u, als Funktion von 4 berechnet; sie hat längs 
der reellen Axe von +2 bis —2 einen Verzweigungsschnitt !). 
Nach dem hier auseinandergesetzten Prinzip erhält man — 
nur durch wesentlich umständlichere Grenzübergänge die weiteren 
Beispiele ?): 
b) ba 00, be a, C0 = veto) 


__ d'A—(af—1)+ V(ai+a+1)(ai—a+1)(ai+a—1)(ai—a—1) 
a ue Leg M PU DEN 


u 


1 1 


die von —a—b bis —a+b und von a—b bis a+b verzweigt ist. 
Daf für a = 2, b — 4} z.B. und 4 — 0 eine beschränkte Rezi- 
proke vorhanden ist, kann man unschwer direkt aus (3) heraus 
zeigen; so folgt, daf man hier eine Jacobische Form hat, deren 
Spektrum sicher aus zwei getrennten Stücken besteht ?). 

Satz 6: Es gibt Jacobische Formen, deren Spektrum aus zwei 
getrennten Strecken besteht. 

Den angegebenen Beïispielen kôünnte ich solche hinzufügen, bei 
denen das Spektrum aus # getrennten Strecken besteht etc. 


4. L-Formen und Fourierreihen. 


Unter einer L-Form verstehe ich eine quadratische Form von 
unendlichvielen Veränderlichen, deren Koeffizientenschema folgende 
Beschaffenheit hat {): 


1) In Uebereinstimmung mit Hilbert, 4. Mitteilg., pag. 208, Hellinger, J. f. 
Math. 136, pag. 22f, 

2) Die auch aus dem Bereich der Poincaréschen Sätze der Thoorie der linearen 
Differenzengleichungen in einer gewissen Richtung heraustreten dürften. 

3) Mit Hiüfe von Hellinger 1. c. IIL Cap. kann man übrigens ableiten, daf 
allgemein das Spektrum der Jacobischen Form genau mit den Verzweigungslinien 
der Funktion w,(1) übereinstimmt. 

4) Vgl. diese Nachr. 1907 (Zur Transformation ...); der Boquemlichkeit 
halber werden nur Cosinusreihen und dementsprechend nur reelle, quadratische 
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d 1 ; as 4 
4, 4, à, à, 4 
A [ai Gi 
Us “A 0, 4, à, 
a A 4 & 4 


Satz 7: Ist f(p) eine im Intervall O bis x eindeutige, stetige oder 
doch nur mit endlichvielen Unstetigkeitsstellen erster Art (Sprungstellen) 
behaftete, also beschränkte Funktion, und sind 


1 É14 
= = f f(g) cos ny dp 
0 


ihre Fourierkoeffisienten, so ist die mit dicsen Koeffizienten gebildete 
L-Form beschränkt. 

Der Beweis ergibt sich aus dem ersten Mittelwertsatz der 
Integralrechnung. Es ist zu zeigen, daf 


a (Xi + SALE 2) + 2a,(x,x,+ rs + Lni Ta) à +24a,.,2,% 
unter der Nebenbedingung 
(1) LH. +ar = 1 


unter einer von # unabhängigen Grenze bleibt, d. h. also der Aus- 
druck 


of rIei+-+e+ a+ ta a) 008 p + 


+ (x, x,) cos (n — 1) p} dy. 
Nan ist 


(8) 0Z= (2 x, COS rpj+(Z x, sin rp} 
= Xzr,2,(cospæ cos qp+sinppsingy) — 2 x,2, cos (p—gq)p 
pq P,q 


gerade der Ausdruck in der Parenthese unter dem Integralzeichen, 
also ist dieser nicht-negativ, und mithin ist der genannte Mittel- 
wertsatz anwendbar; ist M die obere Grenze des Betrages der 
Funktion f(y), so folgt, da der Ausdruck (2) dem Betrage nach 
kleiner ist als 


L-Formen betrachtet;, den allgemeinen Fourierschen Reiïhen würden Hermitesche 
L-Formen zugehôren. Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB in jener 
Voranzeige in diesen Nachr. das Wort beschränkt als Abkürzung für absolut- 
beschränkt gebraucht wird, was weder hier noch anderwäürts festgehalten worden 
ist. Vgl. auch ,Grundlagen“, $ 5, vierte Bemerkung. 
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1 F4 
(4) PLU 12 29 2, 008 (p — à) p} dp 


1 L14 
F4 UD, [ cos (p — q) p dy; 
P:q 0 
bekanntlich ist aber 


4 0 für p +9 
cos (p — d = L 
£ METRE per 27 


mithin ist (4) gleich M(xi+...+x), dh. — M wegen der oben 
geforderten Nebenbedingung, q. e. d. 1). — 
Setzt man 


OS Er a DAT 0 et a 


Lau = 0, Tu = 0, ..., 
so erscheint 
(6) DE Pr te ere 
als ein Wert der quadratischen Form unter der Nebenbedingung 
(1); andererseits ist dieser Ausdruck das n** arithmetische Mittel 
der zugehôrigen Fourierschen Reïhe für g — 0, und gemäf der 
Theorie des Herrn Fejér konvergiert dieses mit wachsendem # 
gegen den Wert f(0) bezw. das arithmetische Mittel der Nachbar- 
werte, falls O für die Funktion f(æ) eine Unstetigkeitsstelle erster 
Art ist. Setzt man allgemeiner 


(7) = Woo + (n- 242) 9) (=. 1) 


und wiederum alle übrigen Veränderlichen gleich 0, so lehrt eine 
elementare trigonometrische Rechnung, daf 


di ++ 2 — 1 
n—1 
Lits +e+dnids = 5 COS p 
— 2 
(8) Lo Ts+ + ln = —< cos 2p 
1 
CRUE = = cos (x — 1) 


1) Dieser Beweis ist dem Beweise des Herrn Fejér für die Beschränktheit 
der von ihm betrachteten Mittel nachgebildet. Vgl. etwa Journ. f. Math. 158, 
pag. 32. 
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ist und da also der Wert der Form für das Wertsystem (7) zu- 
gleich der Wert des nt* Fejérschen Mittels der Fourierreihe für 
f(œ) ist, nun für ein beliebiges, auch von 0 verschiedenes y. Zu- 
gleich folgt aus den beiden Beweisen einerseits, daB die obere 
Grenze der Form <= der oberen Grenze der Funktion ist, anderer- 
seits das Umgekehrte; mithin stimmen beide Grenzen überein. 

Satz 8: Die Werte der Fejérschen Miltel der Fourierreihe für 
f(p) sind zugleich Werte der zugehürigen quadratischen Form für 
gewisse Wertsysteme der Variabeln, deren Quadratsumme 1 ist. 

Nimmt f(y) den Wert O nirgends an und kommt ihm auch 
nicht beliebig nahe, so kann 1/f(y) gebildet werden, genügt den- 
selben Stetigkeitsbedingungen wie f(æ) und ist beschränkt; es 
kônnen also ihre Fourierkoeffizienten gebildet werden; und die 
ersten, formalen Bemerkungen meiner Habilitationsschrift ‘) in Ver- 
bindung mit dem ,Aequivalenzsatze“ der Fourierkoeffizienten ?) 
ergeben, daB die zu 1/f(y) gehôrige quadratische L-Form, die zu- 
folge dem eben gegebenen Beweise beschränkt ist, die Reziproke 
der zu f(y) gehôrigen L-Form ist. 

Besitzt umgekehrt die zu f(æ) gehôrige L-Form eine be- 
schränkte Reziproke, so ist die aus ihr durch Iteration ent- 
stehende Form Z*, die nach dem genannten Aequivalenzsatze zu 
{f(&)}* gehôrt, ebenfalls beschränkt, besitzt auch eine beschränkte 
Reziproke und ist zugleich definit; ihre untere Grenze ist alsdann 
> 0%), und nach Satz 8 ist die untere Grenze von {f(æ)}* nicht 
unter derjenigen dieser Form gelegen, also ebenfalls = 0; mithin 
kommt f(æ) dem Wert O nicht beliebig nahe. 

Wendet man diese Bemerkungen auf die Funktion f(œ)—2À 
an, so folgt, daB die zugehôrige Form L—21EÆE dann und nur dann 
eine beschränkte Reziproke hat, wenn f(g)—2 dem Wert 0 nicht 
nahe kommt, also f(p) dem Werte 4. Das Spektrum“) der Form 
L, d.h. die Gesamtheit der Werte von À, für die L—AE keine 
beschränkte Reziproke hat, ist also nichts anderes als der Wert- 
vorrat der Funktion f(). 

Satz 9: Das Spektrum der in Satz 7 beschriebenen L-Form ist 
der Wertvorrat der Funktion f(p). _ 

Diese Betrachtungen kann man auch dann durchführen, wenn 
die Stetigkeitsannahme von Satz 7 (endlichviele Sprungstellen) 


1) Vgl. dicse Nachr. 1907 (Zur Transformation ...), Satz 2. 

2) Vgl. Hurwitz, Math. Ann. 57, pag. 429, Satz IV sowie Math. Ann. 59, 
pag. 553. 

3) Vgl. diese Nachr. 1907 (Die Jacobische Transformation ...), pag. 101—109. 

4) Vgl. ,Grundlagen“ $ 8. 
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durch die weitere ersetzt wird, daB f(y) selbst nebst seinem Qua- 
drate im Lebesgueschen Sinne integrabel ist. Und man kann dann 
auch umgekehrt, wenn irgend eine beschränkte L-Form vorgelegt 
ist, nach dem Fischer-Rieszschen Satze') eine Funktion f(y) hinzu- 
konstruieren, die diesen Bedingungen genügt, und kann dann aus 
dem passend modifizierten Satz 8 die Beschränktheit von f() 
folgern; dabei muB man nur den Begriff , Wert der Funktion“, 
wie stets in der Theorie der Lebesgueschen Integrale, in dem 
Sinne fassen, daB ein Wert, den eine Funktion nur in einer Punkt- 
menge von MaB 0 approximiert, nicht als Wert der Funktion an- 
gesehen wird. 


5. Anwendungen. 


a. Aus Satz 7 folgt die Beschränktheït vieler Formen, deren 
Nachweïis sonst Schwierigkeiten bereitet, z. B. die Existenz einer 
beschränkten quadratischen Form, die nicht absolut-beschränkt ist, 
also bedingt-beschränkt?). Die Entwicklung der einfachsten, aus 
geradlinigen Zügen bestehenden Funktionen gibt Anlaf dazu. 

b. Die Entwicklung streckenweise konstanter Funktionen in 
Fourierreihen lehrt in Verbindung mit Satz 9: 

Satz 10: Es gibt beschränkte L-Formen auch aufler der Eïinheits- 
form E, die lediglich ein Punktspektrum oder neben einem Strecken- 
spektrum noch ein Punkispektrum besitzen, endlich auch solche, deren 
Streckenspektrum aus mehreren getrennten Stücken besteht. 

c. Satz 9 gestattet ferner, einige Sätze über Fourierreihen 
abzuleiten, die eine Uebertragung des Trägheitsgesetzes der qua- 
dratischen Formen auf Fourierreihen anbahnen. Auch hier be- 
schränke ich mich der Bequemlichkeït halber auf reine Cosinus- 
reihen. Sei 


| CA 1 2 » Zn 

1 0 1 n—32 

DE Ma, t dus sai 
dy dy An-s C d | 


1) da in einer beschränkten Matrix die Quadratsumme jeder Zeile konvergiert. 
2) Die Ausdehnung dieser Betrachtungen auf Sinusreihen liefert in ähnlich 


einfacher Weise die viel behandelte Beschränktheit der Formen SN Re y 
(2.540) af 


1 
pe 25+a 


sowie eine demnächst im Journ. f. Math. 139 erscheinende Arbeit von Herrn 
J. Schur, die einfache Beweise für die Beschränktheit dieser und mannigfacher 
anderer Formen enthült. 


Zp&g Ngl. Grundlagen $5, pag. 308, vierte Bemerkung, Fufnote 
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die Determinante des nt Abschnitts einer L-Form, so ist D, = 0, 
.…, D, Z 0 die bekannte Bedingung dafür, daB der nt Abschnitt 
der L-Form eine definite quadratische Form seiner n Veränderlichen 
ist. Die Betrachtungen meiner Note ,,Die Jacobische Trans- 
formation ...“1) gestatten, dieses Kriterium unmittelbar auf qua- 
dratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen zu über- 
tragen. Auf die obige quadratische L-Form angewandt, ergibt 
dies : 

Satz 11: Jst a,+2a, cos p+2a,cos 2p+::: die Fourierreihe 
einer steligen oder auch nur einer beschränkten, selbst nebst ihrem 
Quadrate im Lebesqueschen Sinne integrablen Fundktion f(), so ist 
dann und nur dann f(œ) Z 0 für alle @, wenn sämiliche Abschnitts- 
determinanten D, Z 0 sind?) 

Sind nicht alle D, = 0, so gibt die Anzahl f, der Vorzeichen- 
folgen und w, der Vorzeichenwechsel in der Reïhe 1, D,,..., D, 
die beim Trägheitsgesetz der quadratischen Formen von n Varia- 
beln auftretenden Invarianten (f,+w, — n). Diese Zahlen stimmen 
überein mit der Anzahl der positiven und der negativen unter 
den Wurzeln der Säkulargleichung der betreffenden Form. Es 
handelt sich darum, ein Analogon davon für L-Formen zu ge- 
winnen. 

Ich ging dabei von der Bemerkung aus, daf nach Satz 11 bei 


n 


durchweg positiven Funktionen _ — 0 ist und s — 1, und daf 


äbnlich bei durchweg negativen Funktionen, z. B. bei der Funktion 


—1, nur Zeichenwechsel auftreten, also 1 si À ee ENPUEE 


Ich bemerkte dann ferner, daB bei cos { — cos y die Determinanten 
D= ne sind, da$ also z. B. für { — 10° nach 17 Zeichen- 
folgen immer ein Zeichenwechsel eintritt, während andererseits 
die zugehôrige Funktion in 1/18 des Intervall O bis 2x negativ, 
sonst positiv ist. Von da aus gelangte ich zur Aufstellung von 


Satz 12. 


1) diese Nachr. 1907. 

2) Der hier gegcbene Beweis und ebenso derjenige für Satz 12 mu durch 
Betrachtungen algebraischer Natur ergänzt werden, wenn er den Fall verschwin- 
dender D, mit behandeln soll, oder es muB die Arbeit von Carathéodory aus den 
Math. Ann. 64 benutzt werden. — Vgl. auch die neucste Untersuchung von Cara- 
théodory über diesen Gegenstand (Jahresber. d. deutsch. Math. Vereins 1910, 
Ber. über die Sitzung der math. Ges. zu Gôttingen am 28. Juni, sowie eine dem- 
nächst in den Rend. del Cire. Mat. di Pal. erscheinende Arbeit), die mir den 
unmittelbaren AnlaB zu der hier begonnenen Untersuchung gegeben hat. 
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Um zu einem Beweise desselben zu gelangen, setze man 


a — ee sin ei E® Li sr 
n 


a SIN ————— 

2 en 

Va n+i 1 ) 
nah 

PAU — 4 


Dr — SAUT ; 
5 Vn n + 1 ÿ 


@) (n) 
5 


z , x sind dann die Ecken des gemeinsamen Polar-n-eders 
der beiden Formen 


2 .2 51 
Lit +a, Li Dg + + ln En ). 
GemäB einer elementaren trigonometrischen Rechnung ist dann 


GA) ,.@) Ch) ,,(R) Ch) GUY 
LL, TA, Lust +x XL —= 


n-pH nn 
n—p se sir pps 
DEL mm) sin no 
falls Le — œ gesetzt wird, und folglich ist 


Q = (Li ++) FLAT, +. ta, Ty) LE +2a,_(x,%) 


für (x®) gleich dem nt" Fejérschen Mittel der zur betrachteten 
L-Form gehôürigen Fourierreihe, bis auf ein additiv hinzutretendes 


Glied, das wegen des Faktors e mit wachsendem # vernachlässigt 


werden kann; welche Stelle @ sich ergibt, wird davon abhängen, 
in welcher Weïise man À mit # wachsen läft. Unter sehr weiten 
Voraussetzungen, gewif aber bei jeder stetigen Funktion werden 
also die Werte von Q,(x,x) in den » Ecken des obigen Polar- 
n-eders mit wachsendem # beliebig genau die Werte der Funktion 
f(œ) in den äquidistanten Teïlpunkten des Intervalls O bis x in 
n+1 Teile approximieren; die Anzahl der positiven und negativen 
unter ihnen wird im limes sich verhalten wie die Intervalle, in 
denen f(œ) positiv und die, wo sie negativ ist, ihren Längen nach. 

Andererseits sind die Stellen x, ..., x" ebenfalls zwar nicht 
exakt, aber mit wachsendem # approximativ die Ecken eines Polar- 
n-eders von 

XX, ce Lo lys SD Ly-p41 Ln 

und es sind deshalb, nach dem Trägheitssesetz der quadratischen 
Formen, so viele positive und negative unter den Werten von Q, 
in diesen Ecken, als Folgen und Wechsel in der Serie 1, D,,..., D,; 
für abbrechende Fourierreihen ist diese Approximation leicht exakt 
durchzuüberlegen, und es folgt: 


1) Vgl. Bcispiel à in Nr. 3, sowie Iellinger, Journ. f, Math. 156, $ 3. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys, Klagso. 1910. Heft 6. 534 
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Satz 12: Sind f,, w, die Anzahlen der Vorseichenfolgen und 
-wechsel in der Serie 1, D,, D,,..., D, (f,+w, = n), so ist das Ver- 
hältnis f,:uw, im limes gleich dem -Verhälinis der Gesamtlänge der 
Intervalle, in denen f(æ) positiv ist, zur Gesamtlänge derjenigen, wo 
f(œ) negativ ist?). 

Der hier angedeutete Beweis beruht auf der Tatsache, daf 
alle Formen Q,.(x, x) im limes für # — co, d. h. daB alle Z-Formen 
ein gemeinsames ,Polartetraeder“ oder, was dasselbe ist, gemein- 
same Hauptachsen haben, deren es kontinuierlich viele gibt; und 
die Werte der Funktion f(y) erscheinen als die Längen dieser 
Hauptachsen ?). 


1) Es ist dabei vorausgesetzt, daB alle D, + O sind; vgl. die Anmerkung 
zu Satz 11. | 

2) Ein anderer, einfacherer Beweis, den ich während des Druckes dieser 
Note fand, wird dem Abdruck meiner Habilitationsschrift, 1. c. $ 5 eingefügt; er 
bezieht sich ebenfalls zunächst nur auf den Fall abbrechender Fourierreihen 
(trigonometrische Polynome), auf die Beseitigung dieser Einschränkung beab- 
sichtige ich an anderer Stelle zurückzukommen; dieselbe erfordert lediglich alge- 
braische Betrachtungen. 


Ueber den zweiten Fall des letzten Fermatschen 
Lehrsatzes. 


Von 
Felix Bernstein. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 23. Juli 1910. 


In einer oben S. 482 erschienenen Note!) ist der erste Fall 
des letzten Fermatschen Lehrsatzes — der Fall, daf die Zahlen 
a, b,c in a +b'+c — O0 zu ? prim sind — unter erweiterten 
Bedingungen bewiesen worden, welche die von E. E. Kummer in 
seiner letzten Arbeit für diesen Fall gegebenen Bedingungen als 
Spezialfall enthalten, ohne daf beim Beweise die Kummer- 
schen Kongruenzen benutzt werden. 

In der gegenwärtigen Mitteilung wird der zweite Fall des 
letzten Fermatschen Lehrsatzes unter Bedingungen bewiesen, welche 
wesentlich wiederum die E. E. Kummerschen Bedingungen als 
Spezialfall enthalten, sodaf jetzt die ganze letzte 
E. E. Kummersche Arbeit in vereinfachter und ver- 
allgemeinerter Form vorliegt. Die neuen Methoden der 
Zahlentheorie, welche insbesondere den grundlegenden Arbeiten 
von D. Hilbert”) verdankt werden, werden im folgenden be- 
kannt vorausgesetzt. 


1) Felix Bernstein, Ueber den letzten Fermatschen Lehrsatz. 

2) vgl. D. Hilbert, Die Theorie der alg. Zahlkôrper, Jahresber. d. d. 
Math. vgg. (94/95) u. D. Hilbert, Ueber die Theorie der Relativ-Abelschen 
Zahlkôürper, Gôtt. Nachr. Math. Phys. KI. 1898 p. 370; abgedruckt in Acta Math. 
Bd. 26. 
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gas 

Unter der Voraussetzung 

I. Die Klassenzahl des Kreiskôrpers K(Z) der 
lten Einheitswurzeln ist einmal und nur einmal 
durch/Zteilbar 
wird zunächst ($ 1—4) gezeigt werden, daf eine Gleichung 
(1) d'+b+c —= 0 
für ganze rationale sämtlich nicht verschwindende Zahlen, deren 
eine, etwa c, durch ? teïlbar sei, nicht müglich ist. 

E. E. Kummer (Math. Abh. d. K. Ak. d. Wiss. Berlin, 1857, 


No. 3, pg. 41—74) hatte unter den formal komplizierteren Voraus- 
setzungen 


1) daf nur eine der last ersten Bernoullischen Zahlen (die 
vte) durch ? teilbar sei, 


2 

2) daf es irgend einen komplexen Modul gäbe, für welchen 
die bestimmte Einheit ÆE,(«) (erklärt 1. c. p. 44) einer {ten Potenz 
nicht kongruent sei, | 

8) daf die v{te Bernoullische Zahl nicht durch À teilbar sei, 
ebenfalls die Unmôglichkeit des Bestehens von (1) für drei Zahlen 
a, b,c der genannten Beschaffenheit bewiesen. 

Die 2te seiner Bedingungen besagt, daf der zweite Faktor 
der Klassenzahl des Kôrpers der {ten Einheitswurzeln zu ? prim 
ist. Die {te besagt, daB der erste Faktor derselben Klassenzahl 
einmal und nur einmal durch / teilbar sei, sodaB 1) und 2) aus I 
folgen. Das Verhältnis von 3) zu I wird später erürtert werden. 

Weciterhin wird unter den gegen I erweiterten Voraussetzungen 

IL Der Kôürperzk(2) der l*’ten Einheitswurzeln ent- 
hält keine Klasse, die zum Exponenten À gehôrt 
und die Klassenzahl », des Kôürpers k(£+6*) ist zu 
{ prim, ($ 5) der zweite Fall des Fermatschen Satzes bewiesen 
werden. 


Die Klassenzahl / des Kôürpers 4(6) (& — 1) ist ein Teiler 
der Klassenzahl von X(Z) also hüchstens einmal durch !/ teilbar. 
Wir haben vorauszusetzen, daf sie wirklich einmal durch ? teilbar 
ist, du der Fall À zu ! prim erledigt ist. Wir bemerken zu- 
näüchst den 

Satz 1. Der Klassenkürper {ten Grades zu #(f) 
entspringt aus einer Einheit ee. 
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Den Beweïis dieses Satzes kann man mithilfe des von E. E. 
Kummer aufgestellten und von D. Hilbert vereinfachten be- 
sonderen Eïinheïtensystems für den Kreiskôrper, führen. (sh. D. 
Hilbert Zahlbericht $ 138#.). Einen auf allgemeineren Prinzi- 
pien bèruhenden Beweis verschieben wir, um den Gang der Dar- 
stellung nicht zu unterbrechen, auf das Ende des Paragraphen 5. 


Satz 2 Jede primäre Einheit ist reell. 


Denn aus 
(2) 8 = Ey = «(!) (n reell) 
folgt wenn « = a(l) (a rational) 
(8) Fn=d = En, 
d. h. 
(4) Fe L(r); 
(8) 2a = Of!) d.i. a = O(1). 


SE 

Es besteht der 

Satz 3 Wenn eine Einheit s des Kreiskôrpers 
b(£) unter der Voraussetzung I der Kongruenz 
(6) e=# FD) (={(-E6) 
genügt, wo « eine ganze oder gebrochene Zahldes 
Kreiskôrpersbedeutet, so ist & die /tePotenzeiner 
Einheit. 

Denn andernfalls ist & eine primäre Zabl, soda E — Ve einen 
unverzweigten Kôürper bestimmt. Wir künnen in (6) « durch die 
rationale Zahl a = «(l) ersetzen und schliefen aus $ 2 Satz 1, daf 
es und also E reell ist. Aus der Kongruenz (6) folgt (Hilbert, 
Zahlbericht pg. 400) die Zerlegung 


(7) lg Su... Sri 

in (Ve) und also 

(8) E—é£'ax = 0 (L 87021) 

oder 

(9) E = (Z'a) ((S")) 0111 
Danach definiert die Gleichung # — E wieder einen unverzwcigten 
Kürper relativ zu (Z, Ve) oder die Gleichung x = & cinen un- 


verzweisten Kôürper zu Æ(Z). Mithin wäre die Klassenzahl von 
k(Z) durch À teilbar, was zufolge [ unmüglich ist. 
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Also ist E die /te Potenz @' einer Einheit, was & — N(O) 
nach sich ziehen würde. Daher muB schon & — n° die /te Potenz 
einer Einheit in k(£6j sein. 


$ 4. 
Wir legen der Betrachtung statt (1) die allgemeinere Glei- 
chung 
(10) [eu | "LPS ë, 44)" W: 
zugrunde, wo U, V, W reelle von Null verschiedene unterein- 


ander und zu { prime Zahlen bedeuten môgen, während &, eine Ein- 
heit des Kürpers d(£) bedeute. 


Unter « verstehen wir eine zu &« imaginär konjugierte Zahl. 


Ferner nehmen wir » = k: os kZ 1 an. 
Aus (10) erhalten wir 
1—1 
(11) U+V = n,[11] 6, 


U+EV = (—6);j; 


wo j, teilerfremde zu ? prime, Ideale aus 4(£) bedeuten, während 
®, eine Zahl, », eine Einheit aus 4(£+ €") ist. In der Tat folgt 
aus den Gleichungen 


(12) (U+FÉ PF) UHEP) =" Or, 
und 
13) ECU+EV)—É(U+EV) = (É—E)U, 


da (U+6V) und (U+6V) den grôBten gemeinsamen Teïler 
( — (1—6) haben. Andrerseits würde aus 


(14) U+£V = 0(F) 

(15) U+£"V = O(!), 

also 

(16) v(£—-8) = 0() di. V = 0 


folgen, da U und V reell sind. Daher geht nur in U+ V eine 
hôhere als die erste Potenz von [ auf. 
Wir beweisen, daf j, ein Hauptideal ist. 
Aus 
(17) U+ Va COURS SET 
folgt 
3 * 
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F — nl [or Di+1 
RAS 08 D 


Nun ist die Zahl ver es vermüge 


a DEV ALLER at 


1e la nr 
die te Potenz eines Idealbruchs und vermôüge (18) primär, als ist sie, 
da nach Satz 1 $ 2 der Klassenkôrper aus einer reellen Einheit 
entspringt, bis auf eine reelle Einheït &* die {te Potenz einer ge- 
brochenen Zahl des Kürpers XÆ(f). Wir setzen 


DÉFAUT C0" 
cn ie 
Die linke Seite von (20) gleich u gesetzt, folgert man übrigens 
noch schärfer aus der Gleichung uu — 1, daB s* die [te Potenz 
einer Einheit ist, sodaB wir & — 1 annehmen künnen. 
Andrerseits ist 

DÉCRET ER # 

126 12 Er = %r 4 
wo à eine Zahl * eine Einheit aus Æ(£+ €") bedeutet, da k, zu / 
prim ist. 
Folglich ist 


(20) = #9. 


(21) 


À U+EV 

@2) ET) = 6.9), 

oder, wenn 2.2' = 1(l) ist, durch Erheben in die 2'te Potenz 
U+ÊêV 

3) D = n®, 


wo 7, eine reelle Eïinheit, 6, eine ganze Zahl in X(6), ist. 


Aus (23) folgt nun, indem wir r in {—r verwandeln und sub- 
trahieren 


DE OEM (PER 7) 


4 O!— n,0', = 2 
(24) n,9, 1,8, ne 
oder zufolge (11) und mit Rücksicht auf 7, — 7,, 
(25) O, _ oO", = e( Lei pi ryal @,, 


wo & eine Einheit aus (€) bedeutet. Die linke Seite ist das Pro- 
dukt der Faktoren 
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(26) D,.—20. 1. (a Di.) 


von denen je zwei den grôften gemeinsamen Teiler [| = (1—6) 
haben. Daher enthält nur einer die zweite und damit die 
(2m—2)1+1te Potenz von {| Wir wollen die, nur bis auf eine 
Potenz von £ als Faktor, definierte Zahl ©, so normieren, daf sie 
einer ganzen rationalen Zahl nach dem Modul !* kongruent ist. 
Dann ist die konjugierte imaginäre Zahl @, kongruent ©, nach 
dem Modul !* und es ist vermüge (26) 


(27) O. _— (CPR de ie 
Ferner ist 
(28) (@,-6"0,)(0,-5"0,) = md,(—6)(1—E8"), 


wo J,, da h, zu ! prim ist, eine reelle Zahl wird. 
Aus (27) und (28) folgt 


(29) O; — nd CR, 
oder 
(39) M 0,0. 41000) 


Nun ist 5» => 2 also (2m—2) => 2 und damit ist gezeigt, da 
6.9_. durch Multiplikation mit einer reellen Ein- 
heit primär gemacht werden kann. 


Aus (23) und (11) erhalten wir nun für r & + s(l) 
U?+Æ (& + Lo UV + 7? 


31 7 or = 7;,(0,0.,) 
Sr Le) A) EE 
und 

(32) DL LUS pu — UOEEr 6 


woraus durch Elimination von U*, UV, W? 


%; (©, 9.) "& ns (@, 9.) " 
(33) dé” AËT Sn brt (On @° 
(Te SÉDG — É) (Lesien 
folgt. Da nun, wie gezeigt, 6,.@., und @,.0., durch Multiplika- 
tion mit passenden reellen Einheiten primär gemacht werden kann, 
so crbält man nach Division mit Einheiten eine Gleichung der 
Form 
(34) U* L n* | Le SITE MO, 
wo 7* und &* Einheiten, U* und V*# reclle primäre Zahlen be- 
deuten, die, wie aus (12) und (13) zu schen, teilerfremd sind. 
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Danach ist 


% De (@m—1)1+ 1 
(85) m= (7) (os) 
bte F : , 
und da, vermüge 3 = a(l), De = «à (F1) ist, so ist, unter 
Rücksicht auf 2m — 1 > 2 
(36) mt = d'(P.N. 


Also ist nach Satz 3, $ 3 n* die {te Potenz 7 einer Einheit #, die 
wir so normieren kôünnen, da sie reell wird. D.h. er besteht 
in reellen teilerfremden, zu ! primen, Zahlen U,, V, W, eine Gilei- 
chung 


(87) VER = D UÈNW;, 
wenn 
(38) Dim oD* PV, = Vin W, = 0! 


gesetzt wird, von derselben Form, wie (10). 
Die Gleichung 


(39) (W) = (6,.01...0,:) 
zeigt, da$f W, — @, weniger Primideale enthält, als W, aufer, 
wenn alle 6,,..., @,, Einheïten sind. Dann aber würde vermüge 
der Gleichung (23) 

U+Er ; 
(23) ïl = a entr O,, 


wo 7, eine reelle Eïinheit ist und wo @; als [te Potenz einer 
Eïinheit von k(£) ebenfalls reell ist, folgen 
DO PR 
EST en MEET 


(40) 


oder 
(41) V = —U, 
was nach der Voraussetzung unmôglich ist. 

Danach mimmt die Anzahl der Primfaktoren, die in den auf 
gleiche Weiïise gebildeten Zahlen W, W,, W,,... aufgehen, unbe- 
grenzt ab, was gegen den Satz der Endlichkeit der Primfaktoren- 
zerlegung verstôht. 


LRpox 
Unter den erweiterten Voraussetzungen 
IL Der Kôrper k(Z) der lten Einheitswurzeln 
enthält keine Klasse, die zum Exponenten } ge- 
hôürt, und dieKlassenzahl , des Kôrpers K(£+6") ist 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1910. Hoft 5. 3b 
33 # 
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zu ? prim, wird die Unmôglichkeit des Bestehens 
der Gleichung (1) unter den gleichen Annahmen 
über a,b,c wie in $1 bewiesen werden. 

Unter den gegenwärtigen Voraussetzungen besteht der 

Satz 4 Jede primäre Zahl, die {te Potenz eines 
Ideals ist,ist bis auf eine primäre Einheit, die [te 
Potenz einer Zahl D.h.die rel. cyklischen Klassen- 
kôrper X, vom Grade !{ entspringen aus Einheiten. 


Die Klassen von k(£) lassen sich in der Form darstellen 
(42) Ce, 
wo c eine Klasse aus Æ(£ + 6") bedeutet und 


(43) Ce = 1 
ist. Die Klassen, deren /te Potenz die Hauptklasse ist, werden 
ausführlicher in der Grestalt 


ma) où... Ce. . ie ÉD (Xi, —"01...1=1) 


dargestellt, welche infolge unserer Annahme daB Æ(£+ €") eine zu 
! prime Klassenzahl besitzt, hier in die speziellere Form 
(45) ARE Ed 1 à 
übergeht. 
Zu der Kongruenz 
(46) X, = 0(!) 
gehôüre die singuläre Primärzahl M. Zur selben Kongruenz ge- 


hürt die singuläre Primärzahl M, welche zu M imaginär konju- 
giert ist, da die Gruppen 


(47) CAL RTE 0" 
und 
(48) DC (À QU 
vermüge (43) übereinstimmen. 

Also ist . 
(49) M = M°f 
und also 
(50) M = M““(B6‘), 
WoTraus 
(51) a —1 = O(!) 


folgt, da M nicht die {te Potenz einer Zahl ist. 
à + 
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Wäre nun 
(52) a = —1(), 
so wäre 
(53) MM = y 


oder es wäre in dem Kürper (VM,£) ein unverzweigter relativ- 
cyklischer Kôrper zu 4(£+ 8) enthalten. Da dies aber die Teil- 
barkeit von k, durch ! zur Folge hätte, so kann zufolge der Vor- 
aussetzung nur 


(4) a = +1(1) 
stattfinden. Es ist also 
(Bb) M = My 
und also 
(56) M = (MM)"#!, 
wenn 2.2’ = 1(/) ist. Ist nun unter D ein Ideal verstanden 
(57) (M = 5! 
so ist 
(6?) (MM) = (bb) 
und da 

bb eo 1 
ist, so wird 
(58) MM = «#1, 
was in Verbindung mit (56) 
(59) M = 1n.% 


liefert. Die Einheit m ist überdies als primäre Einheit reell, 
womit unser Satz bewiesen ist. Ferner besteht wie früher 
der Satz 8 Von nun an verlaufen alle Schlüsse wôrtlich 
wie früher, und es ist die Unmüglichkeit des Bestehens der 
Gleichung (1) unter den neuen Voraussetzungen erkannt. 

Man erkennt beiläufig durch die vorstehende Betrachtung, daf 
die singulären Primärzahlen die zu Kongruenzen 

X, = O(!) 

gehôüren, stets reell sind. 

Verstehen wir also unter 
G, die Anzahl der Kongruenzen X, = O(!) die zu singulären Ein- 

heiten gehôren, 
G, die Anzahl der Kongruenzen X; = O({), die zu singulären 

Zabhlen, die nicht Einheiten sind, 
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g die Zahl der Kongruenzen x, = O(), 

so besteht also die Relation 

(45) G, £y. 

Aus der Bedingung uwu = « für singuläre Zahlen, die zu einer 
Kongruenz x, = O(!) gehôren, folgt die Ungleichung 

(46) Jet 


Die Ungleichung (46) hat Herr E. Hecke!’) kürzlich bewiesen. 
Ist also » nur einmal durch ? teilbar, und also 


(47) G+g = 1, 
so folgt aus (45) und (46) 
(48) g=0, G—0, G = 1, 


womit der Satz I $ 2 bewiesen ist. 


1) E. Hecke, Über nicht-reguläre Primzahlen und den Fermatschen Satz. 
Gôtt. Nachr. 23. Juli 1910. 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XXIV. 
Von 


0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 29. Oktober 1910. 


Die Hydrierung ungesättigter Kohlenstoffverbindungen unter 
Auflôsung der mehrfachen Kohlenstoffbindungen ist auf verschie- 
denen Wegen durchführbar, nämlich erstens unter Anwendung 
chemischer Reduktionsmittel, welche geeignet sind, aus saurer oder 
alkalischer Quelle naszierenden Wasserstoff zu liefern und zweitens 
unter Anwendung von molekularem Wasserstoff bei Gegenwart 
eines Katalysators. Die erste, ältere Methode ist von begrenzter 
Anwendbarkeit, da nur Doppelbindungen von bestimmter Lage im 
Molekül sich dabei reduzierbar erweisen und sie hat auBerdem den 
Nachteil, da unter dem EinfluB (sauerer oder alkalischer) chemi- 
scher Reagentien ungesättigte Verbindungen sehr leicht Umlage- 
rungen erleiden kônnen. Die zweite Methode ist erst in neuester 
Zeit in Aufnahme gekommen. Sabatier und Senderens haben 
bekanntlich mit grofiem Erfolg unter Verwendung von Nickel 
als Katalysator u. a. die Überführung von Benzolverbindungen in 
vollkommen hydrierte cyklische Verbindungen vollziehen künnen. 
Man bedarf aber, um die Reaktion durchzuführen erhôhter Tem- 
peratur. Einer solchen darf man veränderliche Verbindungen, wie 
es z.B. viele Kürper der Terpenreihe sind, nicht aussetzen, auch 
benôtigt man für Durchführung der Versuche relativ grofier Sub- 
stanzenmengen. Weit geeigneter ist für Laboratoriumszwecke die 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton, Math-phys. Klasse. 1910. Hoft 6. 36 
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von Paal') ausgearbeitete Methode, bei der, unter Verwendung 
von metallischem Palladium als Katalysator, die Reaktion bei 
gewôhnlicher Temperatur verläuft und die sich auch mit 
gutem Erfolg mit ganz kleinen Substanzmengen durchführen läft. 
Ein etwas verändertes Verfahren wendete Skita?) an, ferner 
Vavon*) und endlich $S. Fokin‘), der aber ausdrücklich angiebt, 
da$ cyklische Verbindungen mit Doppelbindungen in den Tem- 
peraturgrenzen von Zimmertemperatur bis 100° nicht merkbar rea- 
gierten. 

Aus bestimmter Veranlassung hatte ich die Paal’sche Me- 
thode zwecks Reduktion einiger ungesättigter Verbindungen der 
Terpenreihe angewendet, bei denen andere Methoden überhaupt 
nicht in Frage kommen konnten. Dabei habe ich das von Paal 
ausgearbeitete Verfahren als eines der wertvollsten neueren Hilfs- 
mittel für die Erforschung der ungesättigten alicyklischen Ver- 
bindungen schätzen gelernt, dessen systematische Verwendung die 
Klärung einer ganzen Reihe noch ungelôüster Fragen verspricht. 
Der unschätzbare Vorzug der Methode in ihrer Anwendung auf 
Terpenverbindungen liegt zunächst darin, daf man die zu behan- 
delnde Substanz unter Bedingungen mit Wasserstoff beladen kann, 
unter denen jede Umlagerung ausgeschlossen ist. Die Reaktionen 
verlaufen bei gewôhnlicher Temperatur und man bedarf gar keiner 
oder hôchstens indifferenter Lüsungsmittel für die zu reduzierende 
Substanz. Besonders zeigte sich aber — und das ist das wesent- 
lich Neue, was hier hervorzuheben ist — daf das Anwendungs- 
gebiet des Paal’schen Reduktionsverfahrens ganz bedeutend über 
das hinausgeht, was wir mit Hülfe der eigentlich chemischen Re- 
duktionsmethoden überhaupt erreichen künnen. Es lassen sich mit 
Hülfe des Palladium- Verfahrens bei gewübnlicher Temperatur 
Kpohlenstoff- Bindurgen durch Wasserstoffaddition auflüsen, die 
anderen Reduktionsmitteln Widerstand entgegen 
setzen. 

So erweisen sich z.B. bei mehrfach ungesättigten Ketonen bei 
Anwendurg der bisher üblichen Reduktionsmethoden nur solche 
Acthylenbindungen durch Wasserstoffaddition auflüsbar, die dem 
Carbonyl benachbart liegen. Die Paal'sche Methode gestattet alle 


1) Paal, Ber. 38, 1398, 2414 (1905); 40, 1392. 2201 (1907) 41, 805. 818. 
2973. 2982 (1908); 42, 1541. 1553. 2289. 2930 (1909). 

2) Skita, Ber. 41, 2938 (1908); 42, 1627 (1909). 

5) Centralbl. 1910. I, 358. 

4) S. Fokin, Centralbl. 1908, II. 1996. Z. f. ang. Chemie 22, 1451. 1496 
(1909). 
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überhaupt vorhandenen Aethylenbindungen zu reduzieren. Als 
Beiïspiel diene das Carvon (1), das unter dem EinfluB von naszie- 
rendem Wasserstoff aus saurer oder alkalischer Quelle nur bis zu 
dem Bihydrocarvon (Il) reduzierbar ist (bezw. bis zu dem zu- 
gehôürigen ungesättigten Alkohol), während es sich mit freiem 
Wasserstoff bei Gegenwart von Palladium leicht zu gesättigtem 
Tetrahydrocarvon (III) abwandeln läft: 


. LE 
O (0) 
l CHe l CH 
CH< et CHR 
SNL ru die due SN 
Carvon Dihydrocarvon 
C10 H140 Cio Hi6 O 
IIT. 
O0 
__ CH 
CH )—CHe 
2774 CH: 
Tetrahydrocarvon 
Cio His O. 


Man ist nunmehr also im Stande das Carvon direkt und leicht 
in aktives Tetrahydrocarvon umzuwandeln, was bis dahin 
auf keine Weise müglich war. 

Ebenso kann man in anderen Verbindungen durch freien Wasser- 
stoff bei Anwesenheit von Palladium Aethylenbindungen zur Re- 
duktion bringen, die bisher als nicht direkt durch Wasserstoff 
auflüsbar galten. Dafür werden im folgenden eine ganze Reïhe 
von Beispielen mitgeteilt werden. Diese Môglichkeit, Kohlenstoff- 
Doppelbindungen zu lôsen, an welcher Stelle des Moleküls 
sie auch liegen mügen, ist jedenfalls ein Fortschritt, der 
grade für die Chemie der alicyklischen Verbindungen von beson- 
derer Bedeutung ist. 

Es kommt hinzu, daB durch Palladium- Wasserstoff die Kohlen- 
stoff- Doppelbindungen so viel leichter gelôst werden, als die 
Doppelbindung z. B. von Sauerstoff an Kohlenstoff, da man 
bei der Reduktion ungesättigter Ketone die Reaktion so leiten 
kann, daB so gut wie gar kein Alkohol auftritt, der Verbindungs- 
typus, von dem man ausgeht, also erhalten bleibt. Das gelingt 
in bestimmten Fällen ja auch bei Anwendung der gewühnlichen 

36* 
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Reduktionsmethoden‘), aber weitaus nicht so leicht und so voll- 
kommen. Vor allen Dingen fallen bei Anwendung des neuen Ver- 
fahrens alle die unangenehmen Nebenerscheinungen fort, Verhar- 
zung, reichliche Pinakonbildung u. s. w., welche bei der Reduktion 
ungesättigter Ketone sich sonst so unliebsam bemerklich machen. 
Infolge dessen sind die Ausbeuten an den reduzierten Produkten 
meist sehr gute. 

Was die technische Ausführung der Versuche betrifft, so ist 
den exakten Angaben von Paal kaum etwas hinzuzufügen. Eine 
wesentliche Bedingung für das gute Gelingen der Versuche ist 
aber, da man die zu reduzierenden Substanzen in môglichst reinen 
Zustand verwendet. Ungesättigte Terpenverbindungen z. B., welche 
längere Zeit aufbewahrt waren, enthalten (infolge von Sauerstoff- 
aufnahme u.s.w.) stets Fremdsubstanzen, welche schädigend auf 
den Katalysator einwirken, so daB die Reaktionen vorzeitig zum 
Stillstand kommen und urbefriedigende Resultate geben. Sind die 
Reduktionen nicht vollständig verlaufen, so kann man ungesättigte 
Anteile natürlich durch Behandlung mit Permanganat entfernen. 

Im Folgenden wird an einer Reïhe von Beispielen die An- 
wendbarkeit des Verfahrens auf verschiedenartige Verbindungs- 
typen namentlich aus der Gruppe der alicyklischen Substanzen 
illustriert werden. Bei der praktischen Durchführung der Re- 
duktionsversuche bin ich in sehr geschickter Weise von Herrn Dr. 
Hans Tiedtke und Dr. Paul Virck unterstützt worden. 


I Reduktion ungesättigter cyklischer Alkohole. 
1) Darstellung von p-Menthanol (8) aus «-Terpineol. 


. Zur Reduktion wurde reines inaktives «-Terpineol vom Schmelz- 
punkt 35° verwendet. Die Wasserstoffaufnahme erfolgt schnell 
und vollständig in dem Sinn: 


slt CH LIT CH 
4/0 ge VA as 3. 4 
CH >» COR 7 CH > COX 


a-Terpineol, Cio H17 OH Menthanol (8). Co H19 OH. 


Das Menthanol (8) hat folgende Eigenschaften : 


Siedepunkt 209—210° ohne jede Zersetzung. 
do — 0.905, np — 1.4629 bei 20° 


1) Wallach, Terpene und Campher, 122, 6. 
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Berechnet für C1o His OH Gefunden 
M 47.55 47.47 


0.2060 gr gaben 0.5790 CO: und 0.2401 H:0 


Berechnet für C10 H20 O Gefunden 
C 76.85 76.66 
H 12.99 13.03 


Das Phenylurethan des gesättigten Alkohols schmilzt nach 
dem Umkrystallisieren aus Methylalkohol bei 115—116°. 

Die Reduktion des «-Terpineols zum Menthanol (8) ist in- 
zwischen auch Béhal' nach der Sabatier’schen Methode gelungen. 
Die von Béhal für das Präparat angegebenen Eigenschaften 
(Siedep. 206—208°, do — 0.912, nn — 1.4687) stimmen ziemlich 
gut mit den oben mitgeteilten. Für das Phenylurethan giebt 
Béhal den Schmelzpunkt aber 94—95° an. Es bezieht sich das 
wahrscheinlich auf ein optisch aktives Präparat während ich 
bisher nur das inaktive «-Terpineol der Reduktion unterworfen 
habe. 

Die Beobachtungen Béhals über das Verhalten des Men- 
thanol (8) gegen Wasser abspaltende Agentien, stimmen ganz mit 
den meinen überein. Man erhält daraus leicht das von mir früher 
beschriebene semicyklische 74(8)-Menthen 


—_— CE 
HR UNEn 
CH We es om, 


von dem aus man, wie ich s. Z. nachwies, zum Menthon gelangen 
kann ?). 


2) Darstellung von p-Menthanol (1) (tertiärem Carvomen- 
thol) aus B-Terpineol. 


Das B-Terpineol (Schmelzp. 32°) läfit sich ebenso leicht redu- 
zieren wie «-Terpineol 


OH 
| CH:2—CH2 


OH 
CH 
CH— CC DCH-C pre 


CH 
CH>— CH CH NCH:—CHr/ 
B-Terpineol p-Menthanol (1). 
| 1) Centralbl. 1910. II. 615. 
2) A. 360, 72. (1908). 
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Das Menthanol (1) ist schon vor längerer Zeit zuerst von 
v. Baeyer') auf einem Umweg aus Carvomenthen dargestellt 
worden. Ueber Eigenschaften der reinen Verbindung, die zu ihrer 
Charakterisierung beitragen kônnten, ist aber noch nichts bekannt. 
Diesbezüglich kann nun Folgendes mitgeteilt werden. 

Das Menthanol (1) siedet bei 208—209° ohne Zersetzung und 
zeigt do — 0.9000, nn — 1.4619 bei 20° 


Berechnet für C10 H19 OH Gefunden 
M 47.55 47.64 
0.2294 gr gaben 0.6463 CO: und 0.2646 H: 0 
Berechnet für C1o H20 O0 Gefunden 
C 76.85 76.84 
H 12.99 12.90. 


Das Phenylurethan des p-Menthanol (1) schmilzt bei 100 
—101°. 

Beim Erwärmen mit Chlorzink spaltet der Alkohol sehr leicht 
Wasser ab. Der entstehende Limonen-artig riechende Kohlen- 
wasserstoff Cio His zeigt folgende Konstanten: 


Sicdepunkt 174—175°, des — 0.821, np — 1.4551 bei 21° 


Berechnet für Cio His Grefunden 
M 45.63 45.61. 


Die Molekularrefraktion deutet auf das Fehlen einer semi- 
cyklisch-n Bindung. Das auf dem angegebenen Wege dargestellte, 
jetst sehr zugängliche Präparat besteht also überwiegend oder 
ganz aus Z'-Tetrahydro-p-Cymol (Carvomenthen) 


CH | >—CH (CH) 
Die mitgeteilten Konstanten stimmen mit denen überein, welche 
für den auch nach anderen Methoden gewinnbaren Kohlenwasser- 
stoff in der Literatur sich finden. 
Synthese von Carvotanaceton aus Carvomenthen. 


Carvomenthen verbindet sich mit Nitrosylchlorid. Das 
erhaltenc Nitrosochlorid (Cio His NO Cl} erwies sich als nicht 
ganz cinheitlich. Beim Umkrystallisicren aus Aceton oder Me- 
thylalkohol erhält man neben relativ schwer lüslichen, bei 95 —96° 


1) Pcr. 26, 2270 (1493). 
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schmelzenden Krystallen auch niedriger (bei 75° beginnend) schmel- 
zende Anteile. Zur weiteren Verarbeitung kam zunächst das bei 
95° schmelzende Produkt. Es liefert mit Piperidin ein in Methyl- 
alkohol ziemlich schwerlôüsliches in Nadeln krystallisierendes bei 
159° schmelzendes Nitrolpiperidid. Durch Chlorwasserstoff- 
Entziehung (mit Natriumacetat in Eisessiglôsung) kommt man zu 
einem festen Oxim. Aus diesem wurde das Keton regeneriert 
und in das Semicarbazon verwandelt. Die erhaltene gut kry- 
stallisierte Verbindung schmolz nach dem Umkrystallisieren bei 
177—178°, 

Das aus dem reinen Semicarbazon nochmals regencrierte Keton 
wurde durch Erwärmen mit einer methylalkoholischen Lüsung von 
Hydroxylamin oximiert. Das Oxim schmolz bei 93—94° und gab 
mit Carvotanacetoxim gemischt keine Schmelzpunktsdepression. 

Es liegt also in dem aus Carvomenthen erhaltenen Keton 
i-Carvotanaceton vor und damit eine neue Synthese dieses 
Ketons. 

Die Abwandlung des B-Terpineols in Carvotanaceton schlieft 
auch eine Ueberführung des tertiären Alkohols in Tetrahydro- 
carvon ein, zu dem Carvotanaceton bekanntlich leicht reduzierbar 
ist’). Der Verlauf des Vorgangs erhellt aus folgenden Formel- 
bildern : 


CH: CH CH: CH 
0H ge | La 
\ / $ 7 \ fe NZNOH 
PROS ei . ) = ne 
4 D > ne 
CH: C—CH CH(CH3)2 CH(CHs} CH (CH) 
B-Terpineol Carvomenthen 
CH: CHs Fe 
| | 
ZNSNOH f de FN=0 
| | 
LA | | “réa ad > | 
x » 4 | 
CH(CH3} CH(CH3) CH (CH)2 


Carvotanaceton Tetrahydärocarvon. 


1) Ber. 28, 1960 (1895). 
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3) Reduktion des Sylveterpineols. 


Die Konstitution des Sylveterpineols, das man aus Syl- 
vestrenbihydrochlorid leicht erhalten kann’), ist noch nicht fest- 
gestellt. Giebt man dem Ausgangskôrper die Formel: 


CH: 


or 


Ne 
Hi ‘é GE huge 


He A CH—CCI 
CH NCH3 


so sind, was die Stellung des Hydroxyls betrifft, 2 Môüglichkeiten 
gegeben, während für die Lage der Doppelbindung im ungesättigten 
tertiären Alkohol mehrere vorhanden sind. Für das hydrierte 
Sylveterpineol kommen aber nur die beiden Formeln 

CH: H3 
OH 


C 
———CH —-—C(OH) 
CH 1 D Non md CHU > om 
in Betracht. Zwischen beiden wird die weitere Untersuchung 
leicht eine Entscheidung zu treffen erlauben?). Vorläufig sei hier 
nur erwähnt, daB das Sylveterpineol auch leicht Wasserstoff auf- 


nimmt und daf das Bihydrosylveterpineol (m-Menthanol) 
folgende Eigenschaften aufweist : 


Siedepunkt 206—208°, dis — 0.9090, nn — 1.464 bei 18° 


Berechnet für C1o H19 OH Gefunden 
M 47.55 47.40. 


Das Phenylurethan des gesättigten Alkohols bildet sich 
langsam und ist sehr lôslich. Nach dem Umkrystallisieren aus 
verdünntem Methylalkohol schmilzt es bei 71—74. Beim Er- 
wärmen mit Chlorzink spaltet der Alkohol leicht Wasser ab und 
es entsteht ein m-Menthen von folgenden Eigenschaften: | 


Sicdepunkt 168—169°, do — 0.8180, no — 1.456 


Berechnet für Cio His FF Gefunden 
M 45.63 45.82 
1) Annal. 357, 74 (1907). 


2) Allerdings ist im Auge zu behalten, daB auch ein Gemisch beider Isomerer 
vorliegen kann. 
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Analyse: 
0.1026 gr gaben 0.3278 CO: und 0.1215 H:0 
Berechnet für Cio His Grefunden 
C 86.87 87.13 
H 13.13 13.25. 


Bemerkenswert ist, daB dieser Kohlenwasserstoff der Meta- 
Reïhe niedriger siedet als die auf analogem Wege entstehenden 
Para-Verbindungen. 

Dies m-Menthen ist schwerlich einheitlich. Seine erhühte 
Molekularrefraktion deutet auf die Anwesenheit eines Kobhlen- 
wasserstoffs mit semicyklischer Bindung hin. 

Bei der Einwirkung von Nitrosylchlorid entsteht langsam ein 
Nitrosochlorid. 


4) Reduktion des Pinolhydrats. 


Das i-Pinolhydrat (Schmelzpunkt 131°), Cio His O2, nimmt 
auBerordentlich leicht Wasserstoff auf und verwandelt sich dabei 
in eine bei 139—140° schmelzende Verbindung C1o H20 O2. 


1) 0.3409 gr gaben 0.8662 CO: und 0.383568 H2 0 
2) 0.1884 gr gaben 0.4803 CO: und 0.1996 Hz O 


Berechnet für C10 H20 O2 Gefunden 
110439 
C 69.71 69.30 69.53 


H 11.71 LITE T:86;. 


Für das Pinolhydrat nimmt man auf Grund eingehender Ex- 
perimentaluntersuchungen!) die Formel I an und der hydrierten 
Verbindung sollte man demnach die Formel II zuerkennen 


1 IT 
CH3 CH 
b La 
CH/ CH OH H de CH OH 
| 
HO JCH: HO CH 
CH CH 
| 
Co (CH C (OH) (CHs)a 


1) Annal. 291, 358 (1896). 
3 à 
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Formel II ist nun identisch mit der Verbindung, die als Hy- 
dratisierungsprodukt des Bihydrocarveols erhalten werden kann 


CH3 CH: 

| € 

CH H 
Hi c/NCE OH Ho Le OH 
Hs 63e er TL, H d CH: 

da da 

| ,CHs d 

C (OH) (CH3} 

un 

Bihydrocarveol 2.8 Menthandiol 


Letztere Verbindung ist von Rupe und Schloschoff!) 
durch Schütteln von Bihydrocarveol mit 35 ‘Joiger Schwefelsäure 
gewonnen. Ich habe dann gefunden, daf sie viel glatter entsteht, 
wenn man ganz verdünnte Säure für den Zweck verwendet ?). 
Während nämlich bei der Verwendung der konzentrierten Säure 
ein groBer Teil des Produkts verharzt, erhält man die Verbindung 
sogleich ganz rein und in vorzüglicher Ausbeute, wenn man Bi- 
hydrocarveol eine Reïhe von Tagen mit etwa 3 ‘/oiger Schwefel- 
säure schüttelt. 

Das Glycol ist optisch aktiv und von Rupe und Schloschoff 
in der Rechts-Modifikation dargestellt. Ich habe auBer der 
Rechts- auch die Links-Modifikation gewonnen. Beide schmelzen 
glatt bei 112—113° und sieden unzersetzt bei 265—270° (unc.). 
Baeyer und Henrich”), die die Verbindung aus Bihydrocarveol- 
bydrobromid darstellten, geben als Schmelzpunkt 110,5—112° an. 
Eine zweite, in Benzol schwerer Ilüôsliche, bei 103—104° 
schmelzende Modifikation, wie sie Rupe und Schloschoff be- 
obachteten, habe ich bei dem von mir eingehaltenen Darstellungs- 
verfahren nicht aufgefunden. Nur in den letzten Mutterlaugen von 
der Krystallisation der Substanz aus wässriger Lôsung fanden 
sich kleine Mengen niedriger schmelzender Anteile, die aber vor- 
läufig zur näheren Untersuchung nicht ausreichten. Man kann 
nämlich das Bioxyterpan sehr gut aus Wasser umkrystallisieren, 
in dem es nicht ganz leicht lôslich ist. Man benutzt zur Lôsung 
zweckmäBig auf 1 Teil Glycol 15 Teile kochendes Wasser. Nimmt 
man weniger Lüsungsmittel, so entsteht beim Erwärmen ein Oel, 


1) Ber. 38, 1722 (1905). 
2) Annal. 360, 102 (1908). 
3) Ber. 28, 1589 (1895). 
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das sich nicht klar Ilôst. Die Drehungsintensität ist für die 
d-Modifikation von Rupe und Schloschoff bestimmt und zwar 
[«lo — +20,55° gefunden. 

Eine Bestimmung des Werts für die l-Modifikation ergab 
Folgendes: 
S — 0.9694, L (Alkohol) — 8,914, d — 0,813, p — 9,81 
t= 180,1 =: 1dm;t « —-1°41' 

[lo — — 21,07 

Die Uebereinstimmung ist also eine gute. Nun wurden gleiche 
Mengen der d- und I-Modifikation des Bioxyterpans in alkoholischer 
Lôsung vermischt und krystallisieren gelassen, in der Erwartung, 
es würde auf diese Weïise das bei 139—140° schmelzende Produkt 
erhalten werden, das durch Reduktion von i-Pinolhydrat entsteht. 
Das Resultat entsprach aber nicht dieser Erwartung. Das bei 
Vermischung gleicher Moleküle der d- und 1-Verbindung erhaltene 
Produkt schmolz bei etwa 108—109° und war erheblich lôslicher 
in Wasser als die inaktive Verbindung aus Pinolhydrat. Damit 
ist die oben gegebene Formel für Pinolhydrat noch keineswegs als 
unzulässig erwiesen, denn die Verbindung enthält zwei asymme- 
trische Kohlenstoffatome und kann daher in mehreren inaktiven 
Modifikationen existenzfähig sein. Immerhin bedarf der Gegen- 
stand einer weiteren Untersuchung, die u. a. auch auf die Reduk- 
tionsprodukte des aktiven Pinolhydrats (Sobrerols) erstreckt 
werden soll. 

Vorläufig sei noch erwäbnt, daB an Pinol selbst sich gleich- 
falls leicht Wasserstoff addieren läft. Das so entstehende Bihy- 
dropinol ist aber noch nicht näher untersucht worden. 


I Reduktion ungesättigter Ketone \). 
5) Reduktion von Carvon und Eucarvon. 

Zur Verwendung kam d-Carvon, das durch Schütteln mit Na- 
tronlauge von beigemengtem Carvacrol befreit war. Das Keton 
absorbiert mit grôfter Lebhaftigkeit Wasserstoff und zwar 4 Atome. 
Als Endprodukt der Reaktion erhält man 1-Tetrahydrocar- 
von. Das gegen Permanganat beständige Präparat zeigte folgende 
Konstanten: 

Siedepunkt 220—220,5° dro — 0.9045, no — 14558. 

Diese Werte zeigen vollkommene Uebereinstimmung mit denen, 
welche früher von mir gefunden sind ?). 

1) Man vergleiche dazu auch die Versuche von Skita, B. #1, 2938 (1908) 


und 42, 1627 (1909). - 
2) Ann. 277, 135 (1893). 
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Dasselbe gilt für den Schmelzpunkt des Semicarbazons 
(Schmelzp. 186—189°) Das Oxim erwies sich dagegen als nicht 
ganz einheitlich. Nach dem Umkrystallisieren aus Alkohol wies 
es, neben Prismen von richtigem Schmelzpunkt, schwerer lôsliche 
Nadeln von etwas niedrigerem Schmelzpunkt auf. Die Ursache 
für diese Erscheinung bleibt noch aufzuklären. 

Bemerkenswert ist, da (ebenso wie das Dihydrocarvon auch 
das Tetrahydrocarvon, das aus dem Rechts-Carvon direkt 
entsteht, links drehend ist. Für das auf dem neuen Wege dar- 
gestellte Präparat wurde gefunden (1 — 1 dm) 


a« — —22°3l", woraus {op — — 24,88. 


Die Untersuchung einer alkoholischen Lôsung ergab etwas 
hôhere Werte: 


S = 15538, L (Methylalkohol) = 11,355, p — 11,76% 
d — 0.806, + — 19, 1 — 1dm, « — —2°39 
[ulo — — 27,95. 


Selbstverständlich wird man unter Anwendung von l-Carvon 
zum d-Tetrahydrocarvon gelangen. Während bisher die aktiven 
Modifikationen des Tetrahydrocarvons nur auf mühevollem Umwege 
(durch das Phellandrennitrit oder Carvotanaceton hindurch) ge- 
wonnen werden konnten, steht nun eine sehr bequeme und elegante 
Darstellungsweise direkt aus Carvon zu Gebote. 

Von praktischem Wert ist weiter, daB auch Eucarvon sich 
mit Palladium-Wasserstoff glatt bis zum Tetrahydroeucarvon 
reduzieren läft, das man bisher nur in sehr geringer Ausbeute und 
in schwer rein darzustellender Form aus Eucarvon gewinnen konnte. 
Das auf dem neuen Wege erhaltene Keton zeigte folgende Eigen- 
schaften : 

Siedep. 208—209°, dis — 0.9095, np — 1.4568. 

Der Geruch der Substanz, die nunmehr einer erneuten ein- 
gehenden Untersuchung unterworfen werden soll, ist dem des 
Menthon sebr ähnlich. 


6) Darstellung von Hexahydro-p-acetyltoluol 
CHi—Q  )—COCR. 


(Mitbearbeitet von F. Ritter.) 


Zu dem vollkommen hydrierten Hexahydro-p-acetyltoluol 
kann man auf verschiedenen Wegen gelangen. 
1) Man geht von dem leicht erhältlichen semicyklischen Kohlen- 
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wasserstoff y >—=CH CH: aus), und addiert an diesen 


Nitrosylchlorid. Wenn man die entstehende Verbindung, die man 
in ihrer monomolekularen Form 
C1 NOH 


CHr— CH) | 
6 DS CeGeCH. 


CHs—CH 
DS CH CHA 


schreiben kann, in Eisessiglüsung mit Zink behandelt, so wird das 
CI durch H ersetzt und das NOH durch Sauerstoff, indem, wie in 
anderen ähnlichen Fällen, ein Imin entsteht, das sich dann hydro- 
lytisch spaltet. Gleichzeitig entsteht ein Gemenge gesättigter und 
ungesättigter Base, also | 


CH SCH(NH:).CHe und CH CH (NH) CH. 

Das gesättigte Keton kann man leicht in Form seines Semi- 

carbazons vom Schmelzpunkt 159° abtrennen und aus letzterem 
regenerieren. 


Analyse des Semicarbazons: 
0.1554 gr gaben 0.3485 CO: und 0.1256 H:0 


Berechnet für Co H1i6 N. NHCO NH: Gefunden 
C 60.80 61.15 
972 9.66. 


2) Man kann aus dem erwähnten Nitrosochlorid das Oxim des 
4°-Tetrahydro-p-Acetyltoluols gewinnen und das daraus darstell- 
bare mehrfach schon besprochene ungesättigte Keton *) 

CH<  Ncocm 
Ne 
in alkoholischer oder ätherischer Lôüsung mit Natrium reduzieren. 
Man erhält dabei zunächst den zugehôrigen. Alkoho!l, den man 
dann zum Keton oxydiert. 

8) Zu viel besseren Resultaten gelangt man, wenn man das 
ungesättigte 2°-Tetrahydro-p-acetyltoluol mit Wasserstoit 
bei Gegenwart von Palladium reduziert. Man erhält dabei in so 
gut wie quantitativer Ausbeute direkt das gesättigte Keton. 

Das Hexahydro-p-Acetyltoluol weist folgende Eigen- 
schaften auf: 


1) Ann. 360, 52 (1908); 365, 271 (1909); 374, 202 (1910). 
2) Annal. 374, 206 (1910). 
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Siedepunkt: 195—197°, dis — 0.9055, np — 1.4509 bei 18 


Berechnet für Co H1ie O Gefunden 
M 41.61 La 41.62 


Analyse: 0.1057 gr gaben 0.2982 CO: und 0.1057 H: 0 


Berechnet für Co Hie O Gefanden 
C 77.08 76.94. 
H 11.51 11.61 


Das Oxim des Ketons, Co Hi6 NOH, schmilzt bei 57—59° 
0.1953 gr gaben 0.4975 CO: und 0.1924 H2 0 


Berechnet für Co H1r NO Gefunden 
C 69.60 69.50 
H 11.04 11.02. 


4) Man geht von dem Z'-Tetrahydro-p-Acetyltoluol 
aus, das man als Abbauprodukt aus dem B-Terpineol (Schmelzp. 
82°) erhalten kann!) und reduziert es nach der eben angegebenen 
Methode. 

Dieser Weg ist wegen der Zugänglichkeit des Ausgangsma- 
terials der bei weitem bequemste. 

Die beiden isomeren ungesättigten Ketone mit verschie- 
dener Lage der Doppelbindung*) lassen sich gleich voll- 
ständig reduzicren, auch die Dauer des Reduktionsprozesses scheint 
keine wescntlich verschiedene zu sein, wenn auch genaue Versuche 
nach dieser Richtung noch anzustellen bleiben. Jedenfalls steht 
das wichtige Resultat fest, daB die Reaktionen leicht im Sinne 
des Schema’s verlaufen: 


Cesar moe 0DC D in de 
€ )-CO0R —> CH—Q  )—COCEs 
C9 H140 Co Hi6 O 
| TR 
FT CH ÿ—COCH 
Co Hu O. 


Es wird voraussichtlich gelingen (die dahin zielenden Versuche 
sind noch nicht abgeschlossen), aus dem gesättigten Keton Co Hi6 0 
das oben (unter Versuch 1) besprochene p-Menthanol (8) za synthe- 


1) Ann. 324, 8). (1902). 
2) Vergleich der Kigenschaften s. Ann. 374, 206. 
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tisieren. Dann würde die Darstellung dieses tertiären Alkohols 
nicht nur von «-Terpineol, sondern auch vom B-Terpineol als Aus- 
gangsmaterial aus verwirklicht sein. Das gesättigte Keton bietet 
ferner ein vorzügliches Ausgangsmaterial für Gewinnung der 
Hexahydro-p-Toluylsäure. 


7) Ueber Cyklohexenhexanon und seine Reduktions- 
produkte. 


Schon vor längerer Zeit wurde der Nachweis geführt!), daf 
bei der Selbstkondensation cyklischer Ketone bi- und tricyklische 
Verbindungen entstehen. Es ist angenommen worden, daf die 
Kondensation in normaler Weïise verläuft und daf die bei der 
Kondensation sich herstellende Kohlenstoffdoppelbindung benachbart 
zum Karbonyl tritt. Für das aus Cyclohexanon entstehende Cy- 
clohexenhexanon ergibt sich bei dieser Voraussetzung die Formu- 
lierung 


1 
rh QMEEs RS 
ner d | 

07. 


Diese Auffassung, obgleich sie die nächstliegende und nach 
aller Analogie als richtig zu betrachtende war, bedurfte aber doch 
einer experimentellen Prüfang, zumal da gelegentlich von Arbeiten, 
die schon seit längerer Zeit in Gang sind, und an denen sich die 
Herren Alexander Wacker?) und Fr. Pauly*) beteiligt haben, 
Tatsachen ermittelt worden sind, die mit der bisherigen Annahme 
über die Konstitution des Cyclohexenhexanons nicht wohl ver- 
einbar zu sein schienen. 

Zunächst fällt auf, daB die Molekularretraktion des Cy- 
klohexenhexanons nicht diejenige Erhôhung aufweist, die infolge 
der angenommenen benachbarten Lage der Doppelbindung zum 
Carbonyl zu erwarten war. Für ein durch sorgfältige Fraktio- 
nierung gereinigtes, bei 273—275° siedendes Präparat wurden fol- 
gende Werte ermittelt: 


Tédiss="1:006, «np — 10082#bet 18°, 


1) Wallach, Terpene und Campher, 102, 428. 
2) Inaug. Dissertation, Güttingen 1908. 
3) Inaug. Dissertation, Güttingen 1910. 
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Auferdem wurde ein Präparat untersucht, das aus dem reinen, 
bei 179—181° schmelzenden Semicarbazon des bicyklischen Ketons 
frisch regeneriert war. Dieses zeigte mit dem vorigen sehr gute 
Uebereinstimmung, nämlich 


2) do — 1.004, np — 1.5062 bei 200 


Berechnet für Cis His OF Gefunden 
1 2 
M 52.92 52.81 52.69 


Es stellte sich weiter heraus, da bei der Reduktion des Ke- 
tons mit metallischem Natrium jedenfalls in der Hauptsache ein 
ungesättigter Alkohol entsteht. 

Dieser Alkohol ist nicht ganz leicht zu reinigen, deshalb 
konnten die ersten Analysen noch Zweifel an seiner Zusammen- 
setzung lassen'). Die später mit einem aus einer grôfieren Sub- 
stanzenmenge herausgereinigten Präparat vorgenommenen Ana- 
lysen, ferner die Analysen des Phenylurethans, sowie endlich das 
Verhalten des Alkohols bei der Oxydation stellten es jedoch aufer 
Zweifel, da dem Reduktionsprodukt des Ketons Ci2 H18 O die 
Formel C12 H20O zukommt. 

Der reine Alkohol, das Cyklohexenhexanol, siedet bei 
272—273° und schmilzt bei 34—835°. 

Ferner wurde ermittelt: 


1) ds? = 0.974, n» — 1.5007 bei 37° 


und für die Verbindung im Ueberschmelzungszustand: 
2)" dis =" 0.989, ‘np —= 15071 bei 19° Daraus 


Berechnet für C12 His OH Gefunden 
1 2 
M 54.26 54.41 54.17 


1) 0.1192 gr gaben 0.3497 COz2 und 0.1234 H: O 
2) 0.1948 gr gaben 0.5672 CO: und 0.1922 H: O0 


Berechnet für Gefunden 
C2 H22 O Ci2 H20 O 1 2 
C 79.09 79.93 80.01 79.42 


H 12.17 11.19 11.58 11.03 


1) Ber. 40, 70; Wallach, Terpene und Campher 428. 
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Dabei ist zu bemerken, daB dem festen, krystallisierten Al- 
kohol hartnäckig flüssige Anteile anhaften, die schwer ganz zu 
entfernen sind und das Krystallisieren des Präparats verhindern 
kônnen. Es ist ferner anzuführen, daB man zu demselben Alkohol, 
der bei der Reduktion von fertigem Cyklohexenhexanon entsteht, 
auch kommen kann, wenn man in Cyklohexanon, das in dem doppelten 
Volum Toluol gelôst ist, bei der Temperatur des siedenden Toluols 
allmählich metallisches Natrium einträgt (am besten in einer Wasser- 
stoff-Atmosphäre). 

Das Phenylurethan des krystallisierten Alkohols schmilzt 
nach dem Umkrystallisieren aus Methylalkohol bei 118—119°. Die 
Analysen dieses Präparats lassen gar keinen Zweifel darüber, daf 
man es mit einer ungesättigten Verbindung zu tun hat: 


1) 0.1347 gr gaben 0.3765 CO: und 0.1022 H:0 
2) 01128, , 03148 ,  , O0.0889 , 


8) 01778, »  0.4976 ,  , 0.1364 , 
4) 0.1707 , 1204789, + Kb) € 
Berechnet für Gefunden 
C19 H27 ON Ci9 H25 O2N 1 2 3 4 
C 75.74 76.25 76.23 76.11 76.32 76.50 
H 9.03 8.42 8.49 8.52 8.58 8.20 


Bei vorsichtiger Oxydation mit Chromsäure und Schwefelsäure 
geht der krystallisierte Alkohol in Cyklohexenhexanon zurück. Bei 
der Oxydation des Alkohols mit Permanganat entstehen zwei cha- 
rakteristische Produkte, nämlich 1) ein Glycerol und 2) eine 
ungesättigte Ketosäure. 

Um das Glycerol zu erhalten, schüttelt man eine Auflôsung 
von 20gr Alkohol in 10gr Benzol mit einer 2 °/oigen Lüsung von 
12 gr Permanganat bei 0°, bis zur Entfärbung, bläst dann Benzol und 
unveränderten Alkohol mit Wasserdampf ab, filtriert den Kolben- 
rückstand, dampft unter Einleiten von Kohlendioxyd auf ein kleines 
Volum ein und schüttelt mehrfach mit Chloroform aus. In das 
Lüsungsmittel geht eine unter 10 mm zwischen 202—205° sie- 
dende Substanz, die in der Vorlage glasartig erstarrt und erst 
nach monatelangem Stehen Ansätze zur Krystallisation zeigte. Die 
Analyse der nicht genügend zu reinigenden Substanz deutet darauf 
hin, daf ein Glycerol vorliegt. 

0.2490 gr gaben 0.6235 CO: und 0.2251 H:0 


Berechnet für C12 H19 (OH)s Gefunden 
C 67.29 68.29 
H 10.36 10.11 


Kgl. Ges. d. Wise. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Heft 6. 37 
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Neben dem Glycerol entsteht als Hauptprodukt der Oxyda- 

tion eine 
Ketosäure Cis His Os. 

Diese Säure isoliert man am besten, indem man die aus den 
bei der Oxydation des Alkohols entstehenden Kalisalze durch 
Schwefelsäure zerlegt, die Säure mit Aether aufnimmt, sie mit 
Calciamchlorid trocknet und in Vakuum destilliert. Unter 14 mm 
geht zwischen 205—215° ein etwas gelblich gefärbtes Oel über, 
das schnell erstarrt!). Die abgeprefite Verbindung wird beim Um- 
krystallisieren aus Benzol in gelblich gefärbten Nadeln vom 
Schmelzpunkt 74—75° erhalten. Man kann sie auch aus der Ben- 
zollüsung durch Zusatz von Ligroïn ausfällen. 


1) 0.1893 gr gaben 0.4581 CO: und 0.1448 H:O. 
2) 01286, , O0.3241 , , 0099 , 


Berechnet für C10 His Os Gefunden 
C 68.53 68.08 68.67 
H 8.63 8.89 8.65 


Die Säure ist in Wasser kaum, in Aether und Eisessig nicht ganz 
leicht lôslich, bei vorsichtigem Erhitzen im offenen Glasrohr subli- 
miert sie ohne Zersetzung. 

Analyse des in Wasser unlôslichen Silbersalzes: 

1) 0.1473 gr gaben 0.2446 CO2 und 0.0696 H:0. 

2) 0.2518,  ,  0.0882 As 

8} 0900! we se MO0GS2TE, 


Berechnet für Cie Hir Os Ag Gefunden 
C 45.42 45.28  — — 
H 5.40 5.28 — — 
Ag 34.03 — 83.87 33.77 


Die Ketosäure läBt sich sehr leicht in ein Semicarbazon 
verwandeln, das nach dem Umkrystallisieren aus Methylalkohol, je 
nach der Art des Erhitzens in den Grenzen zwischen 190—200° 
schmilzt. 

0.1182 gr gaben 0.2526 CO: und 0.0880 H20. 


Berechnet für C12 Ho1 OsN Gefunden 
C 58.69 58.28 
H 7.90 8.32 


1) Aus den hüheren Fraktionen scheidet sich allmählich eine feste Säure 
aus, die sich als Adipinsäure crwies. 
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Der ungesättigte Charakter der Ketosäure ergibt sich u. a. aus 
ihrer Additionsfähigkeit zu Chlorwasserstoff. Leitet man in eine 
Eisessiglôsung der Säure trockenes Chlorwasserstoffgas ein, läfit 
einige Tage stehen und gieft dann in Wasser, so fällt eine zu- 
nächst dunkel gefärbte Verbindung aus, die nach dem Umkrystal- 
lisieren aus Ligroïn in weïfen zwischen 48—51° schmelzenden 
Blättern erhalten wird. 


0.1060 gr gaben 0.0587 Ag CI. 


Berechnet für Ci12 H19 Os CI Gefunden 
C1 14.41 13.69 


Mit Hypobromit läft sich die Ketosäure nicht glatt aboxydieren. 
Man darf daraus schliefen, daf sie nicht Acetyl-CO CH3s enthält, 
sondern dafi das Carbonyl an schwerer angreifbarer Stelle des 
Molekuls sich befindet. 

Besonders mu noch hervorgehoben werden, daB sich die Keto- 
säure Ci2 HisO3 zwar reichlich aus dem ungesättigten Alkohol 
Ci2 H19 OH bildet, daf es bisher aber auf keine Weise gelingen 
wollte, die Säure durch Oxydation des Cyklohexenhexanons Cis Hi8O 
mit Permanganat zu erhalten. 

Die ungesättigte Ketosäure entsteht aber auch, wenn man 
Cyklohexenhexanonoxim (Schmelzpunkt, je nach der Art 
des Erhitzens 146—151°) reduziert und die dabei entstehende un- 
gesättigte Base, Ci2 Hio NH, das Bicyclohexenhexyl- 
amin mit Permanganat oxydiert. Diese Base ist beiläufig eine 
feste, mit Wasserdampf ziemlich schwer flüchtige, bei 33—35° 
schmelzende Verbindung. Beim Einleiten von trocknem Chlor- 
wasserstoffgas in ihre ätherische Lôsung fällt ein weifes krystalli- 
nisches Monochlorhydrat. 


0.1986 gr gaben 0.1322 Ag CI. 


Berechnet für C12 H2o NCI Gefunden 
C1 16.49 16.46 


Reduktion des Cyklohexenhexanons (nach Paal) 


O 

| 
DR NUE PTIT 
Cyklohexylhexanon A er 


Die Reduktion verläuft in Methylalkoholischer Lôsung leicht 
und gut. Das entstehende gesättigte Keton Cio Hs 0 zeigt 


folgende Eigenschaften: 
37* 
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Siedep. 137° unter 12 mm 
dis —" 0.978. 29 = 1.4887 bei 18° 


Berechnet für C12H200 Gefunden 
M 53.31 53.09 
0.1560 gr gaben 0.4576 CO: und 0.1551 H:20 
Berechnet für C12 H200O Gefunden 
C 79.92 80.00 
H 11.19 11.12 


Das Semicarbazon des gesättigten Ketons schmilzt bei 203° 
(unscharf), das Oxim bei 1002. 


Analyse des Oxims: 
0.1523 gr gaben 9.80 ccm N bei 16° und 743 mm 


Berechnet für C12 Has ON Gefunden 
N 7.19 7.28 
Charakteristisch ist für das Keton auch die auf bekannte 
Weise erhältliche Benz yliden- Verbindung, die nach dem Um- 
krystallisieren aus Aethylalkohol oder aus Methylalkohol (in dem 
sie schwerer lôslich ist), bei 1000 schmelzende, atlasglänzende 
Blätter bildet 


0.1400 gr gaben 0.4362 CO2 und 0.1146 H:0. 


Berechnet für C19 H240 Gefunden 
C 85.02 84.98 
H 9.02 9.16 


Das Cyklohexylhexanon läBt sich mit Chromsäure in essig- 
saurer Lôüsung gut zu einer Ketosäure Ci: H>00: oxydieren, 
deren Semicarbazon aus Methylalkohol in bei 172—173° 
schmelzenden Nadeln krystallisiert. Schwefelsäure scheidet aus dem 
reinen Semicarbazon die freie Säure als schnell erstarrendes Oel ab. 
Die Säure schmilzt bei b8°. 


0.1595 gr gaben 0.3958 CO: und 0.1357 H20 


Berechnet für C12 H20 Os Gefunden 
C 67.88 67.68 
H 9.50 9.52 


Zu derselben gesättigten Ketosäure kann man nun auch 
gelangen, wenn man die erst beschriebene, ungesättigte, bei 74— 
75° schmelzende Ketosäure, C12 His Os, mit Wasserstoff bei Gegen- 
wart von Palladium reduziert. 
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0.1514 gr gaben 0.3777 CO: und 0.1266 H20 


Berechnet für C12 Ho Os Gefunden 
C 67.88 68.04 
H 9.50 9.35 


Was nun die Konstitution der im Vorstehenden be- 
sprochenen Verbindungen betrifft, so kommen für das gesättigte 
bicyclische Keton und die daraus erhältliche Ketosäure zunächst 
nur die Formeln: 


er k [ N-C0 CHe CE CH Ce CO OH 
| 
À 
autre SENS d-Hexahydrobenzoyl-n-Valeriansäure 


in Betracht. Beide Verbindungen haben von verschiedenen Ge- 
sichtspunkten aus Interesse und werden augenblicklich von Herrn 
Stud. Walter Ost (der auch die obigen Analysen dieser Verbin- 
dungen ausgeführt hat) einer näheren Untersuchung unterzogen. 
Der ungesättigten Ketosäure aus Cyklohexenhexanol kann 
nur die Formel: 


#2 PCOCE He CH 
Ke À CO CH: CH: CH: CH2 CO OH 


zugeschrieben werden. Die Folgerang, daB demnach auch für das 
Cyclohexenhexanon C2 Hi5O die Formel TI mit der Bindung im 
Ring und nicht Formel II mit semicyclischer Bindung in Anspruch 
zu nehmen sei, kann nichts destoweniger aus den vorliegenden 
Tatsachen noch nicht endgültig gezogen werden. 


DR À 
Gest 


Die Frage warum das Keton Ci2Hi8O bei der Oxydation 
überhaupt keine Ketosäure mit 12C-Atomen liefert, sondern nur 
der zugehôürige Alkohol es tut, ist nach den vorliegenden Er- 
fahrangen nicht schwer zu beantworten, namentlich wenn man für 
das Keton Formel II annimmt. Es wird nämlich die Oxydation 
zwischen dem Carbonyl und der Aethylenbindung einsetzen und, 
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nachdem Hydrolyse eingetreten ist, das bicyclische System in zwei 
monocyklische zerfallen, die ihrerseits für sich der Oxydation an- 
heimfallen. Wird dagegen die Carbonylgruppe, ehe man die Oxy- 
dation einleitet, reduziert, so wird das System vor leicht ein- 
tretender Hydrolyse geschützt und die Oxydation setzt normal an 
der Aethylenbindung ein. In diesem Fall ist die Entstehung einer 
Ketosäure Ci: HisOs aus einer Verbindung von Formel II gut zu 
deuten: 

Der Vorgang kônnte sich nämlich im Sinne der folgenden 
Formelbilder abspielen : 


HOH OH OH OH  COOH ae OH 
FORT a ER Fo 
| jee 
EL sm FU JUS 
Unmôglich ist die Ableitung einer ungesättigten Ketosäure 


auch bei Annahme von Formel I nicht. Man kôünnte folgenden 
Reaktionsverlauf annehmen: 


OH AE HAL 
CO:H 
560 À d CO/\ 


DÙ O0 )={ J0- ALU 


Dabei wäre es aber sehr auffallend, wenn ein sekundär gebundenes 
Hydroxyl unter den vorliegenden Versuchsbedingungen leichter in 
Form von H20 austreten als sich zur Ketogruppe oxydieren lassen 
würde. 

Der jedenfalls sehr merkwürdige und für den u. U. ver- 
wickelten Verlauf von Permanganatoxydationen lehrreiche Vor- 
gang bedarf eben noch eingehenderer Untersuchung. 


11_B; ns CU 
8) Ueber 4!!"-Bicyklohexen LIN le 7 


(Mitbearbeitet von Friedrich Pauly.) 


Dieser Kohlenwasserstoff wurde namentlich von dem Gesichts- 
punkt aus dargestellt, um zu untersuchen, ob ein System konju- 
gierter Doppelbindungen, wie es in einer Verbindung obiger Formel 
vorliegt, normale oder anormale Refraktionswerte aufweisen 
würde. 
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Als Ausgangsmaterial diente das Cyklohexanonpinakon 
OH OH 


ES 
jen) 
das bei der Reduktion von Cyklohexanon mit Natrium in feuchter 
ätherischer Lôsung neben Cyklohexanol!) entsteht. 

Dies Pinakon, Bicyklohexyldiol (1,1) ist schon von 
Zelinsky,Nanjetkin und Schilow erhalten?) und schmilzt 
bei 128—129°. Wird das Pinakon mit verdünnter Schwefelsäure 
am RückfluBkühler 1—2 Stunden erhitzt, so spaltet es Wasser ab. 
Destilliert man nun mit Wasserdampf, so geht ein leichtes Oel 
über, das nach dem Trocknen mit metallischem Natrium unter 
15 mm zwischen 120—125° destilliert, unter Atmosphärendruck bei 
250—2532. 


1) 0.2082 gr gaben 0.6756 CO: und 0.2102 H:0. 
2) 0.2370, , 0.7721 ,  , 0.2402 , 


Berechnet für Ci His Gefunden 
C 88.88 88.50 88.73 
H:11:20 11.29 11.33 


Weiter wurde gefunden: 
deo — 0.9485. nn — 1.5287 bei 20°. 


Berechnet für Cis His 2 Gefunden 
M 52.34 52.65 


Die Molekularrefraktion des Kohlenwasserstoffs weist also 
eine deutliche Erhôhung über den berechneten Wert auf. 

Das Bi-cyklohexen addiert in Berührung mit Eisessigbrom- 
wasserstoff 2 Mol. BrH. 

Das Bibromhydrat, dem man die Formel 


Br Br 


PTS 


wird zuerteilen dürfen, ist fest und liefert beim Umkrystallisieren 

1) Was das Cyklohexanol C;H,, OH anlangt, so mag an dieser Stelle 
erwähnt werden, daB der Alkohol leicht Verbindung mit trockenem Calcium - 
chlorid eingeht. Diese feste, mit wenig Aether auf der Vakuumpumpe gut aus- 
waschbare Verbindung kann sowohl zur Reindarstellung des Alkohols dienen, als 
auch kann man ihre Entstehung verwerten, um käufliches Cyklohexanon von darin 
enthaltenem Cyklohexanol zu befreien. 

2) Ber. 38, 2801 (1901). 
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aus Methylalkohol schône weife Nadeln vom Schmelzpunkt 
68—69°. 
0.1816 gr gaben-0.2065 Ag Br. 


Berechnet für C12 Ho Br2 Gefunden 
Br 49.09 48.40 


Das hôühere Homologe, Dimethyl-dicyklohexen, 
erhält man bei analoger Umformung des 1.3-Methylcyklohexanons 
als einen zwischen 265—267° siedenden Kohlenwasserstoff. 


9) Versuche in der Thujonreihe. 
Das Thujon selbst und ebenso die «-Thujaketosäure, also die 
beiden gesättigten Verbindungen in denen ein Trimethylen-Ring 
enthalten ist 


CH—CH (CH) CH—CO CHs 
Ho ce Co HO l 
GE: SO NC CH CO H 
| 
C3Hz Thujon d, Hz «-Thujaketo- 
säure 


zeigten sich mit Wasserstoff beladenem Palladium gegenüber in- 
different. 
Das Isothujon 
‘is 


C 
H:C.C/ co 


| 
Cs H a CH2 


lieB sich unter denselben Bedingungen aber zu Thujamenthon 
reduzieren. Die Reduktion verlief unter den eingehaltenen Be- 
dingungen (ohne Anwendung eines Verdünnungsmittels) aber ziem- 
lich träge und ging nicht zu Ende, sodaf nach Abbrechen des 
Versuchs eine erhebliche Menge vorhandener ungesättigter Sub- 
stanz durch Schütteln mit Permanganat fortgenommen werden 
mufte. Das zurückbleibende, nur durch Abtreiben mit Wasser- 
dampf, sonst aber garnicht gereinigte, gegen Permanganat bestän- 
dige Material zeigte folgende Konstanten: 


Siedepunkt 215—218, dis — 0.90, np — 1.4541. 
[Dagegen zeigt das ungesättigte Ausgangsketon: 

Siedepunkt 231—232°, d — 0.927, np — 1.4822.] 
Das aus dem gesättigten Keton bereitete Oxim zeigte nach dem 
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Umkrystallisieren den richtigen Schmelzpunkt des Thujamenthons, 
nämlich 95°. 

Sehr günstige Resultate ergab die Reduktion der B-Thuja- 
ketosäure und der aus ihr durch CO:-Abspaltung bekanntlich 
entstehenden Thujaketons. 


Bihydrothujaketosäure. 

Die bei 78—79° schmelzende B-Thujaketosäure wurde in Form 
ibres Natriumsalzes der Reduktion unterworfen. Die Wasserstoff- 
Addition erfolgte schnell und sehr vollständig. Der Vorgang kann 
nur im Sinne der Gleichung verlaufen: 


/CHa—CO CH: CH COCHE: 
EH Le + H2 — H «Ce 
Lise CO H CH (C: Hs) CHe CO: H 
CH(CH3} 


Man hat es in dem Reduktionsprodukt also mit einer 0-Ace- 
tyl-B-isopropyl-Valeriansäure zu tun. Die Säure 
wurde bisher nur in flüssigem Zustand erhalten. Ihr Semicar- 
bazon schmilzt um 140° (unscharf wie die meisten derartigen Ver- 
bindungen), also etwa 50° niedriger als das der B-Thujaketosäure. 
Mit Hypobromit reagiert die Säure sehr schnell unter Bromoform- 
Abscheidung und es entsteht B-Isopropyladipinsäure 
HCO: . CH: CH: CH (C3 Hr) CH2 CO: H vom Schmelzp. 80—84°. 

Aus dieser Säure lieB sich auf bekanntem Wege das B-Iso- 
propylpentanon erhalten. Schmelzpunkt des Semicarb- 
azons 187—188°. 

Bihydrothujaketon (CH:): CH CH(CH:) CH: CH: CO CH. 


In dieses Keton geht das Thujaketon (CH3}> CHC—CH2 CH: CO CH: 
] 


CE 

mit bemerkenswerter Leichtigkeit bei der Reduktion über. Das 
direkt ohne Auwendung eines Lüsungsmittels erhaltene Präparat 
wurde mit Permanganat bis zum Bestehenbleiben der Farbe durch- 
geschüttelt. 

Das Keton riecht wie Amylacetat und ist vôllig farblos, 
während das Thujaketon etwas gelblich gefärbt ist. Von Kon- 
stanten des rohen Präparats wurde ermittelt : 


Siedepunkt 183—185°, do — 0.8335, 
np — 1.4264 bei 20°. Daraus M — 43,69 (ber. 43.71). 
0.1387 gr gaben 0.3878 CO>2 und 0.1577 H:0. 
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Berechnet für Co His O Gefunden 
C 76.06 76.28 
H 12.67 ss 12.62 


Das Semicarbazon des Ketons entsteht sehr schnell und 
schmilzt nach dem Umkrystallisieren bei 152—153°. 


Analyse: 0.1398 gr gaben 0.3093 CO: und 0.1372 H:0. 


Berechnet für C10 H21 ONs Gefunden 
C 60.24 60.37 
H 10.62 10.87 


Mit einer eingehenderen Untersuchung der besprochenen Ver- 
bindungen der Thujon-Reihe ist Herr F. Challenger be- 
schäftigt. 


10) Reduktion von Methylheptenon zu Methyl- 
heptanon (CHs): CH CH: CH: CH: CO CH. 
(Isoamylaceton.) 

Die Reduktion verläuft auBerordentlich schnell und energisch, 
auch ohne Anwendung eines Verdünnungsmittels. Das entstehende, 
äbhnlich wie die ungesättigte Verbindung riechende Keton zeigt 
folgende Eigenschaften: 

Siedepunkt sehr konstant bei 164—16b°, dis — 0.8166, 
np — 1.4144 bei 19°. 


Berechnet für Cs Hi6 O Gefanden 
M 39.11 39.21 


Das gesättigte Keton unterscheidet sich von dem zugehôrigen 
ungesättigten durch seine geringe Neigung zur intramo- 
lekularen Kondensation. Während das Methylheptenon 
beim Erwärmen mit Chlorzink so leicht in m-Xylol und hydriertes 
m-Xylol sich überfübren läft, zeigt unter denselben Bedingungen 
das Methylheptanon keine Umwandlungsfähigkeit in Tetrahy- 
droxylol. 

Das Semicarbazon des gesättigten Ketons lôst sich leicht 
in Methylalkohol, aus dem es in glänzenden Blättchen krystalli- 
siert und schmilzt bei 157—158°. (Semicarbazon des Methyl- 
heptenons Smp. 136—138°) Das Isoamylaceton ist übrigens schon 
aus Isoamylacetessigester von H. A. Anden, W.H.Perkin jun. 
und J. L. Rose!) synthetisch erhalten, aber nicht näher untersucht 
worden. Der Siedepunkt des auf diesem Wege dargestellten Prä- 
parats wird zu 162—163° angegeben. 


1) Journ. Chem. Soc. 75. 909 (1899). 
3 5 
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11) Reduktion einiger ungesättigter Säuren. 


Da freie Säure kolloïdales Palladium ausflockt, so müssen die 
Reduktionen in schwach alkalischer Lôsung vorgenommen werden. 
Aber auch dann zeigte sich bei den Versuchen nicht selten die 
Neigung zur Ausflockung des Katalysators und zwar wurde be- 
obachtet, daf die grôBere oder geringere Neïigung zur Wasserstoff- 
Aufnahme mehr als in den vorher beschriebenen Füällen von der 
Lage der Doppelbindung im Molekül abhängig zu sein scheint. 
Das Beobachtungsmaterial mu aber noch wesentlich erweitert 
werden, ehe man sichere Gesetze ableiten kann. 

Zunächst wurden Versuche mit «- und B-Fencholensäure 
angestellt, die zu dem Resultat führten, daB die «-Fencholensäure 
dabei in eine von Mahla zuerst dargestellte Bihydrofencholen- 
säure übergeht, während sich B-Fencholensäure in Fencholsäure 
verwandelte. Bequemer wie die freien Säuren lassen sich die zu- 
gehôrigen Amide reduzieren. An die «-Fencholensäure läBt sich 
nun viel leichter Wasserstoff anlegen als an die B-Säure. Diese 
Versuche werden an anderer Stelle ausführlicher besprochen werden. 
Hier kommt es nur darauf an, da die B-Fencholensäure, welche 
eine semicyclische Bindung enthält, weniger leicht reduziert wird 
als die a«-Fencholensäure. 

Aehnliche Unterschiede zeigten sich bei der Reduktion einiger 
aus cyclischen Ketonen gewonnener isomerer Säuren, welche die 
Aethylenbindung entweder im Ring oder semicyclisch enthalten. 

Von den beiden Säuren!): 


I 
CH ÿ—CH CO:H (Smp. 42—43) und 


I 
CHR __)=CHCOH (Smp. 63—64°), 
die beide mit derselben Leichtigkeit Halogenwasserstoff addieren, 
nahm I sehr viel leichter (in Form des Natriumsalzes) Wasser- 
stoff auf als IL. 
In beiden Fällen wurde aber die gesättigte 1,4-Methyleyklo- 
hexylessigsäure 
Hi ÿ—CH:CO,H 
C 8 NY 


1) Ueber diese Säuren und ihre Darstellung s. Annal. 366, 264, 266 (1909). 
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vom Schmelzpunkt 73—74° erhalten, wie W. H. Perkin ïhn für 
die Verbindung angibt). 


12) Reduktion von Sabinen. 


Kohlenwasserstoffe sind bei Gegenwart von Metallen als Ka- 
talysatoren in neuerer Zeit schon mehrfach zur Reduktion ge- 
bracht. Z.B. hat Peter Lipp?) kürzlich aus Camphen auf diesem 
Wege Isocamphan erhalten. Es scheint nun môglich zu sein, auf 
dem vorgezeichneten Wege auch gesättigte Kohlenwasserstoffe mit 
intracyclischer Bindung aus ungesättigten zu erhalten. 

Käufliches Sabinen nimmt z.B. leicht 2 H-Atoms auf, sodaf 
man die entstehende Verbindung, Cio His, als gesättigtes Bihydro- 
sabinen betrachten muB, das nach dem Vorgang entsteht: 


io ‘ir 
IN A 
\ > 
GET 
é H? é Hz 


Sabinen Bihydrosabinen 
Der Kohlenwasserstoff zeigt folgende Eigenschaften: 


Siedepunkt 156-—157°, ap — — 2° 2' 
dso — 0.8120, np — 1.4484 bei 20° 
Berechnet für Cio His | Gefunden 
M 45.63 45.54 
0.2330 gr gaben 0.7427 CO: und 0.2754 H:0. 
Berechnet für Cio His Gefanden 
C 86.87 86.93 
11: 19.15 13.22. 


1) s. Wallach, Terpene und Campher, 453. Die früher von mir durch Re- 
duktion aus der gebromten Verbindung erhaltene Säure schmolz (wohl infolge 
noch geringer Verunreinigungen) etwas zu nicdrig. 

2) Inaug.-Diss. München 1910. 


Konzentrationsänderungen der Lôüsung eines 
magnetisierbaren Salzes in einem inhomogenen 
Magnetfeld. 


Nach Beobachtungen von C. Statescu. 
Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung der Kgl. Gesellschaft vom 26. November 1910, 


1) Die Aenderungen der Dichtigkeit eines Gases in einem 
elektrischen Feld von variabler Intensität, welche die Theorie 
(entgegen manchen erhobenen Einwänden bestimmt) verlangt, 
bieten dem experimentellen Nachweis beträchtliche Schwierig- 
keiten. Ihre erstmalige Feststellung gelang bekanntlich Herrn 
Gans') Versuche der Becbachtung des magnetischen Ana- 
logons dieser Erscheinung sind meines Wissens nicht bekannt ge- 
worden; sie dürften wohl auch noch grôferen Schwierigkeiten 
begegnen. Unter diesen Umständen schien es mir lohnend, zuzu- 
sehen, ob es nicht gelänge, in Lôüsungen magnetischer Salze — 
bei denen für die gelôste Substanz in Annäherung die Gasgesetze 
gelten, — durch die Einwirkung eines Magnetfeldes Konzentrations- 
änderungen von merklichem Betrage hervorzubringen. Bei der 
grofen Empfndlichkeit der Tüôplerschen Schlierenmethode gab 
eine Beobachtung mit ihrer Benutzung relativ günstige Aussichten. 
Herr Dr. Statescu hat im hiesigen Institut eine derartige Unter- 
suchung nach meinem Vorschlage durchgeführt, — zunächst mehr 
zur Orientierung über die GrüBenverhältnisse, die bei dem betr. 
Vorgang auftreten, als zu exakten Messungen bestimmt, — und 
dabei die gesuchte Erscheinung trotz vielleicht nicht ganz erst- 
klassiger Hilfsmittel mit voller Sicherheit festzustellen ver mocht. 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 11, 797, 1908. 
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Da die Untersuchung aus äu$eren Gründen jetzt eine Unterbrechung 
erfahren muf, so will ich hier über die Anordnung und die Re- 
sultate der Versuche kurz berichten. Eine Fortsetzung der Be- 
obachtung, bei denen die Erreichung genauerer Zahlwerte anzu- 
streben ist, bleibt vorbehalten. ÆEbenso eine Anwendung der 
Methode auf ein Gemisch von zwei Dielektrika von môglichst 
verschiedenen Dielektrizitätskonstanten bei Einwirkung eines elek- 
trischen Feldes, wo die Verhältnisse ziemlich aussichtsvoll liegen, 
wenn es nur gelingt eine stôrende elektrische Leitung auszuschliefen. 

2) Was zunächst die Theorie der Konzentrationsänderungen 
im Magnetfeld angeht, so ist daran zu erinnern, da die allge- 
meinen Gesetze der Magneto- oder Elektrostriktion sich bei einem 
Gas dahin vereinfachen, daf die auf die Volumeneinheit wirkende 
Kraft X gegeben wird durch 


(1) K = — grad ©, 

wobei 

u' H° y _ 

Ex. du add 

ist, und H die Feldstärke, u die Permeabilität, Ô die räumliche 
Dilatation bezeichnet ‘). 


Da man für unsern Fall kleiner Dichtigkeitsänderungen die 
Magnetisierungszahl 


setzen kann, so ist 


— #0) 


oder bei Vernachlässigung des sehr kleinen à neben Eins auch 
= —#. Man erhält sonach 
® = —41x:H° 
und 
(2) K = 4x grad H°, 
d.h. ebenso, als wenn es sich um die Bewegung diskreter magne- 


tisierbarer Teilchen im Raume handelte. Da x mit der Dichte @ 
proportional ist, so kann man dafür auch ko setzen und schreiben 


+0 MR K = çK' = # ko grad H”. 
1) 5. z.B. W. Voigt, Kompendium der Theor. Phys. II, p. 140 u. 202 


Leipzig 1896. 
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Handelt es sich, wie bei uns, um schwach magnetisierbare 
Kôrper, so darf deren Selbstinfluenz vernachlässigt, also H mit 
dem gegebenen äufern Magnetfeld identifiziert werden. Diese 
Formeln wollen wir nun auf das in einer Lüôsung vorhandene 
magnetisierbare Salz anwenden. 

Es mag die Feldstärke nur in der Richtung der z-Axe : va- 
rlieren und auch die ganze Bewegung (mit der Geschwindigkeit w) 
nur parallel dieser Axe stattfinden. Wir kônnen dann die Be- 
wegungsgleichung schreiben 


ôw te0E 
(8) 0 = 0Â'—--—0ow; 


hierin bezeichnet P den osmotischen Druck in der Lôsung, q mift 
den Reïbungswiderstand, der der Bewegung der gelüsten Substanz 
entgegenwirkt, P kann in Annäherung mit o proportional, d. h. 
— po gesetzt werden. Dazu tritt die Kontinuitätsgleichung 


(4) Lys TS =21 0; 


3) Die Lôsung des Problemes ist sehr einfach für den ersten 
Teil des Vorganges, wo die Aenderung des osmotischen Druckes 
mit dem Ort noch unmerklich ist; dann wird (3) zu einer ge- 
wôbhnlichen Differentialgleichung, deren Integral ist 


(6) 0 == ae, 
Ist etwa das Gesetz für die Wirkung des Magnetfeldes durch 


a? 

(6) H= rx, resp. durch Æ' — = 
gegeben — wie dies einem Maximum des Feldes bei z — 0 und 
einem Verschwinden bei 42 = + oo entspricht, — so macht man 
sich leicht eine Vorstellung von der ersten Entwicklung der 
Konzentrationsänderung. 

Das Gesetz der Verschiebung ist z. B., wenn # — Gf[0{ ge- 
setzt wird, 


(7) Er 


für t — 0 ist dabei, wie w, so auch £ verschwindend angenommen. 
Für die räumliche Dilatation d — 0602 aber folgt 


MES 


® = (—(+a 
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und hieraus ergibt sich die Dichte 9 gemäB der Formel 
9 — % (= Ô), 


unter @, die Anfangsdichte verstanden. Der Ansatz (6) liefert 
hierfür 

LL vtihont 31, dB 
(9) pe? — —2a CNY S 


Für die Beobachtung nach der Schlierenmethode ist, wie wir 
sehen werden, der Wert von 


Cie er 
0 —_ % 6 

wesentlich; für ihn kommt nach (6) zur Anwendung, daf 

dE 12a"k(8 De). 

dé — (+ 2 


(10) 


09/02 ist hiernach für z — 0, wie für z — + gleich Null und 
besitzt für ein gewisses positives z ein Minimum, für das ent- 
sprechende negative ein Maximum. 

4) Aufer dem Beginn der Bewegung infolge der Erregung 
des Magnetfeldes bestimmt sich theoretisch noch besonders leicht 
der definitive stationäre Zustand, für welchen nach (3) 
gilt 
(11) 0—= Fe 

dz 
Da © nur sehr wenig mit + variiert, kann man das Integral 
schreiben 
Konst — 1 ko, H°—po; 


ist also in einem Bereiche verschwindender Feldstärke @g merklich 
— @,, 50 gilt Konst — —»@,, also 


KA” 
(12) 0 —=@ (1 + 7) 
und 
(13) de a! oh dH moe 


de ap dde p 


5) In einem Trog der die Lôüsung eines (magnetisierbaren) 
Salzes mit in der vertikalen z-Richtung varïerender Konzentration, 
also ebenso variierendem Brechungsindex » enthält, erleiden nahezu 
horizontal einfallende Lichtstrahlen eine Ablenkung nach einem 
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Kreisbogen vom Radius R, gegeben durch 


v Rs 


Hat der Trog die Dicke D, so erhalten hiernach die einfallenden 
Strahlen beim Durchtritt eine Ablenkung 
D din(n) 


Nimmt man zwischen dem Brechungsindex und der Dichte des 
gelôsten Salzes die (angenäherte) Beziehung an 


(16) M = ni+fà, 

wobei f eine Konstante bezeichnet, so ergibt sich 
_ _Df de 

(17) x — Cv 


Die Kombination mit (13) liefert schlieflich bei Einführung der 
Magnetisierungszahl * und der Differenz n°—n} der Brechungs- 
indexquadrate für die benutzte Lôüsung und das reine Lôsungs- 
mittel, sowie der Beziehung p — B# für den Parameter des os- 
motischen Druckes, 

Dr(n—n) dA 

do Re: _AnoB9 dz ! 


hierin ist B die Boylesche Konstante für die (dem Gasgesetz 
unterworfen gedachte) gelüste Substanz. 

6) Für die Anwendung der Schlierenmethode stand ein achro- 
matisches Objektiv von Heele-Berlin zur Verfügung, das eigens 
für solche Zwecke (nämlich für Anwendung auf gleiche Objekt- 
und Bilddistanz) korrigiert hergestellt war. Seine Brennweite 
betrug ca. 70 cm. Als Lichtquelle diente ein durch eine Nernst- 
Lampe mit rotem oder gelben Glas beleuchteter feiner horizontaler 
Spalt, als Schirm vor dem Objektiv des Beobachtungsfernrohres 
entweder ein beruBter horizontaler Draht von solcher Dicke, daf 
er das Bild des Spaltes gerade auffangen konnte, oder auch ein 
breiterer geradlinig begrenzter Streifen schwarzen Kartons, auf 
dessen einen Rand das Bild eingestellt wurde. In dem einen, 
wie dem andern Falle war der Schirm vertikal und horizontal 
(im Sinne der auffallenden Läichtstrablen) mikrometrisch ver- 
schiebbar. 

Die Lôsung des magnetisierbaren Salzes befand sich in einem 

EKgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1910. Hoft 6. 38 
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kleinen Trog, der beiderseits mit einer guten planen Glasplatte 
verschlossen war, im Felde eines Elektromagneten dicht vor dem 
Heele-Objektiv, auf der Seite des-Beobachters. Der Querschnitt 
des Troges besaB etwa 0,5 em Breite und 2 cm Hôhe; die Dicke 
der Flüssigkeitsschicht betrug 2,2 cm. 

Der mit seinen Schenkeln vertikal stehende Magnet trug Pol- 
schuhe, die nach dem Troge hin in stumpfe Schneiden von ca. 2,5 cm 
Länge ausliefen. Die (horizontal gestellten) Schneiden wurden ein- 
ander soweit genähert, daB sie noch 1—2 mm von den Aufen- 
wänden des Troges abstanden. Bei Erregung des Elektromagneten 
entstand dann in der Flüssigkeit ein Feld, das in Annäherung als 
nur mit der vertikalen z-Koordinate varïierend betrachtet werden 
konnte. 

7) Das Gesetz des Quadrates der magnetischen Feldstärke 
(H*) innerhalb des Flüssigkeitstroges wurde durch Beobachtung 
der Widerstandsänderung in einem dünnen Wismutdraht bestimmt. 
Dieser Draht war in die Gestalt eines Rechteckes von 2,5 ><0,4 em 
Seiten gebogen und auf einem Hartgummistreifen befestigt. Das 
Drahtrechteck wurde in horizontaler Lage an einem Schrauben- 
mikrometer befestigt und so an die Stelle des Troges zwischen 
die Magnetpole gebracht. Die Beobachtung des galvanischen 
Widerstandes geschah in einer Reïhe von Positionen mit der 
Hôhendifferenz vom 1 mm. GemäB der gewählten Gestalt der 
Polschuhe war das Feld mit der Hôhe sehr variabel, wie das im 
Interesse der beabsichtigten Beobachtungen auch sein mufte. 
Zur Graduierung wurden die Angaben des Drahtrechteckes in 
einem homogenen Felde mit denjenigen einer Wismutspirale 
von Hartmann und Braun-Frankfurt verglichen. 

Auf diese Weise erhielt man nahezu die Mittelwerte von H° 
für die einzelnen horizontalen Querschnitte des Troges. An der 
Stelle, wo die definitiven Beobachtungen stattfanden, ergab sich H 
etwa 7000 Gau$, dH*/dz etwa gleich 10°. 

8) War der dunkle Schirm des Schlierenapparates auf die 
empfindliche Position eingestellt, erschien also das Bild des Troges 
im Beobachtungsfernrohr im wesentlichen gleichfôrmig dunkel, so 
entstand nach Erregung des Feldes binnen wenigen Minuten eine 
deutliche begrenzte Aufhellung, und zwar, wie die Theorie es ver- 
langt, bei Benutzung des schmalen Schirmes sowohl oberhalb als 
unterbalb der Axe des Magnetfeldes, bei Benutzung des breiten 
Schirmes nur oberhalb oder nur unterhalb. 

Um den vollen Beweis zu liefern, daB es sich hierbei um die 
gesuchte Wirkung des inhomogenen Feldes auf die Konzentration 
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der Lüsung handelte, wurde versucht, eine ungefähre Messung des 
Effektes vorzunehmen und deren Grôfenordnung mit der Aussage 
der Theorie zu vergleichen. 


Diese Messung, die Herr Dr. Statescu (und zwar absicht- 
lich ohne vorhergehende Befragung der Theorie) ansgeführt hat, 
bot einige Schwierigkeit, denn eine Wirkung, die sich infolge der 
groBen Empfindlichkeit der Schlierenmethode durch eben diese 
deutlich sichtbar machen läft, ist darum noch keineswegs scharf 
mefbar. 


Die gegebene und demnach auch benutzte Messungsmethode 
war: die durch das Magnetfeld bewirkte Aufhellung durch eine 
mikrometrische Auf- oder Abwärtsbewegung des benutzten dunkeln 
Schirmes aufzuheben. Aber die Verschiebungen, die zu dieser 
Aufhebung notwendig waren, hielten sich in allen Fällen unter- 
halb 0,01 mm, eine Tatsache, die die bekannte grofe Empfindlich- 
keit der Schlierenmethode zahlenmäfig anschaulich ausdrückt. Die 
vertikale Schraube des Doppelmikrometers, welches nach $ 6 den 
dunkeln Schirm trug, hatte eine Ganghôhe von ca. 0,25 mm Hôhe: 
man hätte mit ihr also an sich 0,001 mm noch gut ablesen kônnen. 
Aber die Unbestimmtheïit des Zustandes, auf den eingestellt werden 
mufte (Auslôschung der Aufhellung an einer bestimmten Stelle 
des Troges), gestattete nicht, diese Genauigkeit zu erreichen. 
Dazu kommen noch einige wichtige Fehlerquellen, die daraus ent- 
springen, daB die Messungen erst nach längerer Einwirkung des 
Feldes gemacht werden durften. 


An sich bietet nach dem in $ 8 Ausgeführten die erste 
Entwicklung der Erscheinung für die Beobachtung ge- 
wisse Vorteile; aber das für diese Periode geltende und in (b) 
angegebene Gesetz enthält den Parameter q des Widerstandes, 
den die Salzteile bei ihrer Bewegung in der Flüssigkait finden, 
und dieser konnte nicht als bekannt gelten. Seine Bestimmung 
hätte vielmehr umständliche Diffusionsbeobachtungen verlangt, die 
vorbehalten werden muBten. Auch zeigte sich, daf die Gültigkeit 
der Formel (5) offenbar auf sehr kurze Zeiten beschränkt ist; 
wenigstens wiesen die Beobachtungen darauf hin, daf bereits etwa 
innerhalb einer Minute die Aufhellung an der Stelle, welche die 
Erscheinung am kräftigsten zeigte, (ca. 1,5 mm von der Mittel- 
fiche des Feldes) ein Maximum erreichte und von da an langsam 
abnabm. 

9) So wählten wir nach manchen Versuchen für die Messungen 
schlieflich einen späteren Zustand, der infolge sehr langsamer 

38* 
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Aenderungsgeschwindigkeit als dem stationären mindestens 
naheliegend erschien. 

Vermutlich stellt sich die Inhomogenität innerhalb der Lôüsung 
bei Erregung des Magnetfeldes so her, daB zunächst die der Axe 
des Feldes nahen Salzteile den dort wirkenden starken Kräften 
relativ schnell folgen, hierdurch nahe der Axe ein Gefälle der 
Konzentration nach aufen hin entsteht und dieses im Laufe der 
Zeit durch die gegen den Reïbungswiderstand bei schwächerem 
Antrieb langsamer folgenden ferneren Teile wieder herabgesetzt 
wird. Die definitiven Messungen wurden 10—20 Minuten nach 
Einschaltung des Feldes vorgenommen. Das lange Zeitintervall, 
welches hiernach die beiden zu vergleichenden Zustände trennte, 
brachte die Notwendigkeit mit sich, stôrende thermische und me- 
chanische Veränderungen des beobachteten Systemes sorgsam zu 
vermeiden. 

Um erstere Wirkungen herabzusetzen, wurde der Magnet mit 
so schwachem Strom betrieben, daB er sich kaum merklich er- 
wärmte; auBerdem wurden die Polschuhe dauernd durch Wasser 
gekühlt, welches sie in einer U-fôrmigen Bohrung durchflofi. End- 
lich wurde der mit einem Glasdeckel verschlossene Trog mit Watte 
umhüllt, eine dünne Schicht dieses Materiales auch zwischen den 
Trog und die Schneiden der Polschuhe gelegt. 

Um etwaige mechanische Verschiebungen unschädlich zu machen, 
wurde den Messungen an der Mikrometerschraube als Nullpunkt 
je diejenige Stellung der Trommel zu Grunde gelegt, bei der das 
optische Feld direkt über dem Trog bei Verschiebung des dunkeln 
Schirmes eben verdunkelt wurde. Indem die bezügliche Einstellung 
erst vor Einschaltung des Magnetfeldes und dann 10—20 Minuten 
später nochmals vorgenommen wurde, konnte eine etwaige kleine 
Verschiebung in dem System als eliminiert gelten. 

10) Trotz aller Vorsicht zeigten die Resultate nur geringe 
Uebereinstimmung; immerhin kann die GrôfBenordnung der unter- 
suchten Wirkung als festgestellt gelten. Es mag genïügen, eine 
in einer Eisenchloridlôsung (20 gr FeCls auch 100 gr H20) aus- 
geführte Messung, welche als Mittelwert der beobachteten Ver- 
schiebungen 0,005 mm lieferte, mit der Aussage der Theorie zu 
vergleichen. Da der Abstand des Troges vom Schirm ca. 138 cm 
war, 80 ergibt sich der beobachtete Wert der Ablenkung & zu 
8,5.10"°. 

Mit diesem Wert ist das Ergebnis der Formel (18) zu ver- 
gleichen, nach der für den stationären Zustand gilt 
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Da(n'—n!) dH° 


Hierin ist D — 2,2 cm, x ist nach vorhandenen Beobachtungen 
(s. die Tabellen von Landolt-Bürnstein) auf 16,4.10 zu schätzen; 
n'—n, ist durch besondere Beobachtungen auf 0,135 bestimmt, 
dH°]dz durch die in $ 7 beschriebenen Messungen zu 10°. Weiter 
ist n° — 1,912, o bei der hier zulässigen Annahme, daf die Lôsung 
des Salzes keine Volumenänderung bedingt, — 0,20; endlich ist 
PB unter vorläufiger Vernachlässigung der Dissoziation in der 
Lôsung — 8,32.10°/368, und auBerdem # — 290. 
Aus diesen Zahlen folgt rund 


au — 5.107. 


Berücksichtigt man, daB in der 20°/-Lôsuang jedenfalls ein Teil 
der Fe:Cls-Moleküle dissoziiert, also B zu gro angenommen 
ist, so kommt man mit dem berechneten Wert von « der Beob- 
achtung von 3,5.10* so nahe, als bei der Schwierigkeit der Be- 
obachtung nur irgend erwartet werden konnte. Messungen an 
einer dreïifigprozentigen Lôsung führten zu ganz analogen Re- 
sultaten. 

Die beschriebenen Beobachtungen haben sonach die Kon- 
zentrationsänderungen einer Lôsung von Eisenchlorid im inhomo- 
genen magnetischen Felde in angenäherter quantitativer Ueber- 
einstimmung mit den Aussagen der Theorie nachgewiesen. 

Gôttingen, Anfang November 1910. 


Untersuchungen über die Kreisteilungskôrper und 
den letzten Fermat’schen Satz. 


Erste Mitteilung 1). 


Von 


Ph. Furtwängler in Bonn. 
Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 10. Dezember 1910, 


E. Kummer hat zuerst bewiesen, daB drei zu der ungeraden 
Primzahl ! relativ prime ganze rationale Zahlen x, y, z, die der 
Gleichung 

d'+yÿ+z —= 0 


genügen, auch zu je zweien die Kongruenzen befriedigen : 
d' log (x + c‘y) £-: Pi F 
D Pas Sr UE =0@ G=38,5...1-2) 


2 
wo die B die Zähler der Bernouillischen Zahlen bedeuten. Ist 


Hp ton 
also der Zähler der (5 Bernouilli'schen Zahl nicht durch !/ 


teilbar, so ist notwendig 


d' log (x + ey) e "+ * 
| . js 00. ramasse) 


Im Folgenden soll die Annahme über die Bernouillischen Zahlen 


1) Die Untersuchungen dieser Mitteilung und ein Teil der folgenden sind 
bercits vor Ausschreibung des Wolfskehl-Preises angestellt. Da neuerdings 
im Zusammenhang mit diesem Preise das Interesse an diesen Untersuchungen 
lebbafter geworden ist, publiziere ich meine bisherigen Ergebnissein dieser und 
den folgenden Mittcilungen, obwohl die Untersuchungen noch nicht in allen Teilen 
zu einem für mich befriedigenden AbschluB gelangt sind. 
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durch eine andere, die sich unmittelbar auf den Kôrper der [lt 
Einheitswurzeln #() bezieht, ersetzt werden und zugleich soll die 
Betrachtung allgemein für drei zu ? prime Zahlen «, B, y des 
Kôrpers Æ(£), die der Gleichung : 
a + B' + y === 0 

genügen, durchgeführt werden. Die Entwicklungen selbst ge- 
stalten sich, obwohl sie weiter reichen, relativ elementarer als 
die Kummer’s, der zur Herleitung der obigen Kongruenzen eine 
allgemein für die Ideale des Kôrpers k(£) gültige Aequivalenz 
benutzt. 

Ich gebe zunächst eine Definition, um mich im Folgenden 
bequemer ausdrücken zu kônnen. Es sei x eine zum Ideal 
[ — (£—1) — (4) prime Zahl aus k(6), die Z* Potenz eines Ideals 
q aus (€) ist, also 

G@) — à: 

Ich kann dann die Zahl x mit einer beliebigen Einheit aus ZX(£) 
multiplizieren, ohne daB sie aufhôrt, das Ideal q° darzustellen. 
Ich denke mir nun x so gewählt, daf es nach einer môglichst 
hohen Potenz von [ einer rationalen Zahl kongruent wird. Ist 
diese Potenz [", so will ich sagen, daB das Ideal q nach dem Modul 
{ zum Exponenten # gehôrt oder auch kurz, daf es zum Expo- 
nenten » gehôürt. Ich gebe also folgende 

Definition: Ein zu [1 — (£—1) primes Ideal des 
Kôrpers der lt Einheitswurzeln &(f), dessen 
Potenz in der Hauptklasse liegt, gehôrt nach dem 
Modul! zum Exponenten #, wenn sich die Zahl 
; (x) = q 
so wählenläBt, daf 

x = r,:(l"), 
und wenn es keine Einheit min k(f) gibt, so daf 
nx = 7, (), 
wor,undr, rationale Zahlen bedeuten. 

Das Resultat, das wir nun im Folgenden herleiten wollen, 
lautet s0: 

Satz I: Es seien «, B,y drei zu [ — ($—1) prime 
Zahlen des Kôrpers der !* Einheitswurzeln (6), 
welche die Gleichung 


(3) d+p+y —0 
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befriedigen, und es sei 
(4) a = a, B =, y =c(), 


wo a, b, crationale Zahlen bedeuten. Existiert dann 
in #(£) kein Ideal, das im Sinne der vorstehenden De- 
finition nach dem Modul { zu dem ungeraden Expo- 


nenten 27 + 1 gehôürt, (5 = =, so müssen je zwei 
der Zahlen a, b, c die Kongruenz befriedigen: 

d'# log (x + ey) oi 
&) Ra ANNE 


Sind &, B, y drei Zahlen, wie sie im vorstehenden Satz er- 
wäbnt sind, so folgen bekanntlich die Gleichungen: 


(6) a+éB— qa (i — 0,1,...1—1); 


darin bedeuten die q, Ideale aus Æ(£) und a den grôften gemein- 
samen Idealteiler von «, B, y. Setzt man nach D. Hilberti: 


(7) a+ETB— 0 
und 
Sage per : ER * 
(8) Gar net = f*, 
so folgt: 
(9) HER = sm  (i —0,1,...1—1). 


Hier bedeuten die &, Einheiten und die x, lt Potenzen von Ideal- 
quotienten, deren Nenner zu / prim sind. Da es sich im Folgenden 
nur um Kongruenzen mod !* handelt, kônnen die Idealquotienten 
wie ganze Ideale behandelt werden und sollen der Kürze halber 
auch so bezeichnet werden. 

Um den Grundgedanken des Beweises von Satz I besser her- 
vortreten zu lassen, betrachten wir zunächst für sich den nie- 
drigsten Fall j = 1, d. h. wir nehmen an, daB im Kürper #(6) 
kein Ideal existiert, das zum Exponenten 3 gehôrt. In den Aus- 
gangsgleichungen (9) lassen wir auBerdem der einfachen Schreib- 
weise wegen die Sterne wieder fort und schreiben: 


(10) aHEB— ex (i=0,1,...1—1) 


Verstehen wir jetzt unter r eine Primitivwurzel nach / und unter 
s die Substitution £ | £” und bilden die symbolische Potenz: 


1) Die Theorie der algebraischen Zahlkôrper, Bericht, p. 519. 
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(a + (2 p) (8—r) (8 -r®) 
so ist leicht zu erkennen, daB die Kongruenz gilt 


(GENE Pme etan(l), tm 0 si 1), 


wo a, eine rationale Zahl bedeutet. Gehôrt nämlich ein Ideal q 
zum Exponenten *, so gehôrt, wie man durch eine einfache Rech- 
nung zeigt, q@-"" mindestens zum Exponenten # +1. Da aber in 
k(f) kein zum Exponenten 3 gehôriges Ideal existieren soll, mu 
die Kongruenz (11) nicht nur für den Modul l‘, sondern auch für 
I‘ gelten. 

Entsprechende Kongruenzen wie (11) gelten offenbar auch, 
wenn wir « und 8 resp. durch konjugierte Kürperzahlen ersetzen, 
weil mit dem Bestehen der Gleichung 


a +p+y — 0 
auch das Bestehen der Gleichung 
(sa) + (s#)Ÿ + (sn) = 0 
verbunden ist. Wir kônnen dies dadurch zum Ausdruck bringen, 


daB wir « und 8 als Funktionen von £ hinschreiben. Wir er- 
halten dann: 


(12) La (fr) + EB(EIe-N 6-9 = a, (1) RL 2e 


Denken wir uns à festgehalten, so muB die letzte Kongruenz 
für m— 1, 2,...1—1 erfüllt sein. Setzt man aber & — 1 +14 
und denkt sich nach Potenzen 1 bis 4° einschlieBlich entwickelt, 
so ergibt sich für festes à eine Kongruenz von der Gestalt: 


(13) A(m) + À,(m) 1 + A(m) 2 + À,(m) 4 = a, (1) 


wo die A(m) ganze ganzzahlige Fuanktionen von # bedeuten, die 
den dritten Grad nicht übersteigen. Aus der letzten Kongruenz 
folgt dann: 


(14) Afm) = 0, À(m) = 0, Am) = 0 (!). 


Da diese Kongruenzen hôchstens vom Grade 3 in m sind und 
1—1 Wurzeln besitzen, müssen sie für ? = Bb identisch in " er- 
füllt sein, also auch die Wurzel 5» — 0 haben. Setzt man aber” 
in (12) m — 0, 80 folgt: 


A5) (a+65) ee" = a,() (i— 0,1, ...1—1), 


wenn 
œ 


Il 


a, B=0%() 
und a, b rationale Zahlen bedeuten. 
3 6 


558 Pb. Furtwängler, 


Aus (15) folgt nun, wenn man wieder £ — 1+4 setzt und 
nach Potenzen von 4 entwickelt : 


d'(a + ÉD) C-" (6-19) si (n,== 1, 2-9) 
upn [RER Ep 0 Or TE 


Demnach ist auch 


8 f 8—r) (s—r?) L 
an [EEE] 200 6-01... 


da die dritte Ableitung des hingeschriebenen Logarithmus mod / 
eine ganze ganzzahlige Funktion der in (16) auftretenden Ablei- 
tungen ist. 

Die Kongruenz (17) ist in à vom dritten Grade; da sie mehr 
Wurzeln besitzt als ihr Grad beträgt, mu sie identisch in à 
erfüllt sein. Es genügt daher, nur die Glieder mit der hôchsten 
Potenz von à als Faktor zu berücksichtigen. Dies geschieht am 
einfachsten, wenn man in (17) £' durch €’ ersetzt und die dritte 
Ableitung nach v für v — 0 bildet, also 


dé log (a+e’b)(@—" (81?) 
(dv)° 

wobei der Index Null an d anzeigen soll, daB nach der Diffe- 

rentiation  — 0 zu setzen ist; ferner bedeutet die Substitution 

s jetzt die Vertauschung e’ | €”. 

Beachtet man nun, da$ einerseits: 


(18) = 6, 


d'é(e) :.sade" 
@Y "7 @ÿ’ 
weil 
(20) s(e) — e” ist, 
und daB andererseits: 
d'log f()(C) _ d'log fiv) | d'log f(v) 
(21) (do) F6 (dv) + (do) ’ 
so erkennt man, daf man für (18) schreiben kann: 
(22) En) Gr HSE) à 0 0. 
Da die ersten beiden Faktoren zu ?! prim sind, so folgt: 
di log (a+e’b) 
23) EEE = 00, 


also genau die erste Kummer’sche Kongruenz, die abgesehen von 
3 6 
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unwesentlichen Faktoren auf a = b(l) hinausläuft. Man kommt 
auf Grund derselben in bekannter Weise zu einem Widerspruch, 
wenn man noch die Zahlenpaare a, c; b, c heranzieht. Ist die 
Klassenzahl des Kürpers k(f) zu Z prim, so genügen die vorste- 
henden Entwicklungen bereits, um die Unmôglichkeit der Gleichung 
d+fp+y — 0 in dem angegebenen Umfange darzutun. Unsere 
Entwicklungen reichen aber weiter, denn sie zeigen, daB die an- 
geführte Gleichung unmôüglich ist, sobald in 4(£) kein zum Expo- 
nenten 3 gehôriges Ideal existiert, mag auch die Klassenzahl von 
l:(6) durch eine beliebige Potenz von / teilbar sein. 

Wir gehen jetzt zum allgemeinen Beweise des aufgestellten 
Satzes über, der der vorstehenden Entwicklung so analog ist, daf 
wir uns dabei kurz fassen kônnen. Es werde also angenommen, 
daf in k(£) kein Ideal existiert, das zum Exponenten 2j +1 


(5 =) gehôrt. Setzt man dann: 


2 
(24) g(s) = (S—7r) (5s—7r°) ... (s—r”), 
so ergeben sich die Kongruenzen: 
(5)  G@+ÉP = a, (#)  G— 0,1, ...1—1) 


wo à, eine rationale Zahl bedeutet. Da diese Kongruenzen be- 
stehen bleiben, wenn darin « und B durch ein Paar konjugierter 
Kürperzahlen ersetzt werden, so folgt analog wie oben, daf es 
gestattet ist, in (25) für « und 8 ihre rationalen Reste mod I 
a und b zu setzen: 


(26) (a+ 6 b)® = a,(%)  (i = 0,1, ... 1-1). 


Aus (26) ergibt sich dann durch Entwicklung nach Potenzen 
von À: 


d’(a+6b)"® E n = 1, 2,...2j+ 1 
@) | dé he, sop ( A9 NAT ET 


und daraus folgt wieder : 


(28) 


25+1 œ ty ATAO] 

Ë ce] _, EP MONT En 

Die letzte Kongruenz ist für à vom Grade 2j + 1 und muf 
daher, weïil sie mehr Wurzeln hat als ihr Grad beträgt, identisch 
in 2? bestehen. Um den Koeffizienten der hôüchsten Potenz von à 
in (28) zu berechnen, genügt es für £' c* zu setzen, nach v zu dif- 
ferentiiren und nach der Differentiation v — (0 zu setzen. Man 
erhält so: 
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dé*1 log (a + e*b)° 


(29) À UE 


die Substitution s bedeutet in (29) die Vertauschung e’ | e”. Auf 
Grund der beiden Gleichungen (19) und (21) folgt dann aus (29): 


dd" il v 
(30) gr#) FE = 0 (. 


Da der erste Fakter g(r°*) zu ! prim ist, so ist damit der auf- 
gestellte Satz bewiesen, wenn man noch beachtet, daB die ratio- 
nalen Reste mod { von «* und B* in (9) dieselben Multiplen der 
rationalen Reste von « und B in (6) sind. 

Die Untersuchungen von Kummer und Mirimanoff!) haben 
nun ergeben, daf die Kongruenzen (5) in den Fällen ? = 1,2,3,4 
nicht befriedigt werden kônnen. Daraus ergibt sich der folgende 

Satz II: Gibt es im Kôrper k(£) nicht zu jedem 
der Exponenten 3, b, 7, 11 mod { zugehôrige Ideale, 
so läBt sich die Gleichung 


+B'+7 — 0 
durch zu ! prime Zahlen aus 4(f) nicht befriedigen. 


Wir wollen noch einige Folgerungen aus dem vorstehenden 
Satze ziehen. Es sei die Klassengruppe von (6): 


ds ee 6 PNR 
(81) dm... de ... (Pipe Pisnte 


wobei alle Klassen mit zu ? primen Exponenten als Einheits- 
element der Gruppe gewählt sind und die Bezeichnung so ge- 
troffen sei, daf die d-Klassen Ideale aus #/(6+£6") enthalten, die 


c-Klassen aber nicht. Es seien ferner r,,...r, Ideale aus 
d;,... d,, die in #’ liegen, und q,, ... q, Ideale aus c,,...c,. Wir 
setzen dann: 

CN 
(82) 

gŒ =x  (G—1,2,...f) 
und weiter: 
(83) = Qu NM = % 


Die Ideale t* gehôren mod { zu geraden Exponenten und kommen 
daher für Satz II nicht in betracht. Unter dem System der 
Ideale : 


1) Journ. für reine und angew. Math. Bd. 128. S$S. 45. 
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(34) Rene FA (8, 0 Lee T) 


müssen sich mindestens e unabhängige finden, deren /* Potenz als 
primäre Zahl darstellbar ist. Denn zu jeder der Untergruppen 
von (31): 

x, = 0 (1) (iirmhl 2, ue) 


gehôürt nach der Theorie des Klassenkôrpers eine singuläre Primär- 
zahl, die weder eine Einheit noch eine /* Potenz eines Ideals aus 
k' sein kann. Denn gehôrt etwa x, zu der durch die Kongruenz 


æ, = 0 (1) 
definierten Untergruppe von (31), so muB gelten: 
He 
()=e + 
Wendet man jetzt die Substitution s’ : £ | &* an, so würde folgen, 
wenn zx, eine Einheit oder {* Potenz eines Ideals aus #£/ wäre: 


sx; TH, s 
ea pe (%) MR 
Das ist unmôglich, weil » + 0 (1) ist. Es kann daher x, weder 
eine ŒÆEinheit noch eine lt* Potenz eines Ideals aus Æ' sein und 
kann deshalb als /* Potenz eines Ideals des Systems (34) ange- 
nommen werden. In diesem System sind also mindestens e unab- 
hängige Ideale vorhanden, die mod { zum Exponenten / oder einem 
hôheren gehôüren und die daher im Sinne des Satzes IL nicht in 
Frage kommen. Ist daher f—e = 8, so kônnen offenbar die Be- 
dingungen, die Satz IL für die Lôsbarkeit der Gleichung « +f 
+y — 0 in (fé) enthält, nicht erfüllt werden. Es ergibt sich 
daraus das folgende Resultat : 
Satz III Ist die Anzahl der Klassenverbände 
von k(£): l* und von k£'(6+68"): l‘ und ist: 


f—e=3, 


so ist die Gleichung: 
é+pl+y — 0 
durch zu ! prime Zahlen aus #(€) nicht zu lüsen!). 


1) Herr E. Hecke hat kürzlich (Gôtt. Nachr. 1910) einen Teil des Satzes 
IIL bewiesen, nämlich den Fall f—e — 0. Er hat auch gezeigt, daB stets 
f—eZ O0 ist, was in analoger Weise aus den obigen Entwicklungen folgt. Ich 
werde in der folgenden Mitteilung noch näher auf die Struktur der Klassengruppe 
von k(£) eingeben. 


3b6x%x 
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Bei einem Vergleich der Sätze III und II ist zu beachten, 
da8 Satz II der weiter reichende ist. Es kann sehr wohl Werte 
! geben, für die sich die Unmôglichkeit der Gleichung & + B'+ y —0 
auf Grund von Satz III nicht nachweiïsen läft, während dies mit 
Hülfe von Satz II môglich ist. Noch spezieller als Satz III ist 
der folgende, dessen Richtigkeit ohne weiteres aus Satz II folgt: 

Satz IV: Ist die Klassenzahl des Kôrpers 4() 
hôchstens durch À teilbar, so ist die Gleichung: 


+p +7 me 0 
durch zu ? prime Zahlen in #(£f) nicht zu lôsen. 


Dreiparametrige Randwertaufgaben. 
Von 


Jitsuo Yoshikawa. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 10. Dez. 1910 


In meiner vorhergehenden Mitteilung') habe ich eine Oscil- 
lationsaufgabe mit zwei Parametern behandelt, indem ich die Ste- 
tigkeit?) der Eigenwerte zugrunde legte. Derselbe Gedanke läft 
sich naturgemäf auf das entsprechende Problem mit drei Para- 
metern anwenden, wovon die vorliegende Arbeit handelt. Zunächst 
betrachte ich eine Randwertaufgabe unter einer Voraussetzung (5). 
Anstatt dieser führe ich im 4. Paragraphen alle môglichen Vor- 
aussetzungen gewisser Art ein und zeige, daB sich im allgemeinen 
drei verschiedene Fälle durch meine Methode lôsen lassen. Ueber- 
dies füge ich im 3. Paragraphen eine weitere Bedingung (13) hinzu, 
um das Oscillationstheorem zu beweisen. Die letzten zwei Para- 
graphen beschäftigen sich mit einer Anwendung meiner Methode 
auf die Lamésche Differentialgleichung mit vier singulären Stellen 
im Endlichen. 


5 L 
Es seien drei gewühnliche Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung vorgelegt für w als Funktion von x, für v als Funktion von 
y und für w als Funktion von z von der Gestalt 
a) 
(1) + Qatub+wu =0  (£2£a,) 


1) ,Zweiparametriges Oscillationstheorem“, Gütt. Nachr. 1911. 
2) Hilbert, Gôtt. Nachr. 1910, pag. 384. 
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dv 
af er sise 
(2) ET CE CRC = 0 SsYsh) 
d (r a) séélih À 
(8) — 7, + Ua+ub+wc)w = 0 CELETA} 
worin p, a, b,c Funktionen der unabhängigen Variabeln x und 9, 
a, b,c Funktionen der unabhängigen Variabel y und r,a,b,c 


Funktionen der unabhängigen Variabeln z bedeuten; diese Funk- 
tionen môgen sämtlich der Kürze bhalber als regulär analytisch 


angenommen werden und sie môügen überdies die Bedingungen 
erfüllen: 


pa>0 (a £=z=:2,) 
(4) Qay>0  (n=y=y) 
r(2) > 0 CASSER NA) 
a(x)>0, b(x)>0, c(x) 0 tt] 
() ag >0, 60, c(y)<0 (UARTETA) 
_a(<0, 6(9=>0, c(—0 Les Seed 


(Die Bedingungen (5) werde ich später durch verschiedene andere !) 
ersetzen.) 

Unser Problem ist nun die Parameter À, u, » in der Weise zu 
bestimmen, daB es ein Lôsungstripel u(x), (y), w(z) gibt, welche 
die Eigenschaft hat, daf 


u(z) = 0 fürz= 2, undæ —=7,, 
(6) vY—=O0 , yY—=Y » Y = Y; 
w(d=0 , 2=4 , #2 —2,. 


Wir schreiben nun die erste Gleichung in der Form: 


(2) 


Fe + 0] +2 = 0, 


und denken uns, da8 u und » irgend welche feste Werte haben. 
Dann gibt es nach der Hilbertschen Theorie?) der orthogonalen 
Integralgleichungen unendlich viele, lediglich im Unendlichen sich 


1) Siehe pag. 13—15. 
2) Hilbert, Gôtt. Nachr. 1904, pag. 225. 


(7a) 


(Ba) 
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bäufende Parameterwerte 1 — 1, für welche die Differential- 
gleichung je eine den Randbedingungen (6) genügende Lüsung be- 
sitzt. 

Diese ausgezeichneten Parameterwerte, die Eigenwerte, À — 4, 
sind sämtlich einfach. Von ihnen fällt nur eine endliche Anzahl 
negativ aus; bedeutet also C,, eine gewisse positive Konstante, 
so gilt 


— CC, << <2,<12,<: 


uv — 


Insbesondere sind sie alle positiv, falls u — 0, » — 0 ist. 

Nun sind unsere Eigenwerte 1, stetige Funktionen') von y 
und » für alle Werte von diesen. Wie ändern sich dann diese 
Funktionen 4,(u,v) bei variierenden Argumenten ? 

Es seien für die gewissen Werte u,v der i-te Eigenwert 
1,(u, ») und die zugehôrige Eigenfanktion ,(u,»). Es sind dann 


(7) [PE -œ+roui]ds = 2, 


Le 
(8) f DL 


Ti 


Wenn ferner für u+Ôôw, v+0v der i-te Eigenwert 4, + 04, und 
die zugehôrige Eigenfunktion u,+ du, ist, so gelten auch 


je Le (UM) Lu + du)0 + (+05) c}(u+8n) | FÉES 


f'atu+ ou) dr = 1. 


Li 
Substrahiert man (7) aus (7a) und (8) aus (8a), so erhält man, in- 
dem man die GrôBen hôherer Ordnung vernachlässigt, 


LC: 
CR 2 [ PESTE = f Qu + cv) u, du, dx 
Ti 


3 1 (bêu + côv)u? dx, 
Ga 


La 
(10) = [ au, du, dx. 


Ti 


Integriert man partiell das erste Integral in (9) und berücksichtigt 


1) Hilbert, Gôtt. Nachr. 1910, pag. 384. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-pbys. Klase. 1910. Hoft 6. 39 
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man dabei, daf u, für 4,,u,» der Differentialgleichung (1) genügt, 
so hat man endlich') nach (10) 
(11) teen ie tie 
worin gesetzt wird 
P'— ‘à Mbu?dx  (positiv), 
Li 
| C=f “qu? dx (positiv). 
LA 


Aus dieser Grundrelation (11) folgen zunächst 


Ga 

(A) PET A B (negativ), 
a; 2 3 

(B) DN sai C  (negativ). 


Denkt man sich ferner, wie ôuw und ô» sich verhalten damit, da 
À,(u, v) einen konstanten Wert beibehalten soll, so erhält man für 
04, = 0 
CUS C è 

(C) F: 4 = pen: (negativ). 

Diese Verhältnisse kann man geometrisch im dreidimensionalen 
Raume ganz deutlich auffassen. In Bezug auf die rechtwinkligen 
Koordinatensysteme (ur) repräsentiert nämlich die Gleichung 


À = A, (u, v) 


Fig. 1. 


1) ,Zweiparametriges Oscillationstheorem‘“ vom Verfasser, Gütt. Nachr.. 1911 
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eine Fläche, welche die 4-Achse auf der positiven Halbachse trifft. 
Sie ist von jeder Ebene 4 — konst. in einer Kurve geschnitten, 
die wegen (C) monoton abnehmend ist. Auch wegen (B) ist sie 
von jeder Ebene w = konst. in einer monoton abnehmenden Kurve, 
und endlich wegen (A) von jeder Ebene » — konst. in einer ebenso 
monoton abnehmenden Kurve geschnitten. Sie hat also gegen die 
Koordinatenachsen eine etwa in der Figur 1 gezeichnete Lage. 
Nun betrachten wir die zweite Differentialgleichung 
Ar dans Lars 
| — y -+@+v) + = |, 


a>0, b—0, ce<0. 


Sie hat unendlich viele Eigenwerte 1,, die ebenso sämtlich 
einfach sind und von denen nur eine endliche Anzahl negativ aus- 
fällt, nämlich 

Cure the 
wo Cr eine positive Konstante bedeutet. Insbesondere sind sie 
alle positiv, falls u = 0, » = 0 ist. 

Setzt man ferner 

| B = f hu? dy  (positiv), 
Yi 

| C = sf Pcv'dy (negativ), 
Yi 


worin v, die zu 4, gehürige Eigenfunktion ist, so schlieft man über 
die stetige Funktion 4,(u,») folgende Beziehungen: 


(11a) 04, = — Bôu—Côv 
(A a) Z — — PB  (negativ), 
(Ba) Z EC Phéiliy) 
und für 04, — 0 

(Ca) _. = -Ÿ (positiv). 


Die Fläche 
1 — A,(u, v) 
39% 
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trifft die 4-Achse in der positiven Halbachse und schneidet jede 
Ebene 4 — konst. in einer monoton wachsenden, jede Ebene 
u — konst. in einer ebenso monoton wachsenden, dagegen jede 
Ebene » — konst. in einer monoton abnehmenden Kurve. Sie hat 
ungefähr solche Lage gegen die Koordinatenachsen wie in der 
Figur 2. 


Fig. 2. 


Endlich nehmen wir die dritte Differentialgleichung 


| 17 


+aw = 0, 


Z  t+(Wb+y)w 


à 0,16 0 e>0. 


Berücksichtigen wir nun, daB in diesem Falle der Koeffizient von 
À negativ ist, so schliefen wir folgendermahen: 

Die dritte Differentialgleichung hat unendlich viele Eigen- 
werte À,, die ebenso sämtlich einfach sind und von denen nur eine 
endliche Anzahl positiv ausfällt, nämlich 


Ole a4t, 


w'rin a eine positive Konstante bedeutet. Insbesondere sind 
sie sämtlich negativ, falls uw — 0, » — O ist. 
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Setzt man weiter 


B — [Tu de (positiv), 


2 


C = fewide (positiv), 
2 


worin w, die zu À, gehôürige Eigenfunktion bedeutet, so hat man 
von der stetigen Funktion À,(u,») folgende Beziehungen: 


(11b) 0, = Bôu+Côv, 
(Ab) Fe Go, 

A, = _ 
(Bb) Rs C  (positiv), 
und für 04, — 0 

du C : 
(Cb) de (negativ). 

Die Fläche 
1 = Le (u, v) 


trifft die 1-Achse in der negativen Halbachse und schneïdet jede 
Ebene 4 — konst. in einer monoton abnehmenden, dagegen jede 
Ebene uw — konst. in einer monoton wachsenden und jede Ebene 
v — konst. in einer ebenso monoton wachsenden Kurve. Diese 
Verhältnisse veranschaulicht die Figur 3. 


Fig. 3. 
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$ 2. 

Wir fragen nun: Kôünnen die beiden ersten Flächen sich 
schneiden? Wenn dies wirklich geschieht, dann fragen wir weiter: 
Kann diese Schnittkurve die dritte Fläche treffen? 

Betrachten wir erstens die Parallelebenen À — konst. Auf 
jeder von diesen gibt die erste Fläche eine monoton abnehmende, 
dagegen die zweite Fläche eine monoton wachsende Kurve. Die 
beiden Kurven erstrecken sich von —© bis +co in Bezug auf die 
beiden Koordinaten und kreuzen sich daher gewiB in einem und 
nur in einem Punkt. Insbesondere auf der wr-Ebene (4 = 0) 
schneiden sich die beiden Flächen in einem Punkt Z, welcher auf 
der vordern Seite (u = 0) der »-Achse fällt. 

Nehmen wir dann die Parallelebenen w — konst. Auf jeder 
dieser Ebenen gibt die erste Fläche eine monoton abnehmende, 
dagegen die zweite Fläche eine monoton wachsende Kurve, welche 
beide sich gewiB in einem und nur einem Punkt kreuzen. Insbe- 
sondere auf der »1-Ebene schneiden sich die beiden Flächen in 
einem Punkt M, welcher auf der oberen Seite (1 0) der v-Achse 
fallt. 

Auf einer der Parallelenebenen » — konst. geben unsere beiden 
Flächen zwei abnehmenden Kurven. Von diesen Kurven kann man 
doch nicht ohne weiïteres sagen, daB sie einen einzigen Punkt be- 
stimmen. Es ist wohl môglich, daf sie keinen, einen oder sogar 
mehrere Schnittpunkte liefern !). 

Nachdem ich so doppelterweise die Existenz der Schnittkurve 
der beiden ersten Flächen erkannt habe, betrachte ich nun ihre 
Tangentialrichtung. Die Schnittkurve ist dargestellt durch die 
beiden Gleichungen 

À = À, (u, v) 

à = 1(u»). 
Bedeutet nun 4+d4, w+ du, v +dv den zu 4, uw,» benachbarten 
Kurvenpunkt, so bestehen zwischen den Differentialen 


01 01 


— 7 PR 
dÀ = sà du + à dv 
04, ô4, 
AL ps du + Es dv 


oder nach (A), (B), (Aa), (Ba) 
di + Bdu + Cdv = 0 
dA +- B du + Cd = 0, 
1) Vgl. pag. 21. 
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Aus diesen Gleichungen lassen sich die Verhältnisse der Diffe- 
rentiale bestimmen, nämlich 


(12) Rae het di. 
BC— BC C—C B-B 
(neg.) (pos.) (?) 
Es ist also a stets negativ. 
ilu 


. Die Resultate fasse ich jetzt folgendermafen auf: Die Schnitt- 
kurve der beiden ersten Flächen erstreckt sich von einem Punkt 
À — ©, u — —c (oben, hinten) nach einem Punkt 14 — — co, 
u — © (unten, vorn) Unterwegs trifft sie erstens die 4y-Ebene 
im Punkt X (oben) und dann die uv-Ebene im Punkt L (vorn). 
Ihre Projektion auf der Au-Ebene ist monoton absteigend und 
trifft die positive 4-Achse und die positive u-Achse. 

Nun wenden wir uns an die dritte Fläche. Der Schnitt dieser 
Fläche mit jeder Ebene » — konst. trennt die letztere in zwei 
Teile, nämlich den oberen und den unteren; so trennt die Fläche 
selbst den ganzen Raum in zwei Teile: den Oberraum und den 
Unterraum. Es ist im Oberraum 1 —4,, auf der Fläche selbst 


1 — 1, und im Unterraurm 1 < 1, 

Denken wir uns dann eine Ebene » — konst. durch einen 
sehr hinteren (u — —co) Punkt H unserer Raumkurve (4,4) ge- 
legt. H hat die Koordinaten 

VV, U = C9, À = "+00. 


Diese Ebene ist durch die dritte Fläche in einer monoton wach- 
senden Kurve geschnitten, die den Punkt enthält: 

VIE VUE EPS, 1j ei 00 
H liegt also im Oberraum. Wenn wir uns dagegen eine Ebene 
v — konst. durch einen sebr vorderen (u — +ce) Kurvenpunkt 
V gelegt denken, so ist 1 — — für diesen Kurvenpunkt, während 
4, — +00 für den entsprechenden Punkt der dritten Fläche ist. 
V liegt also im Unterraum. 

Unsere stetige Schnittkurve läuft demnach einmal im Ober- 
raum und das andere Mal im Unterraum. Infolgedessen muf sie 
die dritte Fläche wenigstens einmal treffen (4 — 4,). Die Koor- 
dinaten dieses Treffpunktes seien nun 4*, u*, »*. Es ist ein Schnitt- 
punkt der drei Flächen, nämlich 


LE = L(u*, 2%) = L(u*, À) = 4,.(u*, v*). 


Und die zu diesen Parameterwerten 4*, u*, v* gehôürigen Eigen- 
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fanktionen der drei Differentialgleichungen: 


u = f(x) 
v = 1} (y) 
w = w*(2) 


bilden ein Lôsungssystem der gewünschten Art. 
Nan denken wir uns drei Flächensysteme 


À = À,(u,v) (G@ — 1,2, 8,...) 
À — À, (u, v) (G = 1,2, 8, .…), 
À = 1,(h,v) (== 12,0 


Zwei Flächen desselben Systems schneiden sich nie, weil zum Bei- 
spiel À,< 4,,, ist. Aber drei beliebige Flächen, von denen keine 
zwei demselben System gehôren, bestimmen sicher einen Treffpunkt 
A*, u*, v*, Es existieren also unendlich viele solcher Treffpunkte. 
Diese Tatsache fasse ich nun in einen Satz auf: 

Satz 1. Ist ein System von drei gewôhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen von der Gestalt (1), (2), (3) vor- 
gelegt, für welche die Bedingungen (4), (6) erfüllt sind, 
so existieren unendlich viele Systeme von Werten 1, 
u, v, für welche die Differentialgleichungen solche si- 
multane Lôsungen u,(x), v,(y), w,(:) haben, da u,(x) an 
den Enden und nicht überall im Innerndes Intervalles 
x, Æ v,(y) an den Enden und nicht überall im Innern 
des Intervalles y, y, und w,(:) an den Enden und nicht 
überall im Innern des Intervalles 2,2, verschwindet. 
Weiïiter aus der Oscillationseigenschaft der Eigenwerten folgt es: 

Satz 2. Es existiert wenigstens ein Lôsungstripel 
U, V,, w, unseres Gleichungssystems von der Art, daf 
u,(x) genau i—1mal im Innern des Intervalles x, x,, v,(y) 
genau ?—{mal im Innern des Intervalles y, y, und w,(2) 
genau x—1mal im Innern des Intervalles 2,24, ver- 
schwindet, and daf u,(t) = 0 für. x. —=1#% .undtr =", 
v,(y) = 0 für y = y, und y = y, und w,(2) — Ofür z — 2, 
und # = 2, ist. 


$ 3. 

Der Satz 2 behauptet nur die Existenz eines Lüsungssystems 
beliebiger Oscillationen, aber nicbts von der Eindeutigkeit solches 
Lôsungssystems. Man kann wobl erwarten, da die Raumkurve 
(4,4) die dritte Fläche (4,) in zwei oder sogar mehreren Punkten 
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trifft und demgemäfi zwei oder mehrere Lüsungssysteme gewisser 
bestimmter Oscillationen entstehen. 
Nun nehmen wir an, daB die Raumkurve (4,1) die dritte 
Fläche in zwei Punkten treffe, nämlich 
GE, pt, nt) (M, pt, vtt) 

Ich behaupte dann, daf es sicher 

À* + 7 ls 

u* + u*, 

v* Sn v** 
ist. Denn wäre zum Beispiel »* = »**, so hätten die beiden Diffe- 
rentialgleichungen (1) und (3) für v — »*: 


du 
1%) | 
ent pe + (a +ub)u = 0, 
dx 
d fr a) = Es 
| En +4 ub)w = 0 


zwei Parameterbestimmungen 4*,u* und 4**,u** für eine à — 1 mal 
oscillierende u-Lüsung und eine 4 —1mal oscillierende w-Lüsung, 
was nicht môglich ist!) Dasselbe gilt für 4 und w. 

Es sei demnach etwa 


PET on 
Erstens haben wir dann, da die beiden Punkte auf unserer Raum- 
kurve liegen. 

ut > u**, 
Und dann schliefen wir weiter, da die Punkte auf der dritten 
Fläche liegen, 

Vera 
Diese Ungleichung ist sicher dann unmôglich, wenn für die Raum- 


kurve . stets negativ ist, d.h. nach (12) 


(13) [but dx < [bot dy. 


Li Yi 


1) Diese zweiparametrige Aufgabe ist wesentlich dicselbe wie die meiner 
ersten Note. 


SU 
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Wenn diese Ungleichung besteht, dann gibt es nur einen Treff- 
punkt der Raumkurve und der Ro Fläche, und so folgt das 
Oscillationstheorem: 

Satz 3 Wenn die réideré Bedingung (13) erfüllt 
ist, dannlassensichdie Parameteri,u,vineindeutiger 
Weise so bestimmen, dafi es ein solches Lôsungs- 
system «,(x), »,(y), w,(2) unserer Gleichungengibt, welche 
an den Enden und bezw.i-—-1lmal, 7—1mal, x—1mal im 
Innern des betreffenden Intervalles verschwindet. 

Nun ist die Bedingung (13) zum Beispiel im Falle erfüllt, daf 


b(x) = f(x) a(x) Et S<4s 0) 
b(y) = f(y)a(y) (n < y £ y) 


und daB für jedes x des Intervalles x, x, und für jedes y des In- 
tervalles y, y, die Ungleichung gilt: 


(14a) f (&) <f(y). 
Nämlich sei F der grôBte Wert von f(x) im Intervalle x, x, 


(14) 


und F der kleinste von f(y) im Intervalle y,y,, dann gelten 
QE P<FE= (y) 


Und 
Lap,,2 T2 
E buidx = Ffaudx = F, 
ZT: F7 
[dy = F[Vady = EF 
SOy=l) y = 
Y1 Yi 


Da F< Fist, so ist die Bedingung (13) erfüllt. 
Die letzte Ueberlegung werde ich später !) bei der Behandlung 
der Laméschen Differentialgleichung anwenden. 


$ 4. 
In den bisherigen Entwicklungen haben wir über die neun 
Funktionen 


a(x), b(x), c(x), 
a(y) by), e(u) 
a(z) be) c(+) 


die Voraussetzung (5) gemacht, nämlich sind die Koeffizienten von 


1) Siche pos. 21. 
a 
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À, u, v 
in der 1. Gleichung bezw. +++ 
in der 2. Gleichung bezw. ++ — (1) 
in der 3. Gleichung bezw. ++ 


Denkt man sich nun anstatt » —7» als den dritten UE 
eingeführt, so sieht man, daB der Fall 


++ 
el (1) 


auch schon erledigt ist. 

In diesem Paragraphen werde ich untersuchen, welche Fälle 
noch durch unsere Methode auflôsbar sind. 

Bevor ich nun die verschiedenen Vorzeichenkombinationen der 
obigen Art abzähle, bemerke ich folgendes: 

1) Die erste Horizontalreihe kann stets als 


+++ 


angenommen werden. Denn andernfalls wird dies erreicht durch 
Einführung entgegengesetzter Parameter. 

2) Zwei Horizontalreihen müssen von einander verschieden sein. 
Denn andernfalls sei zum Beispiel 


HE 
+ — — 
+ a —— 
Es ist dann für die Eigenwerte 1,(u, ») und 4,(u, ») bezw. 
Hot es Es CA 
Du) *P du & 
ô4, 0, 
| OÙ IE + Ori ui 
Fat CTI ANER 
PE TR PA) à 
Die beiden zugehôürigen Flächen schneiden jede Ebene 1 — konst. 
in zwei monoton abnehmenden, jede Ebene u — konst. in zwei 
monoton wachsenden und jede Ebene » — konst. ebenso in zwei 


monoton wachsenden Kurven. Man kann daher nicht ohne weiïtere 
Bedingungen behaupten, da die beiden Flächen eine Schnittkurve 
bestimmen. 
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Dies in Rücksicht genommen, schreibe ich nun alle môglichen 
Kombinationen wie folgt: 


+++ +++ +++ 


++ +—- ——- 
Ce pd MG ge mg mn gs ge 
+HI+D +++ +++ +++ 
à Li 6 Cu hihi HÉTE ET 
+ —i+ pote ii ++— 
HHIHON OO HHIHO OO Hi HOD  HIH + +++ 
++ - ++i- + —- + — 
——;+ —-;- ++ 18 #3 + 


—— — 
: 


Unter diesen Kombinationen sind nur sechs von einander 
wesentlich verschieden, wie die gleichen Kombinationen in der 
Tabelle mit demselben Index gekennzeichnet sind. 

Nan betrachten wir die Kombination (VI): 


+++ 


+ re 
In diesem Falle haben wir für die Eigenwerte 1, und 4, bezw. 


InÔBs Mi A, __ 
| Con OH 
ue ns ‘4, hs 
Ov CES 
ue jus, 2 
do EE ii Qi 


Folglich kônnen wir hier auch nicht behaupten, da8 die 1,-Fläche 
und die 4,-Fläche sich schneiden. 
Ebenso muB die Kombination (V) ausgeschlossen werden. 
Für den Fall (IV): 
APT 
+ — — 
D nn 
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haben wir für die Eigenwerte 4, und 4, bezw. 


[ ©, CLR 
De où 8h 
ô4, CR 
dv 4 Ov ms ê 
nn uns.” 
UM Ti gx dv 


Auch ist dieser Fall auszuschliefen. 
Nun kommen wir zur Kombination (111): 


ne M 
ne - (IID) 
— + — 
In diesem Falle erhalten wir für die drei Arten Eigenwerte 

61, de à 00 

We du: et 

ae Er %, _ Gobase 

d — ya e dw — 

_— A ve pi NE 

AT ment sl end 


und für die Schnittkurve der beiden ersten Flächen 
da du dv 
(RER Air) 
Durch ganz ähnliches Verfabren wie im $ 2 künnen wir also 
schlieBen, daf dieser Fall wirklich auflôsbar ist. 
Die Kombinationen (1) und (II) sind schon erledigt, wie es am 
Anfang dieses Paragraphen erwähnt ist. 
Zusammenfassend : Unsere Auflüsungsmethode läft sich im all- 
gemeinen nur auf die drei Fälle anwenden, nämlich 


+++ +++ is 
dt naissance QD 
—++ +—— — + 


Zum Schlaf bemerke ich noch, da sich viele anderen Fälle, 
wenn weitere Bedingungen von der Art (13) erfüllt sind, durch 
neuer Methode lôsen lassen, wie es gleich gezeigt wird. 

J7x 
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8 B. 


Die unten zu behandelnden speziellen Fälle sind nicht in den 
oben allgemein erledigten enthaltèn. Trotzdem lassen sie sich 
wegen Erfüllung weiterer Bedingungen durch unsere Methode 
lôsen. Die Probleme entstehen aus der Laméschen Differential- 
gleichung mit vier reellen singulären Stellen im Endlichen: 

d'u 1. À 1 1 1 \ du 
co) dé Le CT on dt 
AE + Bt+C 
3 = _ 4 = 
à (t— A) (—e,) (—e,) (t—e,) 


Die vier Punkte e,, e,, e,, e, der Grôfe nach geordnet, trennen 
die ganze t-Achse in fünf Teile, nämlich 


0. 


host, 


2) e =it<e,, 
3) ÉéSret, 
4) este, 
5) CARS pt 00) 


1), 3) und 5) nennen wir kurz die R-Teile und 2) und 4) die J- 
Teile. 

Nun fassen wir ein Intervall im Innern eines dieser Teile 
ins Auge und bringen die Differentialgleichung (15) in die Form 
einer sich selbst adjungierten und zwar so, falls das Intervall im 
R-Teile liegt, 

du 


fr) | 
a), u+8+6, 


GS dt R 


falls dagegen es im J-Teile liegt, 


du 
1%) _ we 
(7) EU RUES Un, 


dé 


J=V-(-—e) (—e) (—e) (—e). 
Dann wählen wir einen Punkt « auferhalb des Intervalls und 
führen die neue unabhängige Variable folgendermafen ein: 
1) Wenn « rechts des Intervalls liegt, dann setzen wir 


l— a«—x%X, 


sodaB x stets positiv im Intervalle bleibt. 
3}x 
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2) Wenn « links des Intervalles liegt, dann setzen wir 


t = u+6, 


sodafi Ë ebenso stets positiv im Intervalle ausfällt. 
Durch diese zwei Arten Transformationen gehen die Glei- 
chungen (16) und (17), wenn wir endlich 


A + a«B + CE 


ON A 
2a{+S = À, 
A LE 
setzen, über in 
du 
15h v—Ar+ur of 
dx R al 
du 
d Has 
a(z &). v+iE+ us nt 
dË LR 
du 
4 Le) Jus 
0 
du 
1e Æ)- 
al J Z nn dr, 


Wir haben also aus der Laméschen Gleichung einmal wegen 
der Lage des Intervalles und andererseits wegen der Wabl des 
Punktes & vier Sorten Gleichungen erhalten, in denen die Koeffi- 
zienten von À, uw, v bezw. 

7 


(18) 


im ganzen Intervalle sind. 

Nun denken wir uns drei Intervalle, die nur der Einschrän- 
kung unterworfen sind, daf sie einander ausschliefen und keinen 
der singulären Punkte enthalten. Wir wählen einen Punkt « 
auBerhalb der drei Intervalle, und in jedem von diesen führen wir 
nach der oben erklärten Weise, indem wir dabei die Lage des be- 
treffenden Intervalles und die relative Lage von « zu diesem be- 
rücksichtigen, die passende Transformation aus. Dann ergeben sich 
die drei Gleichungen von der Gestalt (1), (2), (3). Dieses Gleichungs- 
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system gehôürt aber zu keiner der Klassen (1), (ID), (III) des letzten 
Paragraphen, sondern die Koeffizienten von 1, w, v im System be- 
stehen aus einer Kombination mit Wiederholung von den vier 
Reiïhen (18). Also entstehen je nach der Lage unserer Intervalle 
und nach der Wahl des Punktes « viele verschiedene Gleichungs- 
systeme. Die Anzahl aller müglichen Systeme dieser Art ist gleich 
der der Kombinationen von vier Dingen zu je dreien mit Wieder- 
holung, also 20. 

Die 20 verschiedenen Fälle lassen sich von zweierlei Stand- 
punkten aus auf zwei Hauptfälle zurückführen. 

Zunächst sieht man schon, daB jede der vier Reïhen in (18) 
zu einer andern entgegengesetzt ist. Infolgedessen spalten sich 
unsere 20 Kombinationen in zwei Teile von je 10 Gliedern. Jedes 
Glied des einen Teiles hat sein entgegengesetzes Bild im andern 
Teile, z. B. 


Zwei solche sich dual entsprechenden Kombinationen kann man als 
zu demselben Gleichungstripel gehôrig auffassen, wenn man sich 
in diesem Tripel anstatt À, uw, v einmal —4, —u, —» als Para- 
meter eingeführt denkt. Wir brauchen demnach nur einen der 
beiden Teile zu betrachten, nämlich etwa 


+++a)  +++b) +++)  +++4) 


+++ +++ +++ +++ 
+++ ++ +—- ——- 
+ + D) + ++Fe) 
++ ++ ++ 
++ +—- —-- 
— ++a +++c) — ++d') 
++ +—- ++ 
++ +—- +—- 


Von diesen 10 Kombinationen gehôüren a) und a’) zu demselben 
Gleichungstripel, man braucht sich nur einmal À und das andere 
Mal — À als Parameter eingeführt zu denken. Dasselbe gilt sowohl 
für b) und b’) als für d) und d'), als auch für e) und e’). Ebenso 
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sind c) und c’) nicht zu unterscheiden. Es bleiben also nur fünf 
wesentlich verschiedene Füälle übrig, nämlich 


+++)  +++b)  +++0 +++) 


+++ +++ +++ +++ 
+++ — ++ +—— —-- 
Here) 
—++ 
+ — — 


Von einem andern Standpunkte aus lassen sich die fünf Fälle 
endlich in zwei Hauptfälle zusammenfassen. 

Die zwei Fälle a) und b) entstehen, wenn die drei Intervalle 
sämtlich im X-Teile fallen, zum Beispiel 


4 ; t, t, te t” t+ 
Fig. 4. 


Wenn der Punkt « links von den allen Intervallen gewählt ist, s0 
ergibt sich a). Wenn dagegen « zwischen dem ersten und dem 
zweiten Intervalle gewählt, dann ergibt sich der Fall b). 

Die drei übrigen Fälle entstehen, wenn das erste Intervall im 
J-Teile und die zwei anderen im /?-Teile fallen, zum Beispiel 


Fig. 5. 
Der Fall c) entsteht, wenn « zwischen dem ersten und dem zweiten 
Intervalle liegt. Der Fall d) entsteht, wenn « links des ersten 
Intervalles liegt, und endlich e), wenn « zwischen dem zweiten 
und dem dritten Intervalle genommen ist. 
Wir gelangen also durch geeignete Wahl des Punktes « an 

zwei verschiedene Hauptfälle, nämlich 

RD) ac) 

AT + DL 

er Lt he! 
deren Erledigung das Problem des nächsten Paragraphen bildet. 


Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 6. 40 


082 Jitsuo Yoshikawa, 


$ 6. 
Es seien drei Intervalle £, é,, 4 ,, { {* so gegeben wie in der 
Figar 4, nämlich i 
Let, € 8, 
Con Et Sie à 
Wir wählen einen zwischen #, und {! gelegenen Punkt « und setzen 
im Intervalle (4; #}) 
t—= a+x, Gi = 4-0, %, = 4 — a), 
im Intervalle (f#, 
= aty,, (= b-e y, = f,-0) 
und im Intervalle (f, £,) 
= aœ—2, (4, = at, 2, = a —t,). 


Es entstehen dann aus der Laméschen Gleichung (15) die folgenden: 


dr) 
d pi ï 
delete 0 Gars) 


dv 
a) Ay+uy° +v 
v 0 


(2a) URI SECTE CREVER) 
at) le +ue + 

(8 a) dz ‘ er = 0 ( <2<2;,), 

WoO 


p = V(a+x—e,) (a+x—e,) («+x—e,) (x+x—e,), 
q = Vo+y—e,) (a+y—e,) (a+y—e) (a+y—e), 
r — V(a—2—e,) (x—2z—e,) (x—2—e) (x—2z—e,). 


Wir setzen ferner 


“Lo m2 Lo 
D:= J 8 dx, C = “à np 
D p 


Ti 
* op Ds y 
D = Î Lo dy, Ci + TE 
Yi 7 Yi q 
_ La 3 æ 2 
Def os de Ti à utde. 
22 j 21 
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Dann merken wir, daf 


2 4 
EURE æu; dr <a, [ae = à, 
? P 
Ti Li 


— 2 p? Ye v? 
B= fra f F. dy = y, 
Yi Yi 


Palm 1 ff: œu 1 

Ü—= Î "dr >— | dr = — 

T1 x ? La TL D Le 

| cf". ag mb 
y vu Yi 9 Ya 


BL YI EE, 


(19) 2, Yi 


Nun gelten für die zur Gleichung (1a) gehôrige 1,-Fläche und 
die zu (2a) gehôrige 1,-Fläche bezw. 


0À, a { CES 2 P 
dr de B (neg.), 1 Pair B (neg.), 
o1, o4, : 
+ cols C (neg.), ES C' (neg.), 
‘du C TRE € 
Tin re Pt) D p 0E CE) 


Jede Ebene » — konst. ist durch die erste Fläche in einer monoton 
abnehmenden Kurve und durch die zweite ebenfalls in einer 
monoton abnehmenden geschnitten. Die letztere Kurve ist aber 
wegen (19) stets steiler als die erstere, und sie kreuzen sich daher 
in unserem Falle gewif in einem Punkte, der zu der Durch- 
dringungskurve der beiden Flächen gehôrt. 

Die Tangentialrichtung dieser Raumkurve ist nach (19) 


dà 6 RE dv 


BOMBORMPO CEE TR 
(neg.) (pos.) (pos.) 
Dies steht aber zur dritten Fläche, für die es gelten: 
40* 
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‘4, _ 
er # BE (pos.) 
F, ere 
TRS + © (pos.) 
du C 

My TT (neg.), 


in der genau im $ 3 gewünschten Beziehung. Die Raumkurve 
trifft die dritte Fläche in einem und nur einem Punkt, und damit 
ist das Oscillationstheorem für diesen Fall bewiesen. 

Wir gehen nun zum zweiten Hauptfalle. Es seien etwa wie 
in der Figur 5 | 
| A ES FE 0 

PT NE I 
| CRE ME 0 
Dann wählen wir einen Punkt « wieder zwischen f, und f! und 
führen die neuen unabhängigen Variabeln x, y, z: ganz genau s0 
wie im letzten Falle ein. Es entsteht ein Gleichungstripel, das 
sich vom letzten Tripel (1a) (2a) (3a) nur durch die dritte Glei- 
chung unterscheidet. Diese lautet im jetzigen Falle 


a(r a.) 
3 4 4 
de n Az —ue —v : 


(3b) Le ' = 0 (4,<+:<) 
Es ist wieder für die dritte Fläche 

da = 3 (os) 

2 = — C (pos.), 


Die Beziehung der MER mburl der beiden ersten Flächen 
zu der dritten ist also genau dieselbe wie im letzten Hauptfalle, 
und damit ist das Oscillationstheorem auch hier bewiesen. 

Die obigen Ergebnisse fassen wir in den folgenden verall- 
gemeinerten Kleinschen Oscillationssatz!) auf: 


1) Vgl. Encyklopädie der mathematischen Wissenschatten, IL A 7a. $ 5. 
pag. 451 ff. 
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Satz 4 In der Laméschen Gleichung (15) kann man 
die Parameter Y, 8, €, auf eine und nur eine Weise s0 
bestimmen, daB sie drei Lôsungen «,, v,, w, besitzt, 
derart, daf «, an den Endpunkten und i—-1mal im 
Innern eines Intervalles, v, an den Enden und j—1mal 
im Innern eines zweiten Intervalles und w, an den 
Enden und x—1mal im Innern eines drittenIntervalles 
verschwindet, wobei die Intervalle nur der Ein- 
schränkung unterworfen sind, daf sie einander aus- 
schliefen und keinen der Punkte e,,e,, e,, e, enthalten. 


Gôüttingen, den 3. Dezember 1910. 


Lin zweiparametriges Oscillationstheorem. 
Von 
Jitsuo Yoshikawa. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 10. Dezember 1910. 


Es seien zwei gewôhnliche Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung vorgelegt für y als Funktion von x und für als Funk- 
tion von Ë£ von der Gestalt 


dy 
d\p—— 

() LARMES (&£x<£x) 
d ME 

@ re, =0  ŒSESE) 


worin p, «, b, Funktionen der unabhängigen Variabeln x und x, 
«, B Funktionen der -unabhängigen Variabeln £ bedeuten; diese 
Funktionen mügen sämtlich der Kürze halber als regulär analy- 
tisch angenommen werden und sie môgen überdies die Bedingungen 
erfüllen : 


px) >0 (& <x <a) 
() | x (E) > 0 LS tea) 
pi a()>0, b(x)>0, &<2<x)) 
a(E<0, BE=—0!) Œ ZE<E,). 


Unser Problem ist nun die Parameter À, uw in der Weise zu 
bestimmen, daf es ein Lôüsungspaar y(x), n(£) gibt, welche die 


1) Diese Bcdingungen werde ich nachher etwas verallgemeinern. 
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Eigenschaft hat, daf 


(5) ya) 0 AN — und! = +, 
(6) ne) 20: ir Éemhé tund Etes lt) 
Wir schreiben die erste Gleichung in der Form: 
a) 
(1 a) L(y)+ ay = de y| + day = 0 


und denken uns, da w irgend welchen festen Wert habe. Dann 
gibt es nach der Hilbertschen Theorie der orthogonalen Integral- 
gleichungen unendlich viele, lediglich im Unendlichen sich häufence 
Parameterwerte À — 14,, 1,, À,,..., die sogenannten Eigenwerte, 
für welche die Gleichung (1a) je eine den Randbedingungen! (5) 
genügende Lôüsung besitzt. Ueber diese Eigenwerte bemerke ich 
folgendes : 

1) Diese Eigenwerte sind alle einfach. Von ihnen fällt nur 
eine endliche Anzahl negativ aus!) Bedeutet aiso C eine 
gewisse positive Konstante, (die natürlich von w abhängt) so gilt 


—0Z=A1,<1,<À,<::::, 


Insbesondere sind sie alle positiv, falls u =0 ist. 

Nun hat Hilbert allgemein folgenden Satz?) aufgestellt: 

Wenn die Koeffizienten des linearen Differeutial- 
ausdrucks L(y) für alle in einem Intervalle falienden 
Werte von uw regulär analytische Funktionen cines 
Parameters uw sind, und wenn für eben diese Werte w 
auch stets die Ungleichung p(x) 0 gilt, so ist allemal 
der i-te Eigenwert 4, eine stetige Funktion von x. 

Es gilt in unserem Falle: 

2) Unsere Eigenwerte sind alle stetige > APR von uw für 
alle endlichen Werte von y. 

3) Diese stetigze Funktionen 4,(u), 4A,(u), 4,{u),. 
sind alle monoton abnehmend. 

Es seien nämlich für einen gewissen Wert u der (-te Eigzen- 
wert 1,(u) und die zugehôrige Eigentunktion ÿ,(u). Dann geïten 
aus der Variationstheorie des Dirichletschen! Integrals !) folwende 


1) Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorice der Jinearen Integ:alglei- 
chungen, 6. Mitteilung. Gôttinger Nachrichten 1910, pag. 387. 
2) Hiülbert, Gôttinger Nachrichten 1910, pag. 354. 
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Beziehungen: 
2 dy. \? 
@ ['(S) uni] ae = à 
Li 
(8) fade ya) 


Li 


Ferner seien für den Wert w+ôw der i-te Eigenwert 1,+ 014, und 
die zugehôürige Eigenfunktion y,+0y. Es gelten dann: 


Ga) [EM G+ane+ on) ar = 1403, 


(Ba) L'aqu+ og) de = 1 


T1 


Subtrahiert man (7) von (7a) und (8) von (8a), so erhält man, 
indem man die Grôfen hôherer Ordnung vernachlässigt, 


” “1 dy, dôy, #3 Le 
@)  #,=2 de sense 1 buy, 8yi-+ y! du) dr. 
2 1 


x 
(10) SE d: ‘ay, dy; dx 


TL 


Durch die partielle Integration geht das erste Integral von (9) 


über in 
Ta dy; 
d |[p —“ 
dy; ST &) 
2 | de dv af EE 6 dé 
Pa 4) 2), mn 


Wegen der Randbedingungen (6) für die Eigenfunktion y, ver- 
schwindet das erste Glied. Das zweite Glied wird, weil y, der 
Differentialgleichung (1) für u = w, À — À, genügt, 


T2 
2 / (a+ ub) y; dy, dx 
Ti 
und endlich wird dies nach (10) 


1) Es gelten noch i— 1 weitere Relationen, nämlich 


“a 
“ ayiyx = 0, 
æ1 
für k — 1,2,...,3—1. Es ist doch bemerkenswert, daB unsere Beweisführung 
ganz unabhängig von diesen Ncbenbedingungen gcht. 
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T: 
2 ah ‘uby, dy, dx. 
Li 


Führt man diesen Wert für das erste Integral in die Gleichung 
(9) ein, so ergibt sich 


x 
62, = — Ouf by dx 
L1 
U, 
11 TR = [7 2 dx. 
A1) Un : y 


Wegen (4) ist also _. stets negativ, nie null. w. z. b. wi). 


Es sei endlich noch bemerkt, daB diese monotone Funktion 
À,(u) bei dem unendlich wachsenden Argument w ebenso unendlich 
abnimmt. 

Aus diesen Tatsachen sieht man wohl, da in der Au-Ebene 
die Kurven 


À = 1,{u) 
à = À, (u) 
= À, (u) 


etwa so wie in der Figur laufen (stark gezeichnet). Die sämt- 


1) Für die erste Funktion 4, (u) läft sich der Beweis sehr einfach vorführen. 
Es seien nämlich für einen gewissen Wert w der erste Eigenwert 4, und die zu- 
gehôrige Eiïigenfunktion y,. Dann nimmt das Dirichletsche Integral für diese 
Funktion y, einen Minimalwert 4, an: 


Z2 d 2 
Dr) url ae = 2 ( 


1 


La = 1) 


X1 


Ferner sei für uw + du der erste Eigenwert 4, + d,. Es gilt dann für die diesmal 
nicht minimale Funktion y, 


x? dy: 3 = 
D) —@+ du)byi|dx > h + du. 


71 


Durch Subtrahieren ergibt sich 


1X9 
— du] byte > au. 


z1 

oder 
di 
du 


L 
<— / by? dx. 
2 
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lichen Kurven À,(u), À,(u), À,(u), ... schneïiden die 4-Achse in der 
positiven Halbachse (10), und haben solche Lage, daf jede von 
ihnen oberhalb der vorangehenden liegt. 


À 


Schreibt man jetzt die zweite Differentialgleichung (2) in der 
Form 


d 
(2 a) A(n) + lan = pie +lan = 0 


und verfährt man damit ganz ähnlich wie oben, so schlieft man 
gleich folgendes, indem man nur in Betracht zieht, daB der Koef- 
ficient von À diesmal negativ ist: 

1) Die Eigenwerte 4,, 4,, À,,... dieser Differentialgleichung 
sind alle einfach. Von ihnen fällt nur eine endliche Anzahl po- 
sitiv aus. Bedeutet y also eine gewisse positive Konstante, so gilt 


PA = = ue 


Insbesondere sind sie alle negativ, falls u T0 ist. 

2) Diese Eigenwerte sind alle stetige Funktionen von w für 
alle endlichen Werte von w. 

8) Diese stetigen Funktionen À, (u), À,(u), À,(u), ... sind alle 
monoton wachsend. 


3% 
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Die sämtlichen Kurven (punktiert in der Figur) 


1 = 1, (u) 
À ny (1) 
EE) 


in der Àu-Ebene schneiden die 4-Achse in der negativen Halbachse 
(1<0), und haben solche Lage, da jede von ihnen unterhalb der 
vorangehenden liegt. 

Betrachtet man nun die beiden Kurvensysteme 


1 4h) (Weil 20) 

1 — À,(u) (9 = 1,2, 8,...) 
gleichzeitig, so sieht man, daf jede Kurve À,(u) des zweiten 
Systems der Reïhe nach die sämtlichen Kurven 1,, 4,, 4,,... des 
ersten und ebenso jede Kurve À,(u) des ersten Systems der Reihe 
nach die sämtlichen Kurven 14,,4,,4,,... trifft, während zwei 


Kurven desselben Systems sich nie schneiden. Endlich fallen diese 
Schnittpunkte alle auf der rechten Seite der 1-Achse. 

Die Figur veranschaulicht dieses Verhältnis. Es sind dort 
die sämtlichen Schnittpunkte zweckmäBig mit Doppelzahlen be- 
zeichnet; es bedeutet, da der Netzpunkt i; als Schnittpunkt der 
beiden Kurven 4,(u) und 4,(u) entsteht. 

Nun handelt es sich darum, wie unsere Netzpunkte zur Er- 
ledigung unseres Problems dienen. Das Resultat leuchtet schon 
ein, ich skizziere es kurz folgendermafen: 

Ich schreibe nochmal die beiden Differentialgleichungen : 


[se à) 


0 pus Aay = 0 


[- 


dE NE = 0, 


Es seien für einen gewissen Wert u — u* die Eigenwerte und 
die zugehôrigen Eigenfunktionen der ersten Gleichung 


Fe 4}, À, it 


MA 
Y15 Ya) UHE d 


(12) 


æd die der zweiten 
\ 
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(13) AUDE 

LOL HEEE 
Die Eigenwerte (12) sind im allgemeinen alle von den Eigenwerten 
(13) verschieden. Wenn aber u* die Abscisse eines unserer Netz- 


punkte ist, dann sicher und nur dann fallen einige von ihnen zu- 
sammen, etwa 


= À. 

Und die entsprechenden Eigenfunktionen 
| y = y (x) 
n = 1j () 


bilden eins der gesuchten Lôüsungssysteme, das den Parameter- 
werten 
b = p* 
1= = 


zugehôrt. Man schlieft daher aus der Existenz unendlichvieler 
Netzpunkte folgenden Satz:!) 


Satz 1. Ist ein System von zwei gewôhnlichen 
Differentialgleichungen von der Gestalt (1), (2) vor- 
gelegt, für welche die Bedinrgungen (3)und (4) erfüllt 
sind, so existieren unendlichviele Paare von Werten 
1,u, für welche die Differentialgleichungen solche 
simultanen Lôsungen (x), n,(£) haben, daB y,(x) an den 
Enden und nicht überall im Innern des Intervalles 
(x, x,) und ebenso ,;(£) an den Enden und nicht überall 
im Innern des Intervalles (£ £,) verschwindet. 

Jetzt gehen wir einen Schritt weiter und betrachten natur- 
gemäB die Oscillationseigenschaften. Ich entnehme dies einfach 
den Oscillationseigenschaften der Eigenfunktionen einer einpara- 
metrigen Differentialgleichung. 

Bekanntlich?) verschwindet die i-te Eigenfunktion y;(x) der 
Differentialgleichung (1a) genau à— 1 mal im Innern des Inter- 
valles (x,x,), und die j-te Eigenfunktion 7,(£) genau 7j —1 mal im 
Innern des Intervalles (£ £,) Auf unserem Netz liest man also 
gleich : 


1) Hilbert, Güttinger Nachrichten 1910, pag. 416. 
2) Mason, Güttinger Dissertation 1903. Seite 60. Richardson, Jacobisches 
Kriterium und Oscillationseigenschaften., Math. Ann. Bd. 68. 1910. Seite 300. 
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Satz 2 Die Parameter 4, u lassen sich in eindeu- 
tiger Weise so bestimmen, daf es ein Lôsungspaar 
y.(t), n,%) unseres Gleichungssystems gibt, von der 
Art, da y,(x) genau i—1 mal im Innern des Intervalles 
(x,æ), n,(E) genau j—1mal im Innern des Intervalles 
(E.&) verschwindet, und daf y,(x) — 0 für x = x, und 
Miss 2, 0, (Ehres 00 fürmébt—#fundisl Étist 

Nachdem ich so die vorgelegte Aufgabe vollständig aufgelôst 
habe, wende ich mich zur Verallgemeinerung der darin enthaltenen 
Bedingungen (4). 

Zunächst kann man statt (4) folgende Bedingung gelten lassen: 

LE a 2 b(x)<0, (x Zzx<x,) 
D <0, FE<0 ELELE,) 
Bei dieser Aenderung bleiben unsere Entwickelungen ganz dasselbe 
bis auf (11). In der Tat wird _ 
dann fallen die sämtlichen Netzpunkte auf der linken Seite der 
i-Achse. 

Ferner habe ich bis jetzt den einen Parameter 1 bevorzugt. 
Das ist doch keineswegs nôtig. Man kann natürlich dieselben 
Sätze erreichen, wenn man À und w ihre Plätze wechseln läft. 

Durch diese Ueberlegungen gelangt man an die allgemeineren 
Bedingungen wie folgt: 

Die vier Funktionen behalten je dasselbe Vorzei- 
chen in dem betreffenden Intervalle und zwar besitzt 
eins vonihnen entgegengesetztes Vorzeichen wie die 
drei anderen. À 

Zum SchluB betrachten wir die Lamésche Differentialgleichung 
mit drei singulären Stellen im Endlichen 


dy “ 1 1 1 ) 


DE ne at 


dadurch stets positiv, und 


At+B 
A(re;) ee) (és €) 


= (0. 


Nach dem Hilbertschen Verfahren') entstehen aus dieser Gleichung 

die beiden gewôhnlichen Differentialgleichungen von der Gestalt 

(1) (2), welche die Bedingungen unseres Theoremes erfüllen, und 

damit ist das Kleinsche Oscillationstheorem bewiesen: 
1) Hiülbert, Gôttinger Nachrichten 1910, pag. 416, 417. 
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Die Parameter À und B lassen sich in eindeutiger 
Weise so bestimmen, da die Lamésche Gleichung 
eine Lôsung y besitzt, die.an den Endpunkten und 
i-mal im Innern eines gegebenen Intervalles é,{, ver- 
schwindet und zugleich eine solche, die an den End- 
punktenundÿ-malim Innern eines anderen Intervalles 
tr, verschwindet. Dabei sind die Intervalle é #4, und 
r,7%, nur der Einschränkung unterworfen, daB sie ein- 
ander ausschiieBen und keinen der singulären Punkte 
e,, ee, enthalten. 

In einer zweiten Mitteilung hoffe ich die entsprechende Auf- 
gabe mit mehreren Parametern zu lôsen. Ich môüchte hier Herrn 
Prof. Hilbert und Herrn Dr. Weyl für ihre Anregung meinen 
herzlichen Dank aussprechen. 


Gôüttingen, den 22. November 1910. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen. 
Von 
David Hilbert. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 2. Mai 1910. 


Sachlich geordnete Inhaltsübersicht der sechs Mitteilungen : 
1. Mitteilung diese Nachr. 1904 S. 49-91. 
2. 1904 $S. 213—259. 


” n n 
ste MI are 008 SMÉ072 388! 
4urt UE EM I000 157-007. 
DS E PAT n19061 S21429— 480. 
Géants, Stenht19] 08 255-417. 


Der gesamte in diesen sechs Mitteilungen behandelte Stoff 
gliedert sich in die folgenden Hauptabschnitte : 
Theorie der Funktionen unendlichvieler Veränderlicher 1.)—7.). 
Theorie der linearen Integralgleichungen 8.)—11.). 
Anwendung auf gewôhnliche Differentialgleichungen 12.)—19.). 
Anwendung auf partielle Differentialgleichungen 20.)—25.). 
Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen 
Variabeln 26.)—28.). 
Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie und Hydrody- 
namik 29.)—31.). 
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A. Theorie der Funktionen unendlichvieler Veränderlicher. 
1) Definition der Beschränktheit. Eine Funktion von unendlich- 
vielen Veränderlichen F(x,,x,,x,,...) heift beschränkt, wenn ihr 
n-ter Abschnitt F'(x,,x,, ... x,, 0,0, ...) dem absoluten Betrage 
nach für alle Wertsysteme x,,x,, ..., für die 


596 David Hilbert, 


dE 

(p =T, 4 ES 

ist, unterhalb einer festen, von n unabhängigen Schranke M liegt. 
Speziell ist eine Linearform 


ax +at, +: 
dann und nur dann beschränkt, wenn 
a +a+... 
konvergiert; eine Bilinearform 
DORA PE 
(p,g=1,9,.) PT P°9 


wenn 
x 
| ?,0—= on 29 P Ya | 
unterhalb einer von # unabhängigen Grenze M liegt !); eine lineare 
Transformation endlich 


Yp = a 
di Qa=1,2.) 71 Ya 


heift beschränkt, wenn die zugehôrige Bilinearform 


k ue, SP Ex 

beschränkt ist. Eine solche Transformation führt jedes Wert- 
system mit konvergenter Quadratsumme in ein ebensolches über. 
(4 S. 176). 

2) Die Faltunyssätze besagen, daB die successive Ausführung, 
d. h. ,Faltung“, zweier oder mehrerer beschränkter Transforma- 
tionen selbst wieder eine beschränkte lineare Transformation ergibt, 
(4 S. 179) und ferner, da dieser ZusammensetzungsprozeB asso- 
ciativ ist (4. S. 180) Wendet man auf die Variabeln einer be- 
schränkten linearen, quadratischen oder bilinearen Form eine be- 
schränkte lineare Transformation an, so ist das Resultat eine be- 
schränkte Form derselben Art. 

3) Eine orthogonale Transformation ist eine solche lineare Trans- 
formation 


1) Ein wichtiges Beispiel einer beschränkten quadratischen Form ist 
ère: 
p+a? 


meinen Bewcis dafür siche in der Inauguraldissertation von H. Weyl, Güttingen, 
1908, S. 83. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 597 
| y = 2 0% (pie 0112270), 
die den beiden Bedingungen 
0,p+a 
2 Or Or = | 


(r) 1,p=9 
0,» +q 

0.0 — B 
2 9re 90 dE ae 


genügt (4. S. 180). Zwei Linearformen 


DIT TRUE 
ES DSP 


heifen zueinander crthogonal, wenn 


ist. Unendlichviele Linearformen bilden ein vollständiges 
Orthogonalsystem, wenn ihr Koeffizientenschema dasjenige 
einer orthogonalen Transformation ist. Ein System von endlich 
oder unendlichvielen orthogonalen Linearformen kann durch Hin- 
zufügung von endlich oder abzählbar vielen Linearformen zu einem 
vollständigen Orthogonalsystem ergänzt werden. (4. S. 193—195). 

Die Faltung zweïer Bilinearformen ist orthogonalen Transfor- 
mationen gegenüber kovariant. (4. $S. 181). 


4) Vollstetigkeit*). Es seien 
ms, 2% a) 


OP ORO) 
Lin Leo Ty. 


unendlichviele Wertsysteme, deren Quadratsumme kleiner als 1 


ist und die die ,Häufungsstelle“ x,, x,, x,, ... besitzen in dem 
Sinne, daf 

ÿE ad =: x, 
ist; dann heïift eine Funktion F(x,, x,, ...) vollstetig, wenn für 


jede Folge solcher Wertsysteme 
L F(x, Are) = F(x, CPE) 


n = © 


st. (4. S. 200, 5. S. 439—442). Jede beschränkte Linearform ist 


1) Diese hier beibehaltene Terminologie der Mitteilung 4 wird in der Mit- 
teilung 6 aufgegeben, daselbst indem das Wort ,Stetigkeit“ anstelle von 
»Vollstetigkeit“ tritt. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse. 1910. Hoft 6. 41 
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vollstetig, indessen nicht jede beschränkte quadratische oder bili- 
neare Form; z. B. ist 

va tra... 
dann und nur dann vollstetig, wenn 

L v, = 0, 
während diese Form für 
V1, 7, = 1,..: 

noch beschränkt bleibt. (4. S. 200). Die Bilinearform 
( 2% d Ya 


ist jedenfalls dann vollstetig, wenn 
(p, dre 
konvergiert (4. S. 203, 218). 

Weitere hinreichende Kriterien für Vollstetigkeit beschränkter 
quadratischer Formen (4. S. 208. Satz VI). 

Für vollstetige Funktionen gilt, wie bei endlicher Variabeln- 
zahl, der Satz von der Existenz des Maximums (4. S. 200). 

b) Theorie der vollstetigen Formen. Jede vollstetige quadra- 
tische Form läft sich durch orthogonale Transformation ihrer 
Veränderlichen auf die Form bringen 


kai+kti+..., 
wobei 
L, ks=10 


ist; die k, sind die reziproken Eigenwerte. (4. S. 201, Satz V). 
Direkter independenter Beweis dieses Satzes (4. S. 201—203). 
Analoge Sätze gelten für die simultane Transformation zweier 
quadratischer Formen, deren eine vollstetig und definit ist, wäh- 
rend die andere die Form v,x?+v,x?+... hat — unter v, die 
Werte +1 verstanden (4. S. 209—215 Satz VIII, VIII*), sowie 
über die Transformation der Hermiteschen und der schiefsymme- 
trischen Form auf eine Normalform. (4. $S. 216—218. Satz IX). 


6) Vollstetige lineare Gleichungssysteme.  Ist 


DEPEAX 
Cr ÉD 1 


eine vollstetige Bilinearform, so hat das Gleichungssystem 
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(+a,)r+art,+at+. = &, 
an + (+0) Ts + ant — 4; 
gs La + An La + (+) Ls+ re = 0, 


alle wesentlichen Eigenschaften der linearen Gleichungen mit end- 
lichvielen Unbekannten; d. h. dieses Gleichungssystem hat entweder 
für jedes Wertsystem a,, a,, ... mit konvergenter Quadratsumme 
eine und nur eine Lôsung x,, «,, ... von konvergenter Quadrat- 
summe, oder das homogene Gleichungssystem, das aus ihm ent- 
steht, wenn man 

D (0 = 0 


setzt, besitzt eine endliche Anzahl linear unabhängiger solcher 
Lôsungen; im letzteren Falle besitzt das ,éransponierte“ Gleichungs- 
system 
24 Ton Te + Ep = 0, (g=:1,,2,..) 

genau ebensoviele linear unabhängige Lôüsungen, und das ur- 
sprüngliche inhomogene Gleichungssystem; ist dann und nur dann 
auflôsbar, wenn die rechten Seiten à, a,, ... ebensovielen line- 
aren Bedingungen genügen. (4. S. 219—227, Satz X; 5. S. 449— 
451, Anmerkung). 

7) Theorie der beschränkten quadratischen Formen. Im Gegen- 
satz zu den vollstetigen Formen bieten die nicht vollstetigen be- 
schränkten Formen Verhältnisse dar, die denen bei endlicher Va- 
riabelnzahl nicht analog sind; doch gilt das folgende Theorem, das 
durch Grenzübergang vom algebraischen Problem (4. S. 158—161) 
aus gewonnen wird (4. S. 162ff.): In einer nicht vollstetigen be- 
schränkten quadratischen Form 


K(x) = K(x,,4,,...) 


lassen sich die Variabeln x,, x,,... stets so orthogonal in æ!, &;, ... 
£,, &,,... transformieren, daf 


yat 


wird. Dabei ist das Integral (im Stieltjesschen Sinne) über eine 


perfekte Punktmenge s der w-Achse, das ,Sfreckenspektrum“ zu er- 
strecken und die Spektralform o(u; Ë) = FU ne (U)E, & bedeutet 


eine vom Parameter # abhängige positiv definite quadratische Form, 
a1* 
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deren Wert für jedes feste Wertsystem der £ als Funktion von 
& von O bis 3 E, monoton wächst und die die zu ihrer Charakteri- 
) we 


sierung hinreichenden Relationen 


2 J'u(u)de,.(u) fu(u)de,(u) = fu(u) de, (u) 
@ (8) (s) (8) 

Ja; = ZE 

(s) (p) 


identisch für alle stetigen Funktionen « (u) erfüllt. (4. S. 198, Satz IIT). 


Die aus dem Streckenspektrum, den Eigenwerten + RL d. h. 
dem ,Punktspektrum“ (4. S. 169) und ihren Hinfongsstelles be- 
stehende Punktmenge heift das Spektrum von K(x) (4. S. 172); für 


jedes dem Spektrum nicht angehôrige À haben die aus der Form 
2 x, — AK (x) 
? 
entspringenden inhomogenen Gleichungen 
Det = Y (b=115325%9 


für jedes Wertsystem y, von konvergenter Quadratsumme eine 
eindeutig bestimmte Lôsung x,,4,,4,,... von konvergenter Qua- 
dratsumme; diese wird mit Hilfe einer beschränkten quadrati- 
schen Form 
PERLE +: 4 do(u; Ë) a, 
K(4; x) — À, re (0) 29 4 Er us 
(s) 
der ,Resolvente“ von K(x), dargestellt durch die Formeln 


me 2e a (À) Ve: 


Für jedes Wertsystem der x ist K(1; x) eine analytische Funktion 
von 4. (4. S. 189, Satz IT). Die homogenen Gleichungen 


Re NE te pris (p == 1, 2,0.) 
haben dann und nur dann eine Lôsung von konvergenter Quadrat- 
summe, wenn À ein Eigenwert ist, und so viele unabhängige Liü- 
sungen, als dessen Vielfachheit angibt. (4. S. 199, Satz IV). 

Las Beispiel einer beschränkten Form mit Streckegepektrm 
(4 S. 204—209). 

(sr Resolvente gewisser nicht beschränkter Formen (4. S. 176, 
Satz Î). 
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B. Thcorie der linearen Integralgleichungen. 

8) Der Zusammenhang zwischen unendlichvielen Variabeln und 
Integralgleichungen wird vermittelt durch ein vollständiges 
orthogonales Funktionensystem ®,(s), ®,(s),... für das 
Intervall a =s<b, d.h. ein System von abzählbar vielen Funk- 
tionen, die den Bedingungen genügen 

b 0 (»° 
J ®, (s) ®, (s)ds = ; “4 " (Orthogonalitätsrelationen) 
ou 


b 
2" u(s) ®, (s) &) = jE u(s) ds, (Vollständigkeitsrelation); 
a 


dabei muB die letztere Relation für jede stetige Funktion w(s) 
gelten. (5. S. 443—445). Jeder endlichen und stetigen Funktion 
f(s) sind inbezug auf dieses System unendlichviele GrôBen, ihre 
»Fourierkoeffisienten“ a, zugeordnet vermôge der Gleichungen 


a, = f'roe, a (p = 1,2,...); 


jeder endlichen und stetigen Funktion X(s, f) von zwei Variabeln 
s,t zweïifach unendlich viele GrüBen 


#4} 7 E (s, é) ®, (s) D, (#) ds dt. 


Die a, sind Koeffizienten einer beschränkten Linearform, die a, 

Koeffizienten einer beschränkten und sogar vollstetigen Bilinear- 

form (5. S. 446). Ist X(s,{) symmetrisch, so sind &, = 4, = k4 

Koeffizienten einer vollstetigen quadratischen Form (5. S. 452). 
9) Lineare Integralgleichungen zweiter Art. Setzt man 


b 
2, = J 2,()p0a, (= 12...) 


so liefert jede stetige Lôüsung der unhomogenen bezw. homogenen 
Integralgleichung mit dem ,Kern“ K(s,t) 


b 
(s) PO+ KG, Dpt 
bezw. 


b 
0 = p(s)+f Æ(st)p(tdt 
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eine und nur eine Lôsung des inhomogenen bezw. homogenen 
Gleichungssystemes 


lp . 2 +2 Ant 
bezw. | (p'=,1,4,..) 
0 — pt 2 ne 
q 


Umgekehrt gehôrt zu jeder Lüsung von konvergenter Quadrat- 
samme der lezteren Gleichungen mit unendlichvielen Variabeln 
eine und nur eine stetige Lüsung der obigen Integralgleichungen, 
nämlich: 


b 
PE) = FOX z,J K(s,t)®, (t)dt; 


demnach liefern die Sätze von 6) die Fredholmschen Sätze über 
die Auflôsung der unhomogenen und homogenen Integralgleichung. 
(5. S. 445—451). 

Ableitung der Lôsungsformeln (Fredholmsche Formeln) 
unabhängig von der Theorie unendlichvieler Variabler durch Grenz- 
übergang vom algebraischen Problem aus. (1. S. 57—62; 2.$, 245). 

Sätze über die aus À zusammengesetzten Kerne (2.S. 244 247). 

Ausdehnung auf unstetige Kerne (5.. $. 472; 2. $. 245). 

Zusammenfassung zweier simultaner Integralgleichungen in 
eine Integralgleichung (5. S. 477). 

10) Orthogonale lineare Integralgleichung. In gleicher Weise 
liefern die Sätze von 5) die Theorie der Integralgleichung mit 
stetigem symmetrischen Kern K(s,t) = K(t,s) und einem Para- 
meter À (5. S. 452—462). 


d 
fs) = p(5) A4] K(s, !) p (#) dt. 


Jeder nicht identisch verschwindende Kern X(s,t) hat mindestens 
einen ,Eigenwert“ À, für den die zugehôrige homogene Integral- 
gleichung (f — 0) eine nicht identisch verschwindende Lôsung 
die zugehôürige , Eigenfunktion“ besitzt. (5. S. 460; zum ersten Male 
bewiesen 1. $. 72!) Jeder Eigenwert hat endliche Vielfachheit, 
d. h. es gibt nur endlichviele zugehôrige linear unabhängige 


1) Dieser Satz von der Existenz eines KÉigenwertes für jeden Kern bildet 
einen integricrenden Bestandteil meiner Theoric und ist, als ich meine Untersu- 
chungen über Integralgleichungen begann, eines meiner frühesten Ergebnisse ge- 
wesen; in noueren Arbeiten findet sich — offenbar versehentlich — eine gegen- 
teilige Bchauptung ausgesprochen. 
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Eigenfunktionen. Falls der stetige Kern X(s,t) nicht eine Summe 
von endlichvielen Produkten y,(s)y, (€) ist, so gibt es unendlich- 
viele Eigenwerte, die sich nur gegen co häufen (5. S. 459; 1. S. 72). 
Ist 2 kein Eigenwert, so hat die homogene Integralgleichung keine, 
die unhomogene eine und nur eine Lôsung, die sich durch eine, 
vom Parameter 4 analytisch abhängende ,Resolvente“ K(s,t; À) in 
der Form 


b 
p(s) — FO+Af K(s,4; 4) f (6) dt 


ausdrückt (1. S. 62). 


Das zugehôrige ,Gaufsche“ Variationsproblem: das Maximum 
der Werte, die das Doppelintegral 


Ju) = f 1 2h Ke, ju (s) u () ds dt, 


die ,quadratische Integralform“, für alle der Bedingung 
b 
[ (u(s)) ds = 1 
a 


genügenden stetigen Funktionen w annimmt, ist gleich dem kleinsten 
positiven Eigenwert, die zugehôrige Funktion « ist irgend eine 
der zum betreffenden Eigenwert gehôürigen Eigenfunktionen; die 
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen erhält man, indem man 
zu diesem Variationsproblem noch successive lineare Nebenbedin- 
gungen hinzufügt. (5. S. 460; 1. S. 78—81). Ist stets J(u) > 0, 
so heïft der Kern definit. Alle Eigenwerte sind dann positiv. 
(LS:°797"81). 

Die sämtlichen Eigenfunktionen y, (s), y, (s), ... bilden ein or- 
thogonales Funktionensystem (5. S. 454); unter Umständen ist es 
zugleich ein vollständiges (5. S. 461). 

Jede durch Vermittelung einer stetigen Funktion g in der 
Grestalt 


b 
f(s) = J Æ(s, 090 


darstellbare Funktion f(s) lift sich auf Fouriersche Weise in eine 
nach den Eigenfunktionen ,,w,,... fortschreitende, gleichmäBig 
und absolut konvergente Reiïhe 


604 David Hilbert, 
b 
F6) = 269,0 = Z9, Op (s) p, (s)ds 


= 240 food 


entwickeln. (5. S. 457). Speziellere Entwicklungssätze über ,ub- 
geschlossene“ und ,allgemeine“ Kerne. (1 S. 73—78). 

Die quadratische Integralform J'(u) gestattet für alle stetigen 
Fanktionen u(s) die Entwickelung 


b 2 
Jo = 27 (f 08046); 


b 
dieselbe konvergiert für alle w(s), für die [ u* ds unterhalb einer 
a 


Schranke bleibt, absolut und gleichmäBig. (1. S. 63—70). 

Ableitung dieser Theorie unabhängig von der Theorie der 
Fanktionen unendlichvieler Variabeln durch Grenzübergang vom 
entsprechenden algebraischen Problem aus (1. S. 62—78; das alge- 
braische Problem: 1. S. 52—57). Darstellung der Resolvente 
K(s,t; 1) als Quotient zweier ganzer transcendenter Funktionen 
von À, d. h. die Fredholmschen Formeln (1. S. 57—62). Ergänzung 
betreffend mehrfache Eigenwerte (1. S. 87—91). 

Ausdehnung auf unstetige Kerne (1. S. 81—87; (5. S. 472). 

Anwendung der Theorie auf die adjungierten Eigenfunktionen 
eines unsymmetrischen Kernes (5. S. 462). 

11) Polare lineare Integralgleichungen. 

Entwickelung der analogen Eigenwert- und Eigenfunktionen- 
theorie für die Integralgleichung 


b 
f(s) = V(s)p(s)— af K(s,t)p(t)dt, 


wo Vis) stückweise +1 oder —1 ist und X(s,t) einen symmetri- 
schen positiv-definiten Kern bedeutet (5. S. 462—472). 


C. Anwendung auf gewôhnliche Differentialgleichungen. 


12) Die Greensche Formel. 
Für die allgemeinste sich selbst adjungierte Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 


du 


L(u) = (og) + ou = 0, (p > 0) 
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lautet die Greensche Formel, wie folgt (2, S. 214): 


D | 10 

J {uL(u)—uL(v)}dæ — n v . 7 ai 
Die Grundlüsung y(x,Ë) ist inbezug auf x zweimal stetig dif- 
ferenzierbar und genügt für alle von £ verschiedenen Werte x 
innerhalb des Intervalles a bis b der Gleichung L(u) = 0; für 
æ — Ë ist y(x,Ë) stetig, während ihre erste Ableitung den Abfall 
— 1 aufweist. Sind (x), «,(x) zwei unabhängige Lüsungen von 

L(u) = 0, so stellt sich eine Grundlüsang in der Gestalt dar: 


p(x,E) = —4 Lt —#6l  u,(E) a (x) —u, (E)u, (x) 


PRE .E) 1, () ae 


(2. S. 214—215). 

13) Randbedingungen. 

Es kommen fünf Arten von homogenen Randbedingungen in 
Betracht (2. S. 216 217): 


L_ f(a) = 0, f@) = 0; 
IL. st 2 0,f 402 d = 0; 


dæ dx 
IV. f(«) = hf) ot GEL) À == r ES 
IV*. fa) = 1 O[ TE DT QE] ss 1 10); 


V. f(x) soll in der Nähe des Randpunktes x — «a sich in 
der Form (x— a)" e(x) darstellen lassen, wo e(x) eine für x = « 
endlich bleibende Funktion bedeutet; 

V#, f(x) soll bei der Annäüherung an den Randpunkt x = « 
endlich bleiben. 

14) Die Greeusche Funktion G(r, 8). 

Eine Grundlôsung y (x, E) für das Intervall («,b), die inbezug 
auf æ und identisch in £ an den Randpunkten zwei homogene 
Randbedingungen befriedigt, heibt die zu diesen Randbedingungen 
gehôürige Greensche Funktion der Differentialgleichung La) = 0; 
ferner heift der Quotient G{x,E) — ne die Greensche Funk- 
tion des Differentialausdruckes Z(#) (3. S. 217—218). 


3 9 
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Wenn eine Greensche Funktion nicht existiert, so besitzt die 
Differentialgleichung L(u) — 0 eine nicht identisch verschwindende 
stetig differenzierbare Lüsung #°(%), die die betreffenden Randbe- 
dingungen erfüllt. Wir konstruieren dann ein Integral g(x, £) der 
inhomogenen Differentialgleichung 


b 
L(0) = p(E)v° (x) v°(E), J (u°(x) dx = 1, 


dessen Ableitung an der Stelle x = £ den Abfall — 1 erfährt, das an 
den Randpunkten die Randbedingungen erfüllt und die Gleichung 


b 
Lo E)v'(x)dx = 0 


befriedigt. Die Funktionen (x, Ë) und ee werden als Gicensche 


Funltionen üm eriwceiterten Sinne bezeichnet. (2. S. 219—220). 

Das Symmetriegesez der Grecnschen Tunktion G(x,E) — G(E, x) 
(2."5:"220). 

15) Dic Lüsung der Handrertaufgube. 

Die Integralgleichung erster Art 


b 
fa) = J G(x, 8) p(E) dé 


wird durch die Formel 
plz) = — L(f(x)) 


gelüst; und umgekchrt gibt die Intcgralgleichung dasjenige Inte- 
gral f(x) der Differentialgleichung, das dieselben Randbedingungen 
wie (G(x,Ë) crfüllt (2. S. 220—222). 

Die lüsende Funktion der Integralgleichung 


u] 
Ge) = y(œ)— Al G(x,E8) p(E) dE 


ist gleich der zu denselben Randbedingungen wie (7 gchôrigen 
Greenschen Funktion des Differentialausdruckes 


A(u) = L(r)+ 4. 
(2. S. 222—224)!). 


1) Betrelfs der Methode der Parametrix vergl. meine Bemerkungen zum 
Schlusse méiner funften Mitteilung (5, S. 450) und den Bericht über einen von 
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16) Eigenwert- und Eigenfunktionentheorice der Differentialgleichung. 

Die Differentialgleichung Æ(u) — O besitzt unendlichviele 
Eigenwerte, d. h. es gibt unendlichviele Werte des Parameters 1, 
für die die Differentialgleichung L{(u) + uw — 0 eine nicht iden- 
tisch verschwindende Lôüsung, die Eïgenfunktion besitzt, die an den 
Randpunkten die betr. homogenen Randbedingungen erfüllt (2, S. 
224—225). 

Sind #"(x), y®(x), ... die zu irgendwelchen Randbedingungen 
gehôrigen Eigenfunktionen von A(u) = 0, so folgt für jede stetige 
Funktion (x) aus 


b 
[ h(x)#" (x) dx = 0, (m = 1, 2,...) 


stets, daf h(x) identisch Null ist. (2. S. 225). 

Jede zweimal stetig differenzierbare und den Randbedingungen 
genügende Funktion f(x) ist auf die Fouriersche Weise in eine 
nach den Eigenfunktionen fortschreitende gleichmäfig konvergente 
Reïhe entwickelbar (2. S. 226). 

Uebertragung der Resultate auf die Differentialgleichung 


d 
(ee) + +A (@)) u = 0, 


wobei (x) —0 ist. Beispiele. (2. S. 226—229). 

Fall der Greenschen Funktion im erweïiterten Sinne und der 
zugehôrige Entwicklungssatz. Beispiele. (2. S. 230 —232). 

17) Allgemeine Differentialgleichungen. 

Mittelst der Theorie der polaren Integralgleichungen werden 
die sämtlichen Resultate auf die Differentialgleichung 


(ee) + Qt) +AHt)u = 0, (@>0) 


ausgedehnt, wobei Æ(x) eine endliche Anzahl von Malen sein Vor- 
zeichen ändert. ŒÆExistenz von unendlichvielen Eigenwerten (5. S. 
473—474). 

18) Systeme von simultanen Differentialgleichungen. 

Aus dem Variationsproblem 


mir in der mathematischen Gesellschaft zu Gôttingen gehaltenen Vortrag, Jahres- 
bericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 16 (1907), S. 77—78, sowie 
die Ausführungen unten in D (6. S. 362—363), wo dann die Methode an dem 
Bcispiel der partiellen Difterentialgleichung auf der Kugel dargelegt wird. 

39 x È 
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b 

ss Q(ui,ul,u,,u,)dx = Min, 

a e 

wo , 

(4) = Pu (x) u” ne 2P; UA Ua + De u T 2Q\ uw u, 2 5 2Q UA u, + 24% u, U, 

5 23 Un Uy + Ti u T 2r, Us Ug + Too U, 

entspringen die linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung (5, 

S. 474—475) : 
d à Ô d [Ô Ô 

L(u,u) = 4 SE 2) = 0, Luis) & 3 ( ( à 2) = 0. 


dx \ôu;] ou, dx \ôu,)  ôu, 


Die Greensche Formel für diese Differentialgleichungen (5. 
S. 475): 


b 
JC, Z(u)— u, L(v)+v, L,(u)—u, L,(e)) dx 

a 
r. 0Q 0Q 0Q 0Q | 
5 ina MIN PURE ue: Al 


Das Greensche Funktionensystem für diese Differentialgleichangen 
ist ein System von Funktionen: 


Gi, é), GE), 

na 8), Go (& Ë), 
die paarweïse die Differentialgleichungen L, — 0, L, — 0 so- 
wie die Randbedingungen inbezug auf x befriedigen, und deren 
Ableitungen für æ = Ë einen gegebenen Abfall erfahren. (5. S. 476). 
Das Symmetriegesetz dieses Funktionenssystems lautet : (5. S. 476) 


G,(&, ë) = G,i(E, œ), 
(x Ë) = GE x), 
Ga Ë) = (8 2). 
Die Lôsung der Randwertaufgabe: diejenigen Lôsungen der 
Differentialgleichungen 
Li) = —-p; L(f,f) = —9:, 
die bestimmte homogene Randbedingungen erfüllen, werden durch 


.b 
f,(æ) = J [G, (x, 8 p, (E)+ Gi (x, E)p, (É)} dé, 


D 
fQ) = J It) p, (D +6, (x, 8 p, (dé 


a 
dargestellt, und umgekehrt, diese Integralgleichungen erster Art 


werden durch jene Funktionen (x), y,(x) gelüst. (5. S. 477). 
Sr À 
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Eïigenwert- und Eïigenfunktionentheorie: diejenigen Funktionen- 
paare u,(x), u,(x), die an den Randpunkten homogene Randbedin- 
gungen erfüllen und das Gleichungssystem : 

A, Li(u,u,)+4 (kilz)u,+k, (œ)u) = 0, 
À; L(u,u) +4 (Ki (u,+k, (vu) = 0 
befriedigen, sind Eigenfunktionen der Integralgleichungen: 


Il 


d 
u, (x) = AJ LG (Ets + hu) + Gas (e €) (Bu té + la tu) dE, 


D 
CAC) 1/ GG Eu, +R, 0) + Go (, E) (Res 4 + Ka 2) dé. 


(5. S. 477—478). Die Existenz unendlichvieler Eigenwerte und 
Eigenfunktionen; Entwicklungssätze. (5. S. 279). 

Greensche Funktionen im erweiterten Sinne (5. S. 480). 

19) Eine zweiparametrige Randwertaufgabe (Kleins Oszillations- 
theorem). 

Treten in den Differentialgleichungen 


d_{, dy - 
_ ° dis = 0, 


d 
ee d(t)=—=0, für 2, =r= x) 
(t(Ë>0, af) 0, für É ZÉZE,) 


die Parameter À,u nicht blos in der Verbindung 4 + Cu auf (C — 
const.), so existieren unendlichviele Paare von Werten 1, u, für 
welche das Differentialgleichungssystem ein Lôsungssystem y, (x), 
M, (&) besitzt, derart daf y,(x) an den Enden und nicht überall im 
Inneren des Intervalles x,, x,, m,(£) an den Enden und nicht überall 
im Inneren des Intervalles £ ,£, verschwindet; zugehôriger Ent- 
wicklungssatz. (6. S. 412—417). 


D. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen. 

20) Die Greensche Formel. 

Für die allgemeinste sich selbst adjungierte Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung von elliptischem Typus 


Ô Où Oit 
L(u) = 4 (3 ts Ên Can = 0, (p > 0) 


lautet die Greensche Formel, wie folgt (2. S. 234—-235): 
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ds joL(u)— “Loar = fo(ea va) 


wo J ein Gebiet der xy-Ebene mit der Randkurve C ist. 
Die Grundlüsung ist eine Lôsung der Differentialgleichung 
L(u) = 0 von der Gestalt 


Gay; En = ny; EmIV@-E) ++, y; En), 
wobei y,,7, zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind, und 
auBerdem identisch in Ë, 

PE 0; bn) = 1 
ist (2. S. 2386). 
21) Randbedingungen. 


Es kommen fünf Arten von Randbedingungen in Betracht 
(2, S. 237): 


I. f(x, y) = O0 für alle Punkte x, y der Randkurve C; 


(0) 
Il Le = 0 n » » » » » ; 
(0) 
I nr + 0, ” ” » ” ” ; 
Ô (0) . 
IV. Ge = Gay) 2 (dE) =-() finales, 
8 + c: n /s n , L 
2 


wobei s die Bogenlänge von einem beliebigen Punkte von C, 1 die 
Gesamtlänge bedeutet ; 

V. f(x,y) soll bei der Annäherung an die Randkurve endlich 
bleiben. 

22) Greensche Funktion. 

Eine Grundlüsung g(x, y; Ë,n), die als Funktion von x, y 
identisch in », £ an der Randkurve C' eine homogene Randbe- 
dingung befriedigt, heift Greensche Funktion der Differentialglei- 
chang L(u) — 0; ferner heift der Quotient 9@,9; Em die 


DE, 7) 
Greensche Funktion des Differentialausdruckes ZL(u). (2, S. 237). 


Symmetriegesetz der Greenschen Funktion (2. S. 238). 
Greensche Funtktion im erweiterten Sinne. (2. S. 237-—238). 


23) Die Lüsung der Randwertaufgabe. 
Die Integralgleichung erster Art 


f(x, y) = J GG: En) p(£, n) dé dm 
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wird durch die Funktion 
; fut: 
px, y) = — 5x LU(&:y) 


gelôst; umgekebrt stellt f(x, y) diejenige Lôsung der Differential- 
gleichung dar, die denselben Randbedingungen genügt wie G (xy; En) 
(2. S. 238—239). 

Die Iôsende Funktion der Integralgleichung 


f(x, y) = px, y — Hs (ey; En) p (En) dé dn 


ist die zu den nämlichen Randbedingungen gehôrige Greensche 
Funktion der Differentialgleichung 


Au) = L(u)+2u = 0. 


Beweiïs der Existenz der Greenschen Funktion und der Lôsbarkeit 
der Randwertaufgabe bei den Randbedingungen I und II (2. S. 
248—255). Existenz der Greenschen Funktion für die Randbe- 
dingung III (2. S. 256). 

Andere Beispiele. Die sich gegenseitig auflôsenden Integral- 
gleichungen erster Art: 


ge. 1 e 
(El —= J. o(æ) cot g(x 5 &) de 


+1 
HE — J. u(x) cot g(x LT) de. 


(2. S. 253). 

24) Eïgenwert- und Eïigenfunktionentheorie der partiellen Differen- 
tialgleichung. 

Es gibt abzählbar unendlichviele reelle Werte — die Eigen- 
werte — des Parameters 4, für die die Differentialgleichung 


L(u) +2u = 0 


eine nicht identisch verschwindende Lôsung — die Eigenfunktion -— 
besitzt und die auf einer geschlossenen Randkurve homogene Rand- 
werte annimmt (2. S. 239); jede willkürliche Funktion ist auf die 
Fouriersche Weise in eine nach diesen Eigenfunktionen fortschrei- 
tende gleichmäfig konvergente Reihe entwickelbar. (2. S. 240). 

Auftreten eines Parameters in der Randbedingung. Es gibt un- 
endlichviele Werte À, bei denen die vorgelegte Differentialgleichung 
L(«) — 0 eine nicht identisch verschwindende Lüsung besitzt, die 
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der Randbedingung 


4 du “= 0 
genügt; der zugehürige Entwicklungssatz (2. S. 255—256). 

25) Allgemeinere partielle Differentialgleichungen. 

Verallgemeinerung auf partielle Differentialgleichungen, die 
zu Gebieten auf einer beliebigen krummen Fläche (statt zu ebenen 
Gebieten) gehôren (2. S. 241—242). 

Die Randwertaufgabe für das folgende System partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung von elliptischem Typus: 


Ou ov 
NS Tnt 
Ou dv 
ET + gr" = ku —— lv. 


Wenn diese Differentialgleichungen aufer u — 0, v — 0, kein Lü- 
sungssystem w, v besitzen derart, daB « auf der gegebenen ge- 
schlossenen Randkurve C verschwindet, so besitzen sie ein Lôsungs- 
system «, v derart, daB w auf C die vorgeschriebenen Werte f(s) 
annimmt; im entgegengesetzten Falle existiert ein solches Lôsungs- 
system dann und nur dann, wenn f(s) gewissen, endlichvielen 
Integralbedingungen genügt. (6. S. 356—362). 

Definition des auf der Vollkugel regulären Differentialausdruclies ; 
seine Transformation und der adjungierte Differentialausdruck. 
(6. S. 362—366) Die Methode der Parametrix. Die Parametrix ist 
eine symmetrische Funktion des Argumentpunktes s,{ und des 
Parameterpunktes 6,7 auf der Kugel, die in allen 4 Veränder- 
lichen beliebig oft differenzierbar ist, aufer wenn Parameterpunkt 
und Argumentpunkt zusammenfallen, in welchem Falle sie in be- 
stimmter Weise logarithmisch unendlich wird (6.S.367). Konstruktion 
der Parametrix einer auf der Vollkugel regulären Differential- 
gleichung und Nachweis ihrer Eigenschaften (6.S. 368—370). Wenn 
die auf der Vollkugel reguläre Differentialgleichung vom ellipti- 
schen Typus L(:) — 0 keine von Null verschiedene, auf der ganzen 
Kugel stetige Lôsung besitzt, so hat die Differentialgleichung 
L(2:) = f, wo f irgend eine gegebene Funktion auf der Kugel 
bedeutet, stets eine solche Lüsung. Verallgemeinerung dieses Satzes 
für den Fall, daf L(2) — 0 solche Lüsungen besitzt (6. S. 370—376). 
Konsiruktion der Greenschen Funktion, d.h. einer Parametrix, 
die die vorgelegte Differentialgleichung befriedigt. (6. S. 377). 
Beweis der Existenz der Greenschen Funktion im ,erweiterten 
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Sinne“. (6. S. 378). Es gibt unendlichviele Werte von À, derart daB 
L(2)+4: = 0 eine auf der Vollkugel stetige Lôüsung, die zu 
diesem , Eigenwerte“ gehürige ,Eigenfanktion“, besitzt; jede willkür- 
liche Funktion ist nach diesen Eigenfunktionen auf die Fouriersche 
Weise entwickelbar. (6. S. 379—380). Die sich selbst adjungierte 
elliptische Differentialgleichung L(:)+ 12 — 0 hat nur eine end- 
liche Anzahl negativer Eigenwerte (6. S. 381—382). 

Hängen die Koeffizienten in L(:) — O von einem Parameter 
u analytisch ab, so ist der k-te Eigenwert eine stetige Funktion 
von u. (6. S. 384—388). 

Mittelst der Theorie der polaren Integralgleichungen werden 
die sämtlichen in 23), 24) erwähnten Resultate auf die partielle 
Differentialgleichung 


Ô Où u 
Z( + Ce a) + + 4) u = 


ausgedehnt, wobei (x, y) in einer endlichen Anzahl von Teilge- 
bieten verschiedene Vorzeichen besitzt (5, S. 474). 


E. Anwendung auf die Theorie der Funktionen einer komplexen 
Variabeln. 

26) Allgemeines Riemannsches Problem. 

Formulierung desselben: man soll Funktionen einer komplexen 
Variablen bestimmen, wenn zwischen den Real- und Imaginärteilen 
der Funktionen auf einer gegebenen geschlossenen Randkurve C 
gegebene Relationen gelten sollen. Man bezeichne die Greenschen 
Funktionen zweiter Art der Potentialgleichung Z(u) — O0 für das 
Innere und Âufere der Kurve C bezw. mit: G,(x,y; Ë,n) und 
G, (x, y; Ë,7) und definiere dann zwei Inte gralausdrücke wie folgt 


Muw — ei LÉRCRMENErES 
(C) 


27 06 
or. 0G,(6,5s) 
M,w = | es st(o)do; 
(C) 


wobei w(6) irgend einen komplexen Ausdruck auf der Kurve C 
bedeutet. Die Bedingung dafür, daf ein auf C definierter kom- 
plexer Ausdruck f,(s) die Randwerten einer innerhalb C regulären 
Funktion darstellt, ist 


1 
f,(s) DE Mit f,(6)do, 
Le 
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wobei ! die Gesamtlänge der Kurve C bezeichnet; ein analoger 
Satz gilt für die Operation M,w » und das Âubere von C. Die 
Ausdrücke 

w + M,w bezw. w— M,w 


stellen stets Randwerte einer innerhalb bezw. auferhalb C regu- 
lären Funktion dar. (3. S. 309—315). 

Durch die erlangten Hülfsmittel wird der Satz bewiesen, da, 
wenn c(s) ein gegebener stetiger komplexer Ausdruck auf der 
Kurve C'ist und c(s) den konjugierten Ausdruck bedeutet, ent- 
weder ein Paar von Funktionen f,(2), f,(#) existiert, von denen 
die erstere innerhalb, die zweite auferhalb C regulär analytisch 
ist und welche auf C die Relation 


fa(s) = c(s)f,(s) 


erfüllen, oder ein Funktionenpaar g, (2) und g,(2) von demselben Cha- 
rakter, deren Randwerte die Relation 


Ja(s) = E(S)g,(s) 


erfüllen (8. S. 315—317). Von diesen beiden Fällen tritt der erste 
bezw. der zweite ein, jenachdem logc(s) beim Umlauf in posi- 
tivem Sinne entlang C eine negative bezw. positive Aenderung 
erfährt (8. S. 318—317). 

Es gibt stets ein Paar von Funktionen f,(z), f,(2:), von denen 
die erste auBerhalb C, die zweite innerhalb C den Charakter einer 
rationalen Funktion besitzt, während auf C die Relation 


fa(s) = c(s)f,(s) 


erfüllt ist (3. S. 318). 


Untersuchung des Falles, wo c(s) an einer endlichen Anzahl von 
Stellen eine Unterbrechung der Stetigkeit aufweist (8. S. 319—321). 

Aufstellung der Aufgabe: zwei auBerhalb C und zwei inner- 
halb C reguläre analytische Funktionen f,,f; bezw. f,,f! sollen 
so bestimmt werden, daB sie auf C die Relationen 


fats) = A (s)f(s) + à, (s)f,(s) 
fats) = c(s),(s) + (s)F(s) 


erfüllen, wobei c,,c,, c;,c 3 , gegebene komplexe zweimal stetig dif- 
ferenzierbare Ausdrücke in s sind, deren Determinante 


# # 
Cu —- Qt 


für alle s von Null verschieden ausfällt (3. S. 322—324). 
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Es wird bewiesen, daB entweder die genannte Aufgabe eine 
Lôsung besitzt, oder zwei Funktionenpaare 9,, g,, 9,,g; existieren 
die auf C die Relationen 

Ja = (9; + 9 

Ja = Gt C9; 
erfüllen, wobei &,,€,,c,,c, die zu den gegebenen Ausdrücken c,, 
Co Cr  Konjugiert komplexen Ausdrücke bedeuten. (3. S. 325—326). 

Die Randwerte der soeben konstruierten Funktionen f,,f,,f,,f; 
bezw. 4; Gus 99; sind auf C'stetig differenzierbare Funktionen vons, 
und die gestellte Aufgabe besitzt nur eine endliche Anzahl linear 
voneinander unabhängiger Systeme von Lüsungen. (3. S. 326—328). 

Beweis des Satzes, da8 es stets Funktionen f,,f, f,f; gibt, 
die innerhalb bezw. auferhalb C regulär analytisch sind mit etwaiger 
Ausnahme einer Stelle innerhalb C, die für eine der Funktionen 
f;, f, oder für beide ein Pol ist, und die auf C die Relationen 


fa = Gf;+af, 
fe = df+éf 
erfüllen (3. S. 328—330). 

27) Das Riemannsche Gruppenproblem. 

Das speziellere Riemannsche Problem, die Existenz linearer 
Differentialgleichungen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe zu 
beweisen, ist äquivalent mit der folgenden Aufgabe: man verbinde 
die gegebenen singulären Punkte 2°,2°%,...2:% der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung durch eine reguläre analytische Kurve 
C; dann sollen zwei Funktionenpaare f,,f, bezw. f;,f; bestimmt 
werden, die auferhalb bezw. innerhalb C vom Charakter rationaler 
Funktionen sind derart, daB ihre Randwerte auf C überall stetig 
sind und auf dem Kurvenstücke zwischen :% und :/*° (h — 
1,2...m) die Relationen 

rte dE eo 

Pa TI Tel 
erfüllen, wobei y”,75°, y!”, y: gegebene Konstante mit nicht ver- 
schwindender Determinante sind. (3. S. 330—331). 

Dicse Aufgabe wird durch Einführung neuer Funktionen auf 
die in 25) am Schluf gelüste (wo die Substitutionskoefizienten 
stetige Funktionen des Ortes sind) zurückgeführt. (3, S. 332—2335). 

Durchführung des Existenzbeweises (Riemannsches Gruppen- 
problem) (3. S. 335—337). 

28) Problem aus der Theorie der automorphen Funktionen. 

42* 
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Automorphe Funktionen mit reeller Substitution, die vier gegebene 
Werte ©, a, b, c auslassen. Beweis des Satzes: es gibt unendlich- 
viele Werte 1, so daf der Quotient zweier Lüsungen der Diffe- 
rentialgleichung 


Le (0) (x —b) @—0 %) +(c+4)y = 0 


beim Umlauf der Variabeln x um die singulären Stellen a, b, c 
Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfährt. (6. S. 407—411). 


F. Anwendung auf Variationsrechnung, Geometrie und 
Hydrodynamik. 


29) Variationsprobleme. 
Zusammenhang zwischen dem Dirichletschen Variationsproblem 


nb du \? : ; 
J Ê (æ) —qu|d =, Min. 


bei der Nebenbedingung 
b 
fe ddr 


«a 


und dem Gauflschen Variationsproblem (s. oben, 10)) 
D ,b 
J J GG Do(x)o(t dr dé = Max. 
au « 


bei der Nebenbedingung 


, D 
J Ge EE PR 
a 


(2. S. 232—234,. Das gleiche Problem für zwei unabhängige 
Variable. (2. S. 256—258). 

Das Dirichletsche Variationsproblem auf der Kugel: das absolute 
Minimum des über die Vollkugel erstreckten Integrals 


az +20z,2,+ can 
D (2) —= j ss ME TEe JEUR = di: 


bei der Nebenbedingung 
[+ dite] 


ist gleich dem klcinsten Eigenwert der Differentialgleichung 
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az, +2b2,+ces+ (a. +b)2, + +c)z+na2 
Veg —f” 
Verallgemeinerung dieses Satzes: (6. S. 383). 


80) Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfläche. 
Das Volumen V eines konvexen Kôrpers X ist 


V = 4 J HE, H)&, 


wobei (x, B,7y) diejenige auf der Kugel definierte homogene Funk- 
tion bedeutet, die die Entfernung der Tangentialebene des Kôrpers 
vom Nullpunkt mit den Richtungskosinus «&, 6, y angibt, und 
wobei allgemein für zwei beliebige homogene Funktionen V(x, y, 2), 
W(x, y, 2) 


+ 1e = 0. 


L(e) = 


me LE = LE 2 ar 1e ze 


(W, V) — x 
un WP 2 NE at L'ESe 
Ÿÿ 
== We Vu Æ 2W,, Pay + Wyy Ver 


gesetzt ist. (6. S. 388—391). Das gemischte Volumen dreier kon- 
vexer Kürper 


Vs = +J H,(E,, H)dk 


und ihre Symmetrieeigenschaften. (6. S. 399). 
Ist Æ eine gegebene homogene Funktion, so stellt 


L(&) = CW, H), W(a, Y; 2) Ce Va + y +2 & (x, y; 2) 


einen für & linearen Differentialausdruck auf der Kugel dar, der 
sich selbst adjungiert und vom elliptischen Typus ist. (6,S. 392—394). 

Beweis der Sätze: Jede auf der Vollkugel stetige Lôsung von 
L(&) = 0 ist eine lineare Kombination der drei Lôüsungen 


Rx a = y, R = 2. 
(6. S. 395—398). Die partielle Differentialgleichung 


L(9)+1 Po 20, (1 = VF+y +6 H) 


besitzt À — —1 als einfachen, À — 0 als dreifachen Eigenwert, 
und die zugehôürigen Eigenfunktionen sind H, bezw. x, y, z; die 
übrigen Eigenwerte sind positiv. (6. 399—402). 

Beweis der Minkowskischen Ungleichung 
CA 
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wobei das Gleichheitszeichen nur. dann statt hat, wenn der eine 
Kôrper aus dem anderen durch Parallelverschiebung und Aehnlich- 
keitstransformation hervorgeht. (6. S. 403—411). 

Die Ungleichungen : 


OZ3VM, M°Z=4x0, OZ 36x V, 
wobei O die Oberfläche, V das Volumen und 


M = + f[(5+2) d 
2J\ea e, 


die mittlere Krümmung eines konvexen Kôrpers bedeutet, und das 
Gleichheitszeichen nur statthat, wenn der konvexe Kôrper die 
Kugel ist. (6, S. 406). 

31) Ein Problem der Hydrodynamik. 

Anwendung des Entwicklungssatzes in 23) (Parameter 4 in 
der Randbedingung) auf das Problem der kleinen Schwingungen 
einer der Schwere unterworfenen Flüssigkeit. (2. S. 258—259). 


Ueber die Konstruktion der Klassenkôrper reeller 
quadratischer Kôrper mit Hilfe von automorphen 
Funktionen. 


Von 


E. Hecke in Gôttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 10. Dezember 1910 von D. Hilbert. 


SL 

In meiner Dissertation!) habe ich begonnen, die Theorie der- 
jenigen von D. Hilbert aufgestellten Funktionen zu entwickeln, 
welche geeignet erscheinen, in gewissen hôheren Zahlkôrpern die 
Rolle zu übernehmen, welche im imaginären quadratischen Kôrper 
der elliptischen Modulfunktion zukommt. Ich hatte bei Inangriff- 
nahme dieses Problems gehofft, gleichzeitig hierdurch einen Zu- 
gang zu den analogen Fragen im reellen quadratischen Kôrper zu 
gewinnen, allein im Laufe der Untersuchung stellte sich heraus, 
daB die Funktionen gerade für die hier in Betracht kommenden 
Argumente versagen, insofern sie hier entweder unbestimmt werden 
oder sich bereits durch die elliptische Modulfunktion rational aus- 
drücken lassen. Inzwischen hat sich mir aber bei weiterer Be- 
schäftigung mit diesen Fragen gezeigt, welche Bedeutung dieser 
Umstand hat und wie man trotzdem hier zum Ziele gelangen kann. 
Hier will ich die Resultate meiner Untersuchungen auseinander- 
setzen, eine ausführliche Darstellung werde ich in einer Arbeit in 
den Mathematischen Annalen geben. 

Die Frage, die ich mir gestellt habe, ist, um es zu präzisieren, 


1) Zur Thocoric der Modulfunktionen von zwei Variabeln und ihrer Anwen- 
dung auf die Zahlentheorie. Güttingen 1910. 
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die folgende: Es sind Funktionen zu finden, welche für bestimmte 
algebraische Argumentwerte den Klassenkürper eines gegebenen 
reellen quadratischen Kürpers liefern. Wenn ich auch die voll- 
ständige Lôsung des Problems noch nicht besitze, so habe ich mir 
doch die funktionentheoretischen Grundlagen geschaffen, auf denen 
sie sich aufbauen kann. Die beiden Gedanken, mit deren Hilfe 
ich hier den Fortschritt erzielt habe, sind die Adjunktion von i 
zu dem reellen quadratischen Kürper (VD) und die Modifikation 
des Aequvialensbegriffes. 

Es scheint, daB die Grüfe à auch in der Zahlentheorie, wenig- 
stens in diesen Fragen, eine ähnliche fundamentale Bedeutung hat 
wie in der Funktionentheorie. Auch hier muf man, um zur vül- 
ligen Beherrschung der Theorie reeller Kürper zu gelangen, ins 
komplexe Gebiet übergeben. Bisher sind allerdings nur sehr selten 
Beziehungen zwischen den Kürpern 4(VD) und k{(i, VD) gefunden 
worden. Ich nenne den Dirichletschen Satz, daB die Klassenzahl 
des Kôrpers #(i, VD) (abgesehen von dem Faktor 2) gleich dem 
Produkt der Klassenzahlen der beiden Kôrper k(\/D) und Æ(V — D) 
ist, sowie einen Satz von Herrn Fueter!) über eine notwendige 
Bedingung, daB die Norm der Grundeinheit in Æ(VD) gleich 
—1 sei. Es ist bekannt, wie hoch Dirichlet den Satz über die 
Klassenzahl geschätzt hat. Der Satz gewinnt hier an Bedeutung, 
wenn man ihn in moderne Sprechweise umsetzt, wo er dann 
besagt: Die unverzweigten relativ Abelschen Kôürper (von un- 
gradem Relativgrade) inbezug auf # (i, VD) erhält man einfach 
durch Zusammensetzung der analogen Kôrper für k(VD) und 
EV—D). Die Lôsung unsres Problems wird nun in der Weise 
erfolgen, da man zuerst mittels automorpher Funktionen den 
Klassenkôrper von Xi, VD) findet, daraus läft sich dann der 
Klassenkôrper für k(VD) einfach ableiten. 

Nun sind die Funktionen, welche hierzu geeignet erscheinen, 
zwar nicht unmittelbar die Hilbertschen Modulfunktionen selbst, 
sie stehen aber mit diesen in algebraischem Zusammenhang. Hier 
kommt nun der zweite Punkt, die Modifikation des Aequivalenz- 
begriffes in Betracht. Legt man den absoluten Rationalitätsbe- 
reich zu Grunde, so ist als Basis eines Ideals À in einem Kôrper 
n-ten Grades ein System von x ganzen Zahlen &,, | 


1) Die Klassenkürper der komplexen Multiplikation und ihr EinfluB auf dic 
Entwicklung der Zahlentheoric. Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. XVII p. 45. 
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finiert, von der Art, daf man alle durch À teilbaren Zahlen des 
Kôrpers und nur diese in der Form 


2 RQ, +2, R,+... +2, 


erhält, wenn man x, ...x, alle ganzen rationalen Zahlen durch- 
laufen läBt. Als Erweiterung dieses Begriffes in einem andern 
Grundbereich bietet sich zunächst diejenige Definition der ,Re- 
lativbasis“ dar, welche ich in meiner Dissertation näher ausgeführt 
und benutzt habe: Ist jetzt n der Relativgrad, so lasse man 
+, ...*, alle ganzen Zahlen des Grundbereiches durchlaufen. Da- 
mit aber reicht man nun nicht aus; vielmehr muf man hier auch 
zulassen, daf x,...x, nur die Zahlen gewisser Ideale des Grund- 
kôrpers durchlaufen. Ist n — 2, so hat das für die Gruppe, welche 
man in der Funktionentheorie zu Grunde zu legen hat, die Kon- 
sequenz: Man muf auch solche Funktionen betrachten'), welche 


nur ungeändert bleiben bei einer Substitution Ê À 


aË +6 a'E+$ rs ’ 27 En 
Sep) = EE, Gô—67 = 1) 


deren Koeffizienten gewissen Kongruenzen mod. a unterworfen 
sind, wobei a kein Hauptideal ist. Also etwa B = 0 (mod. a). 
Diese Gruppe erhält man nicht direkt aus der Transformations- 
theorie, wie es bei der elliptischen Modulfunktion der Fall ist, sie 
läft sich allerdings als grôfter gemeinsamer Teil zweier Gruppen 
erklären, zu welchen man durch Transformation gelangt. 


$ 2. 

Die Kroneckersche Grenzformel für hühere Zahlkôrper. 

Daf die Hilbertschen Modulfunktionen mit der eben gegebenen 
Modifikation für unsere Fragestellung eine Bedeutung haben, wird 
nun durch folgenden Umstand bestätigt. Die Zahlentheorie vermag 
nämlich durch ein ganz bestimmtes Prinzip ähnliche Funktionen 
aus sich heraus zu konstruieren. Sowie die Kroneckersche Grenz- 
formel direkt auf die 7-Funktion aus der Theorie der elliptischen 
Funktionen führt, und ebenso die analoge Formel für den Kon- 
gruenzstrahl im absoluten Rationalitätsbereich auf die Einheits- 
wurzeln fübrt, so kann man auch die vorhin definierten Funk- 


1) Ich benutze dieselben Bezeichnungen wie in meiner Dissertation. Akzente 
bedeuten konjugierte Zahlen (auBer bei den Variabeln). 
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tionen von dieser Seite her erhalten. Wenn man das Analogon 
für die Kroneckersche Grenzformel im reellen quadratischen Kôrper 
aufzustellen sucht, so stô8t man-allerdings gleich auf erhebliche 
Schwierigkeiten, welche durch die Existenz von Einheiten ent- 
stehen. Es ist mir nicht gelungen, durch geeignete Einführung 
neuer Transcendenten eine brauchbare Formel zu erhalten. 

Dagegen kommt man ohne besondere Schwierigkeit zum Ziele, 
wenn man sich nicht auf den reellen Kôrper beschränkt, sondern 
in einen dazu relativ-quadratischen total imaginären Kôrper über- 
geht. Ich teile hier die sich so ergebende allgemeinere Kron- 
eckersche Grenzformel mit. Sie bezieht sich auf einen reellen 
quadratischen Kôürper, von dem ich voraussetze, daB die Norm 
der Grundeinheit 5(= 0) gleich — 1 ist: 

Es bedeute x,, x!, x,, æ, komplexe Variable, von denen x, 
mit +, und x! mit x! konjugiert imaginär sind. x, und x! sollen 
positiv imaginären Teil haben. Er durchlaufe « sämtliche ganzen 
Zahlen des Æ(VD), welche durch ein gegebenes Ideal a teilbar 
sind, 8 durchlaufe das System total positiver durch ein Ideal b 
teilbarer ganzer Zahlen, dabei aber von den Zahlen &*B immer 
nur eine. Dann gilt folgende Grenzformel 


1 
Fu (& CH) + Pa) + Pa) + Pa) 
M a 

Fe (s—1) (&, — 43) (x —%3) | ue 
B+Clog((x, —x,)(x;—x!)) 


an (&,—x)&—%;) 


16 a nl ! ! ml è 

+ 2G-2)@ 2) LFt,2) +F(-2,-2)+F(er,s'x;)+F(-ex, ex, 
Die GrüBen M, À, B, C sind Konstante, die nicht von den Va- 
riabeln x abhängen; Z ist gleich | N(a) VD|; die Funktion F ist 
eine für alle in Betracht kommenden Werte der Variabeln reguläre 

Funktion und 9 = €” hat dann folgende Invarianzeigenschaft: 
ax + B a'x'+p 
7x + Fi " z'+0! 


) — (yz+0) (y! x! +0 p(x, x’) 


wenn «ù —/fy eine total positive Einheit ist und die Kongruenzen 


B = 0 (mod. a) 
y = 0 (mod. t) 
erfüllt sind. 


über die Konstruktion der Klassenkôrper reeller quadratischer Kôrper etc. (6923 
Für F gilt die folgende Fourierentwickelung: 
; a He ie 
F(ex, sx") — > 35° 
B durchläuft dieselben Zahlen wie oben, # dagegen durchläuft alle 
total positiven durch a teilbaren Zahlen von 4(VD). 
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